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1.5 Полнота
Напомним, что последовательность xi метрического пространства X на-

зывается фундаментальной или последовательностью Коши, если для лю-
бого ε > 0 существует такое n, что при всех p ≥ n и q ≥ n выполняется
|xpxq| < ε. Метрическое пространство называется полным, если каждая
фундаментальная последовательность в нем имеет предел.

Упражнение 1.84. Пусть X — компактное метрическое пространство, то-
гда X полно.

Теорема 1.85. Пространство H(X) полно тогда и только тогда, когда
X полно.

Доказательство. Пусть X не полно. Покажем, что тогда и H(X) не полно.
В X существует фундаментальная последовательность ai, которая в X не
сходится. По предложению 1.26, последовательность {ai} фундаментальна
в H(X). Однако, по пункту (2) из предложения 1.78, последовательность
{ai} расходится. Следовательно, H(X) также не полно.

Пусть теперь X полно. Рассмотрим произвольную фундаментальную
последовательность Ai в H(X) и покажем, что она сходится. Положим

Bn = ∪∞
m=nAm, Cn = Bn, A = ∩∞

n=1Cn.

Отметим, что B1 ⊃ B2 ⊃ · · · и, поэтому, C1 ⊃ C2 ⊃ · · · , так что A принад-
лежит всем Cn. Мы покажем, что A ∈ H(X) и Ai → A.

Лемма 1.86. В сделанных выше предположениях, для любого ε > 0 су-
ществует такое n, что для любого натурального i ≥ n выполняется
Ci ⊂ Bε(Ai) и, значит, A ⊂ Bε(Ai).

Доказательство. Так как последовательность Ai фундаментальна, суще-
ствует такое n, что для любых i, j ≥ n выполняется dH(Ai, Aj) < ε/2,
поэтому Aj ⊂ Bε/2(Ai). Но тогда Bi = ∪j≥iAj ⊂ Bε/2(Ai), откуда, в силу
упражнения 1.76, Ci = Bi ⊂ Bε(Ai). Осталось вспомнить, что A ⊂ Ci.

Лемма 1.87. В сделанных выше предположениях, имеем A ̸= ∅ и для
любого ε > 0 существует такое n, что для натурального любого i ≥ n
выполняется Ai ⊂ Bε(A).

Доказательство. Так как последовательность Ai фундаментальна, для лю-
бого k ∈ N существует такое nk, что при всех p, q ≥ nk выполняется
dH(Ap, Aq) < ε/2k. Последовательность nk можно выбрать строго моно-
тонной, что мы и сделаем. Положим n = n1, и пусть nj ≤ i < nj+1. Для
упрощения изложения, переопределим nj , положив nj = i. Ясно, что все
сказанное выше по-прежнему имеет место.

Возьмем произвольное aj ∈ Anj и построим фундаментальную последо-
вательность ak ∈ Ank

, k ≥ j, начинающуюся с aj . Пусть ak ∈ Ank
уже опре-

делено. Так как dH
(
Ank

, Ank+1

)
< ε/2k, имеем ak ∈ Ank

⊂ Bε/2k(Ank+1
), по-

этому существует x ∈ Ank+1
, для которого |akx| ≤ ε/2k. Положим ak+1 = x.
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Итак, мы определили последовательность ak. Так как |akak+1| ≤ ε/2k при
каждом k, эта последовательность является фундаментальной (проверьте).

В силу того, что пространство X — полное, последовательность ak схо-
дится к некоторому a ∈ X. Но {ak, ak+1, . . .} ⊂ ∪m≥nk

Am = Bnk
, поэто-

му a — точка прикосновения для Bnk
и, значит, a ∈ Bnk

= Cnk
. Так

как nk → ∞ и Cp — монотонно убывающая последовательность, имеем
a ∈ ∩∞

k=iCnk
= ∩∞

n=1Cn = A. Отсюда, с одной стороны, вытекает, что A ̸= ∅.
С другой стороны, неравенство треугольника влечет

|aja| ≤
∞∑
k=j

|akak+1| ≤
∞∑
k=1

ε

2k
= ε,

поэтому aj ∈ Bε(A). Так как aj — произвольная точка из Anj
= Ai, имеем

Ai ⊂ Bε(A).

Завершим доказательство теоремы. Так как A = ∩∞
n=1Cn и все Cn за-

мкнуты, множество A также замкнуто. Так как, по лемме 1.86, для неко-
торых ε и i выполняется A ⊂ Bε(Ai), а Ai — ограничено, то A — также
ограничено. По лемме 1.86 множество A непусто, таким образом, собирая
все сказанное только что, получаем A ∈ H(X). С другой стороны, по этим
двум леммам, для любого ε > 0 существует такое n ∈ N, что для любого
i ≥ n выполняется dH(A,Ai) ≤ ε, откуда A — предел последовательности
Ai.

1.6 Компактность
Нам понадобится еще ряд утверждений про компактные метрические

пространства. Напомним, что метрическое пространство X называется впол-
не ограниченным, если при каждом ε > 0 в нем существует конечная ε-сеть.

Упражнение 1.88. Пусть X — вполне ограниченное метрическое про-
странство. Тогда из любого его открытого покрытия можно выделить не
более чем счетное подпокрытие.

Упражнение 1.89. Пусть X — полное вполне ограниченное метрическое
пространство. Тогда любая последовательность в X имеет сходящуюся под-
последовательность.

Упражнение 1.90. Метрическое пространство компактно, если и только
если оно полно и вполне ограничено.

Упражнение 1.91. Метрическое пространство компактно, если и только
если любая его последовательность содержит сходящуюся подпоследова-
тельность.

Теорема 1.92. Пространство X компактно, если и только если H(X) —
компактно.
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Доказательство. Пусть X компактно. Докажем, что и H(X) компактно.
По упражнению 1.90, достаточно показать, что H(X) полное и вполне огра-
ниченное. Так как X — полное, то, по теореме 1.85, пространство H(X) тоже
полное. Осталось показать, что для любого ε > 0 в H(X) существует ко-
нечная ε-сеть.

Выберем произвольное ε > 0, любое ε′ ∈ (0, ε), и пусть S — конечная
ε′-сеть в X, существующая в силу компактности X. Покажем, что H(S)
является (конечной) ε-сетью в H(X).

Пусть A ∈ H(X). Положим SA = {s ∈ S : |sA| < ε′}. Покажем, что
SA ∈ H(S). Так как H(S) состоит их всех непустых подмножеств множества
S, достаточно проверить, что SA ̸= ∅. Так как S является ε′-сетью в X, для
каждого непустого A ⊂ X и любой точки a ∈ A существует такое s ∈ S,
что |sa| < ε′, откуда |sA| < ε′, поэтому s ∈ SA и, значит, SA ̸= ∅ (даже для
произвольного непустого A ⊂ X).

Покажем теперь, что dH(A,SA) < ε. По построению, SA ⊂ Uε′(A). С
другой стороны, так как S является ε′-сетью в X, для каждого a ∈ A су-
ществует s ∈ S такой, что |sa| < ε′. Но каждое такое s содержится в SA,
поэтому A ⊂ Uε′(SA). Тем самым, dH(A,SA) < ε, и, в силу произвольности
A ∈ H(X), заключаем требуемое.

Пусть теперь H(X) компактно. Рассмотрим в X произвольную после-
довательность ai. Тогда, по упражнению 1.91, последовательность {ai} из
H(X) содержит сходящуюся подпоследовательность {aik}. По пункту (2)
предложения 1.78, последовательность aik точек из X сходится, тем са-
мым, в любой последовательности ai точек из X содержится сходящаяся
подпоследовательность. Последнее, по упражнению 1.91, влечет компакт-
ность X.

Следствие 1.93 (теорема Бляшке). Метрическое пространство выпук-
лых компактов, содержащихся в некотором компакте X ⊂ Rn (например,
в шаре или кубе), компактно. Иными словами, в любой последовательно-
сти выпуклых компактов, содержащихся в X, существует подпоследова-
тельность, сходящаяся к выпуклому компакту, также лежащему в X.

Доказательство. По теореме 1.92, пространство H(X) компактно, поэтому,
по пункту (2) упражнения 1.79, оно является замкнутым подмножеством
пространства H(Rn). По пункту (2) предложения 1.81, множество Hc(Rn)
выпуклых компактов в Rn замкнуто в H(Rn), поэтому множество Hc(X)
выпуклых компактов, лежащих в X, равное Hc(Rn) ∩ H(X), замкнуто в
H(Rn) и, значит, также замкнуто в H(X), а, поэтому, компактно по пунк-
ту (2) упражнения 1.79.


