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Ìîäåëèðîâàíèå âûðîæäåííûõ îñîáåííîñòåé èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì
áèëëèàðäíûìè êíèæêàìè

À.À. Êóçíåöîâà 1

Èíòåãðèðóåìûìè áèëëèàðäíûìè êíèæêàìè ðåàëèçóþòñÿ ïðèìåðû âûðîæäåí-
íûõ (íå ìîðñîâñêèõ) ìóëüòèñåäëîâûõ îñîáåííîñòåé (àòîìîâ) êðàòíîñòè 3 è ñëîæ-
íîñòè 1.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà, áèëëèàðäíàÿ êíèæêà, ñëîåíèå Ëè-
óâèëëÿ, ñîôîêóñíûå êâàäðèêè, âûðîæäåííûå îñîáåííîñòè, 3-àòîìû.

Examples of degenerate (non Morse type) multi-saddle singularities (atoms) of
complexity 1 and multiplicity 3 are realized by integtable billiard books.

Key words: integrable system, billiard book, Liouville's foliation, confocal quadrics,
degenerate exception, 3-atom.

1.Ââåäåíèå
Èçâåñòíà èíòåãðèðóåìîñòü áèëëèàðäà â ïëîñêîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé äóãàìè ñîôîêóñíûõ

êâàäðèê ñåìåéñòâà (b− λ)x2 + (a− λ)y2 = (b− λ)(a− λ) äëÿ 0 < b < a. Â.Â.Âåäþøêèíà ââåëà íî-
âûé âàæíûé êëàññ èíòåãðèðóåìûõ áèëëèàðäíûõ êíèæåê, ïîëó÷àþùèõñÿ èç ïëîñêèõ áèëëèàðäîâ
èõ ñêëåéêàìè âäîëü ãðàíè÷íûõ ðåáåð, ñ óêàçàíèåì ïåðåñòàíîâîê, äèêòóþùèõ ïðàâèëà ïåðåõîäà
áèëëèàðäíîãî øàðà ñ îäíîãî ëèñòà áèëëèàðäà íà äðóãîé [1, 2]. Òàêèå ñòîëû-êîìïëåêñû ìîæíî
ïîíèìàòü è êàê ïëîñêèå ìíîãîñëîéíûå áèëëèàðäû. Ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ ñèñòåì íà íèõ êëàññèôè-
öèðóþòñÿ èíâàðèàíòàìè Ôîìåíêî-Öèøàíãà, ò.å. ãðàôàìè-ìîëåêóëàìè ñ îñîáåííîñòÿìè-àòîìàìè â
âåðøèíàõ è ÷èñëîâûìè ìåòêàìè, çàäàþùèìè ñêëåéêè ãðàíè÷íûõ 2-òîðîâ ýòèõ îñîáåííîñòåé äðóã
ñ äðóãîì.

Â ïðîãðàììíîé ðàáîòå [3] À.Ò.Ôîìåíêî ñôîðìóëèðîâàë ãèïîòåçó î ìîäåëèðîâàíèè ëþáûõ
íåâûðîæäåííûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ïîäõîäÿùèìè áèëëèàðäàìè.
Â.Â. Âåäþøêèíîé è È.Ñ. Õàð÷åâîé óäàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâîëüíûå íåâûðîæäåííûå îñîáåí-
íîñòè ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ, íàçûâàåìûå òàêæå áîòòîâñêèìè 3-àòîìàìè [4, 5], è ëþáàÿ áàçà ñëîåíèÿ
Ëèóâèëëÿ [6], êëàññèôèöèðóþùèì èíâàðèàíòîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ìîëåêóëà (èíâàðèàíò Ôîìåíêî)
� ãðàô ñ âåðøèíàìè-àòîìàìè áåç ìåòîê, ðåàëèçóþòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè çàäàâàåìûìè áèëëèàðä-
íûìè êíèæêàìè, ñì. [1, 2] è [7] ñîîòâåòñòâåííî. Òàêæå ïîäõîäÿùèìè áèëëèàðäàìè ðåàëèçóþòñÿ
ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ ÷èñëîâûõ ìåòîê [8-10] è ðàçíîîáðàçíûå êëàññû ãîìåîìîðôíîñòè íåîñîáûõ
ïîâåðõíîñòåé ïîñòîÿííîé ýíåðãèè [11, 12] è èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî-Öèøàíãà � ìîëåêóë ñ ÷èñëîâû-
ìè ìåòêàìè [13, 14, 15, 2]. Îáçîð íåäàâíèõ ðåçóëüòàòîâ è îòêðûòûõ çàäà÷ ïî òîïîëîãèè èíòåãðè-
ðóåìûõ áèëëèàðäîâ è ãèïîòåçå Ôîìåíêî ñäåëàí, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [3, 16].

Îêàçûâàåòñÿ, ãèïîòåçà Ôîìåíêî ñïðàâåäëèâà è äëÿ íåêîòîðûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, ÷åé
èíòåãðàë íå ÿâëÿåòñÿ áîòòîâñêèì íà óðîâíå ýíåðãèè Q3, ò.å. èìååò âûðîæäåííûå îñîáåííîñòè.
Â ðàáîòå È.Ì.Íèêîíîâà [17] áûëè íàéäåíû ôîðìóëû, âûðàæàþùèå êîëè÷åñòâî âûðîæäåííûõ
àòîìîâ ñ îäíîé îñîáîé òî÷êîé. Âûÿñíèëîñü, ÷òî òàêèõ àòîìîâ êðàòíîñòè 3 ðîâíî ïÿòü øòóê, òðè
èç êîòîðûõ îðèåíòèðóåìû (äàëåå îíè îáîçíà÷àþòñÿ B3,1, B3,2, B3,3), à äâà àòîìà íåîðèåíòèðóåìû,
ñì. ðèñ. 1.

Â äàííîé ðàáîòå ìû ïîêàæåì, êàê ðåàëèçîâàòü áèëëèàðäíûìè êíèæêàìè áèôóðêàöèè ñëîåíèé
Ëèóâèëëÿ, 2-áàçà êîòîðûõ ñîäåðæèò îðèåíòèðóåìûå íåìîðñîâñêèå ìóëüòèñåäëà.

Àâòîð áëàãîäàðèò À.Ò.Ôîìåíêî è Â.Â.Âåäþøêèíó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è, öåííûå êîììåíòàðèè
è îáñóæäåíèÿ.
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Ðèñ. 1: Âûðîæäåííûå àòîìû ñòåïåíè òðè ñ îäíîé âåðøèíîé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÍÔ 21-11-00355 â ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà.
2. Ïðîñòåéøèå áèëëèàðäû è áèëëèàðäíûå êíèæêè
Îïðåäåëåíèå 1. Ñåìåéñòâîì ñîôîêóñíûõ êâàäðèê íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî êðèâûõ íà ïëîñ-

êîñòè R2 ñ åâêëèäîâûìè êîîðäèíàòàìè (x, y), îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèåì:

x2(b− λ) + y2(a− λ) = (a− λ)(b− λ),

ãäå a > b > 0 - ïàðàìåòðû ýòîãî ñåìåéñòâà, à ÷èñëî λ ∈ (−∞, a] - ïàðàìåòð êðèâîé èç ýòîãî
ñåìåéñòâà èëè ïàðàìåòð êâàäðèêè.

Çàìå÷àíèå 1. Êðèâàÿ èç ñåìåéñòâà ñîôîêóñíûõ êâàäðèê ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîì ïðè λ ∈ (−∞, b),
ãèïåðáîëîé ïðè λ ∈ (b, a), âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé ïðè λ = a è ãîðèçîíòàëüíîé (ôîêàëüíîé) ïðÿìîé
ïðè λ = b. Ôîêóñû âñåõ íåâûðîæäåííûõ êâàäðèê ñîâïàäàþò è, ïðè óñëîâèè a > b > 0, íàõîäÿòñÿ
â ïàðå òî÷åê ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé Ox.

Îïðåäåëåíèå 2. Ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû - ýòî äâóìåðíàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà êîîð-
äèíàò, â êîòîðîé êîîðäèíàòíûìè ëèíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ñîôîêóñíûå ýëëèïñû è ãèïåðáîëû. Â ñëó÷àå
ñåìåéñòâà ñîôîêóñíûõ êâàäðèê ðàññìàòðèâàþòñÿ ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû (λ1, λ2), ãäå λ1 ∈
(−∞, b), λ2 ∈ (b, a).

Îïðåäåëåíèå 3. Ðàññìîòðèì êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî ïëîñêîñòè Ω ⊂ R2, îãðàíè÷åííîå
êóñî÷íî-ãëàäêîé çàìêíóòîé êðèâîé, òàêîå, ÷òî åãî ãðàíèöà ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì äóã èç ñåìåé-
ñòâà ñîôîêóñíûõ êâàäðèê, à óãëû èçëîìà âíóòðè îáëàñòè ðàâíû π

2
. Íà ìíîæåñòâå òàêèõ îáëàñòåé

ââåäåì åñòåñòâåííóþ ýêâèâàëåíòíîñòü. Äâå òàêèå îáëàñòè Ω1 è Ω2 ýêâèâàëåíòíû, åñëè:
- îáëàñòè Ω1 è Ω2 îãðàíè÷åíû äóãàìè êâàäðèê èç îäíîãî ñîôîêóñíîãî ñåìåéñòâà;
- ãðàíèöó Ω1 ìîæíî ïåðåâåñòè â ãðàíèöó Ω2 íåïðåðûâíîé äåôîðìàöèåé êàæäîé ãðàíè÷íîé

äóãè êâàäðèêè â êëàññå ñîôîêóñíûõ êâàäðèê òàê, ÷òîáû ýëëèïòè÷åñêèé òèï êâàäðèê íå ìåíÿëñÿ
íà ãèïåðáîëè÷åñêèé, è íàîáîðîò;

- îáëàñòü Ω1 ìîæíî ïîëó÷èòü èç Ω2 ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî îñåé êîîðäèíàò x = 0, y = 0.
Ïîëó÷åííûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè íàçîâåì ïðîñòåéøèì áèëëèàðäîì. Êëàññèôèêàöèÿ ñòî-

ëîâ è ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ ïðîñòåéøèõ áèëëèàðäîâ áûëà âûïîëíåíà Â.Â.Âåäþøêèíîé [18,19],
Â.Äðàãîâè÷åì è Ì.Ðàäíîâè÷ [20]. Êàê îêàçàëîñü, âñå îíè ïðèíàäëåæàò îäíîìó èç êîíå÷íîãî êî-
ëè÷åñòâà êëàññîâ.

Íàïðèìåð, ïðîñòåéøèé áèëëèàðä A′
0(ñì.ðèñ.2) ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé îáëàñòüþ, ãðàíèöà êîòîðîé

îáðàçîâàíà ãèïåðáîëîé, ýëëèïñîì, ôîêàëüíîé ïðÿìîé è âåðòèêàëüíîé îñüþ OY . Â äàëüíåéøåì
ýòîò áèëëèàðä áóäåò äëÿ íàñ îñíîâíûì �ýëåìåíòîì�, èç íåñêîëüêèõ êîïèé êîòîðîãî ìû áóäåì
êîíñòðóèðîâàòü íóæíûå áèëëèàðäíûå êíèæêè.
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Ðèñ. 2: (à) îáëàñòü A′
0 (á) ïðîñòåéøèé ñåäëîâîé íåâûðîæäåííûé 2-àòîì Â (â) ïîëóêðåñò.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω êàêîé-ëèáî ïðîñòåéøèé ïëîñêèé áèëëèàðä, íàïðèìåð, îïèñàííûé âûøå
áèëëèàðä A′

0).
Îïðåäåëåíèå 4. Îïðåäåëèì áèëëèàðäíîå äâèæåíèå ïî ïðîñòåéøåìó áèëëèàðäó Ω, êàê ðàâ-

íîìåðíîå äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè áåç òðåíèÿ ïî îòðåçêàì ïðÿìûõ ñ àáñîëþòíî óïðóãèì
îòðàæåíèåì íà ãðàíèöå îáëàñòè.

Òåïåðü ìû âêðàòöå è íàãëÿäíî îïèøåì ïîíÿòèå áèëëèàðäíîé êíèæêè. Áîëåå ïîäðîáíîå îïè-
ñàíèå ñì. â ðàáîòàõ [1, 2].

Îïðåäåëåíèå 5. Ôèêñèðóåì ïðîñòåéøèé áèëëèàðä Ω è ÷èñëî n ∈ N. Êàæäîé äóãå ãðàíèöû
Ω, ÿâëÿþùåéñÿ ñâÿçíîé ÷àñòüþ êâàäðèêè, ïðèïèøåì ïðîèçâîëüíóþ ïåðåñòàíîâêó ïîðÿäêà n ñî
ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè:

1. åñëè äâå äóãè èç ãðàíèöû èìåþò îáùóþ òî÷êó, òî åñòü ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè, òî ïåðåñòàíîâêè
σ1 è σ2, ïðèïèñàííûå èì, êîììóòèðóþò;

2. ê íåâûïóêëûì äóãàì ãðàíèöû âñåãäà ïðèïèñàíû òîæäåñòâåííûå ïåðåñòàíîâêè.

Òðîéêà ν = (Ω, n,Σ), ãäå Ω - ïðîñòåéøèé áèëëèàðä, n - ÷èñëî ëèñòîâ, Σ - íàáîð ïåðåñòàíîâîê,
çàäàåò ñêëåéêó íåñêîëüêèõ ýêçåìïëÿðîâ Ω.

Çàìå÷àíèå 2. Ïðîñòåéøèå áèëëèàðäû Ω íå îáÿçàíû áûòü îäèíàêîâûìè, íî ìû â íàøåé
ðàáîòå áóäåì ñêëåèâàòü êîïèè îäíîãî è òîãî æå áèëëèàðäíîãî ñòîëà.

Îïðåäåëåíèå 6. Ôèêñèðóåì ñêëåéêó ν. Âîçüìåì íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå n(ν) ïðîñòåéøèõ

áèëëèàðäíûõ îáëàñòåé - ëèñòîâ Ω(ν), òî åñòü
∐n(ν)

i=1 Ωi(ν) è ïðîôàêòîðèçóåì ïî ñëåäóþùåìó îò-
íîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè, çàâèñÿùåìó îò ñêëåéêè: äóãè ãðàíèö Ωi(ν) è Ωj(ν) áóäåì ñ÷èòàòü ýê-
âèâàëåíòíûìè, åñëè îíè îòâå÷àþò îäíîé è òîé æå äóãå ïðîñòåéøåé áèëëèàðäíîé îáëàñòè è åé
ïðèïèñàíà ïåðåñòàíîâêà σ(ν), ó êîòîðîé ïîñëå ðàçëîæåíèÿ åå â ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ öèê-
ëîâ i-ûé è j-ûé ýëåìåíòû íàõîäÿòñÿ â îäíîì öèêëå. Ïîëó÷èâøååñÿ òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

Ω(ν) := (
∐n(ν)

i=1 Ωi(ν))/ ∼ - ýòî è åñòü áèëëèàðäíàÿ êíèæêà, îòâå÷àþùàÿ ñêëåéêå ν.
Îïðåäåëåíèå 7. Îïðåäåëèì áèëëèàðäíîå äâèæåíèå ïî êíèæêå, îòâå÷àþùåé ñêëåéêå ν, êàê

äâèæåíèå áåç òðåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïî êíèæêå òàêîå, ÷òî:

� âíóòðè âñåõ ëèñòîâ, èç êîòîðûõ ñîñòîèò áèëëèàðäíàÿ êíèæêà, ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ
ïî îòðåçêàì ïðÿìûõ áåç òðåíèÿ;

� íà ãðàíèöå îáëàñòè ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà àáñîëþòíî óïðóãî îòðàæàåòñÿ,ïåðåõîäÿ íà äðóãîé
ëèñò ïî ïåðåñòàíîâêå σ(ν), ïðèïèñàííîé ê äóãå, îò êîòîðîé îíà îòðàæàåòñÿ;

� â âåðøèíå óãëà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáùåé òî÷êîé äâóõ äóã ñ ïðèïèñàííûìè ïåðåñòàíîâêàìè
σ1 è σ2, ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ïåðåõîäèò ñ ëèñòà i íà ëèñò (σ1 ◦ σ2)(i) è äâèæåòñÿ â îáðàòíîì
íàïðàâëåíèè.

Èçâåñòíî, ÷òî áèëëèàðä â ïëîñêîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé äóãàìè ñîôîêóñíûõ êâàäðèê îäíîãî
è òîãî æå ñåìåéñòâà, èíòåãðèðóåì. Ãàìèëüòîíèàíîì (ýíåðãèåé) ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ êâàäðàò ìîäóëÿ
âåêòîðà ñêîðîñòè v⃗ = (vx, vy): ìû ðàññìàòðèâàåì äâèæåíèå (áåç òðåíèÿ) ìàòåðèàëüíîé ÷àñòèöû ïî
îáëàñòè ñ ïëîñêîé ìåòðèêîé, ãäå îòðàæåíèå îò ãðàíèöû ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî óïðóãèì. Äîïîëíè-
òåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë Λ áèëëèàðäíîé ñèñòåìû èìååò âèä (3). Åãî çíà÷åíèå â òî÷êå (x, y, vx, vy)
ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâíî ïàðàìåòðó λ êàóñòèêè òðàåêòîðèè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äàííóþ òî÷êó
â äàííîì íàïðàâëåíèè, êàê êâàäðèêè èç ñåìåéñòâà (1).

|v|2 = v2x + v2y (1)

Λ =
−(xvy − yvx)

2 + v2xb+ v2ya

v2x + v2y
(2)

3 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, �1
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3. Ïîíÿòèÿ 2-àòîìîâ, 3-àòîìîâ è ïîëóêðåñòîâ
Ðàññìîòðèì ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå Xn è íà íåì ãëàäêóþ ôóíêöèþ f : Xn → R.
Îïðåäåëåíèå 8. Òî÷êà x ∈ Xn äëÿ ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé, åñëè âñå ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå ðàâíû 0 â ýòîé òî÷êå. Èíà÷å ýòî - ðåãóëÿðíàÿ òî÷êà.
Îïðåäåëåíèå 9. Êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà äëÿ ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè îïðå-

äåëèòåëü ìàòðèöû âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â íåé îòëè÷åí îò íóëÿ.
Îïðåäåëåíèå 10. Óðîâåíü f = c íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêèì, åñëè íà íåì åñòü õîòÿ áû îäíà

êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà.
Îïðåäåëåíèå 11. Ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà, åñëè âñå åå êðèòè÷åñêèå

òî÷êè íåâûðîæäåííû, è èõ êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî.
Ïóñòü f � ôóíêöèÿ Ìîðñà íà êîìïàêòíîì ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè Xn. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëü-

íóþ ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ f−1(a) è åå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, êîòîðûå íàçîâåì ñëîÿìè. Íà äàííîì
ìíîãîîáðàçèè âîçíèêàåò ñòðóêòóðà ñëîåíèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè. Îáúÿâëÿÿ êàæäûé ñëîé îäíîé òî÷êîé
è ââîäÿ åñòåñòâåííóþ ôàêòîð-òîïîëîãèþ â ïðîñòðàíñòâî Ã ñëîåâ, ïîëó÷àåì ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî,
êîòîðîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê áàçó ýòîãî ñëîåíèÿ. Ïðîñòðàíñòâî Ã ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì.

Îïðåäåëåíèå 12. Ãðàô Ã íàçûâàåòñÿ ãðàôîì Ðèáà äëÿ ôóíêöèè Ìîðñà f íà ìíîãîîáðà-
çèè Xn. Âåðøèíîé ãðàôà Ðèáà íàçîâåì òî÷êó, îòâå÷àþùóþ îñîáîìó ñëîþ ôóíêöèè f , ò.å. ñâÿçíîé
êîìïîíåíòå óðîâíÿ, ñîäåðæàùåé êðèòè÷åñêóþ òî÷êó ôóíêöèè. Âåðøèíà ãðàôà Ðèáà íàçûâàåòñÿ
êîíöåâîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ êîíöîì ðîâíî îäíîãî ðåáðà ãðàôà. Âñå îñòàëüíûå âåðøèíû íàçûâà-
þòñÿ âíóòðåííèìè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äâóìåðíûé ñëó÷àé è ïóñòü X2 è Y 2 - ãëàäêèå äâóìåðíûå ñâÿçíûå ïîâåðõ-
íîñòè. Ïóñòü f è g - ôóíêöèè Ìîðñà íà 2-ïîâåðõíîñòÿõ X2 è Y 2 ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 13. Ôóíêöèè Ìîðñà f è g íà ïîâåðõíîñòÿõ X2 è Y 2 áóäåì íàçûâàòü ïîñëîéíî
ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì

λ : X2 → Y 2, (3)

ïåðåâîäÿùèé ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ëèíèé óðîâíÿ ôóíêöèè f â ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ëèíèé óðîâíÿ
ôóíêöèè g.

Îïðåäåëåíèå 14. Àòîì - ýòî îêðåñòíîñòü X2 êðèòè÷åñêîãî ñëîÿ, çàäàâàåìàÿ íåðàâåíñòâîì
c − ε ⩽ f ⩽ c + ε äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε, ðàññëîåííàÿ íà ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè f è ðàññìàò-
ðèâàåìàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñëîéíîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Åñëè êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå - ëîêàëüíûé
ìèíèìóì èëè ëîêàëüíûé ìàêñèìóì, òî ýòî áóäåò àòîì À. Åñëè êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå - ñåäëîâîå,
òî ñîîòâåòñòâóþùèé àòîì - ñåäëîâîé. Àòîì íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðóåìûì èëè íåîðèåíòèðóåìûì â
çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè ïîâåðõíîñòü X2 îðèåíòèðóåìîé èëè íåîðèåíòèðóåìîé.

Îïðåäåëåíèå 15. Ñåäëîâîé àòîì ñ îäíîé âåðøèíîé - ýòî ïàðà (X2, K), ãäå X2 - êîìïàêòíàÿ
ñâÿçíàÿ äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü ñ êðàåì, à K - âëîæåííûé â íåå ãðàô, ó êîòîðîãî èìååòñÿ îäíà
âåðøèíà è n ðåáåð (n > 2), óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) êàæäàÿ èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè X2\K ãîìåîìîðôíà êîëüöó I × S, ãäå I - ïîëóèíòåðâàë, à
S - îêðóæíîñòü;

2) êàæäîå êîëüöî ìîæíî ïîêðàñèòü â îäèí èç äâóõ öâåòîâ òàê, ÷òîáû ê êàæäîìó ðåáðó ãðàôà
K â ïîâåðõíîñòè X2 ïðèìûêàëè êîëüöà ðàçíûõ öâåòîâ.

Îïðåäåëåíèå 16. Åñëè â âåðøèíå àòîìà ñõîäÿòñÿ ðîâíî 4 ðåáðà ãðàôà Ê, òî àòîì íàçûâàåòñÿ
íåâûðîæäåííûì. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òàêàÿ âåðøèíà èìååò êðàòíîñòü 2 (â íåé ïåðåñåêàþòñÿ
äâà îòðåçêà). Åñëè êîëè÷åñòâî ñõîäÿùèõñÿ ðåáåð áîëüøå äâóõ, òî àòîì ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì.
Êðàòèíîñòüþ åãî âåðøèíû íàçûâàþò êîëè÷åñòâî ïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ, è îíî íå ìåíüøå òð¼õ.

Ïîäðîáíåå 3-àòîìàõ è èõ ñâÿçè ñ 2-àòîìàìè ñì. òåîðåìó À.Ò.Ôîìåíêî, ñì. ðàáîòû [4, 5, 13],
à òàêæå êíèãó À.Â. Áîëñèíîâà è À.Ò. Ôîìåíêî [14]. Ñîãëàñíî íåé, 3-àòîì ÿâëÿåòñÿ ðàññëîåíèåì
Çåéôåðòà ñî ñëîåì îêðóæíîñòü è áàçîé, ÿâëÿþùåéñÿ ðàññëîåííûì äâóìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì, âîç-
ìîæíî èìåþùèì ãðàíèöó. Ïðè ýòîì îñîáûå ñëîè ðàññëîåíèÿ ìîãóò èìåòü òîëüêî òèï (2,1) â ñëó÷àå
áîòòîâñêèõ (ò.å. íåâûðîæäåííûõ) èíòåãðàëîâ. Çà èñêëþ÷åíèåì ðÿäà ñëó÷àåâ (íàïðèìåð, àòîìîâ
A∗, ïîëó÷àåìûõ ôàêòîðèçàöèåé (B × S1)/Z2 ïðîèçâåäåíèÿ 2-àòîìà B è îêðóæíîñòè), ñëîåíèå íà
äàííîé áàçå îáðàçóåò ñåäëîâîé ìîðñîâñêèé 2-àòîì.

Îïðåäåëåíèå 17. Êîìïàêòíîå îðèåíòèðóåìîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå (ñ êðàåì èëè áåç
êðàÿ), ðàçáèòîå íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïðîñòûå çàìêíóòûå êðèâûå (ñëîè), íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðà-
çèåì Çåéôåðòà, åñëè êàæäûé ñëîé èìååò öåëèêîì ñîñòîÿùóþ èç ñëîåâ îêðåñòíîñòü, ïîñëîéíî
ãîìåîìîðôíóþ ðàññëîåííîìó ïîëíîòîðèþ. Äëÿ îñîáîãî ñëîÿ òèïà (n, k) òàêèõ ÷òî ÍÎÄ(k, n) = 1,
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íàïîìíèì, òàêàÿ îêðåñòíîñòü ïîëó÷àåòñÿ èç ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ äèñêà D2 íà îòðåçîê I ñêëåé-
êîé ïî ãðàíè÷íûì äèñêàì D2×{0} è D2×{1} ñ ïîâîðîòîì âîêðóã îñè ñèììåòðèè íà ðàöèîíàëüíûé
óãîë 2πk/n. Ìíîãîîáðàçèå Çåéôåðòà ñ çàäàííîé íà íåì ñòðóêòóðîé ñëîåâ íàçûâàåòñÿ ðàññëîåíèåì
Çåéôåðòà.

Îïðåäåëåíèå 18. Ïóñòü Q - ìíîãîîáðàçèå Çåéôåðòà. Ïóñòü äâå òî÷êè íà íåì ýêâèâàëåíòû
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ëåæàò â îäíîì ñëîå. Ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî ìíîãîîáðàçèÿ Q ïî
ýòîìó îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè íàçîâåì áàçîé ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà.

Îïðåäåëåíèå 19. Ïîëîâèíà êðåñòà (ïîëóêðåñò) - ýòî ïðîîáðàç ε-îêðåñòíîñòè òî÷êè 0 ôóíê-
öèè x2 − y2, çàäàííîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (0,0) âìåñòå ñî ñòðóêòóðîé ñëîåíèÿ, ïåðåñå-
÷åííûé ñ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòüþ x ⩾ 0, ñì. ðèñ. 2â.

4. Îáîáùåííàÿ ãèïîòåçà Ôîìåíêî è òåîðåìà î ðåàëèçàöèè âûðîæäåííûõ àòîìîâ
ïîäõîäÿùèìè áèëëèàðäàìè.

Ãèïîòåçà À (Ôîìåíêî). Ëþáûå áèôóðêàöèè äâóìåðíûõ òîðîâ Ëèóâèëëÿ â èçîýíåðãåòè÷å-
ñêîì ìíîãîîáðàçèè ëþáîé èíòåãðèðóåìîé íåâûðîæäåííîé ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû
ìîäåëèðóþòñÿ ïðè ïîìîùè èíòåãðèðóåìûõ áèëëèàðäîâ.

Òåîðåìà (Âåäþøêèíà-Õàð÷åâà, [1,2]). Ãèïîòåçà Ôîìåíêî À âåðíà, à èìåííî, äëÿ ëþ-
áîãî îðèåíòèðóåìîãî 3-àòîìà (ñî çâåçäî÷êàìè èëè áåç) àëãîðèòìè÷åñêè ñòðîèòñÿ áèëëèàðä-
íàÿ êíèæêà, ñêëååííàÿ èç ïðîñòåéøèõ áèëëèàðäîâ A′

0, òàêàÿ, ÷òî ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ ïðîîáðàçà
îêðåñòíîñòè îñîáîãî çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà λ = b åå èíòåãðàëà Λ (â ñëó÷àå àòîìà A - â îêðåñòíî-
ñòè îñîáîãî çíà÷åíèÿ λ = 0) åå èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè Q3 ïîñëîéíî ãîìåîìîðôíî äàííî-
ìó àòîìó.

Òåîðåìà (Êóçíåöîâà). Ãèïîòåçà Ôîìåíêî âåðíà è äëÿ íåêîòîðûõ âûðîæäåííûõ 2-àòîìîâ
è 3-àòîìîâ. Îêàçûâàåòñÿ, âñå îðèåíòèðóåìûå âûðîæäåííûå 2-àòîìû (è ñîîòâåòñòâóþùèå èì
3-àòîìû) ñëîæíîñòè îäèí (òî åñòü àòîìû ñ îäíîé âåðøèíîé) è êðàòíîñòè 3 ðåàëèçóþòñÿ ïîä-
õîäÿùèìè áèëëèàðäíûìè êíèæêàìè (ñì.òàá.1). Ýòè áèëëèàðäû ñêëååíû èç òðåõ áèëëèàðäíûõ
ëèñòîâ (ïðîñòåéøèõ áèëëèàðäîâ) â ñîîòâåòñòâèè ñ ïåðåñòàíîâêàìè, óêàçàííûìè â òàáëèöàõ 1
è 2.

id (12)(3) (23)(1) (13)(2) (123) (132)
id � � � � � �

(12)(3) � � B B B B
(23)(1) � B � B B B
(13)(2) � B B � B B
(123) B3,1 B3,2 B3,2 B3,2 B3,3 B−1

3,2

(132) B3,1 B3,2 B3,2 B3,2 B−1
3,2 B3,3

Òàáëèöà 1: Ñåäëîâûå áèôóðêàöèè, âîçíèêàþùèå â ñëîåíèè Ëèóâèëëÿ ñâÿçíîé êíèæêè, ñêëååííîé
èç òðåõ ëèñòîâ A′

0 ïî ïåðåñòàíîâêàì íà ýëëèïòè÷åñêîé äóãå (ïî ñòîëáöàì) è íà ôîêàëüíîì îòðåçêå
(ïî ñòðîêàì). Ïðî÷åðêîì îòìå÷åíû íåñâÿçíûå êíèæêè è êíèæêè, íå èìåþùèå ñåäëîâûõ áèôóðêà-
öèé ïðè λ = b. Îñòàëüíûì êíèæêàì ñîïîñòàâëåí òèï àòîìà â èõ ñëîåíèè � íåâûðîæäåííîãî àòîìà
B èëè îäíîãî èç âûðîæäåííûõ ìóëüòèñåäëîâûõ àòîìîâ B3,1, B3,2, B3,3. Îíè èçîáðàæåíû â òàáëèöå
[2]. Ñèìâîëîì B−1

3,1 îòìå÷åí àòîì, ïîëó÷àåìûé èç B3,1 ïðè èçìåíåíèè çíàêà ôóíêöèè-èíòåãðàëà.

Íàïîìíèì, ÷òî 2-àòîì Â - ýòî îêðåñòíîñòü ïëîñêîé âîñüìåðêè (ñì. âûøå ðèñ. 2á) à 3-àòîì Â
- ýòî ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå 2-àòîìà Â íà îêðóæíîñòü.

4 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, �1
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Ñòîë-êîìïëåêñ Ïåðåñòàíîâêè
Âûðîæäåííûé 2-àòîì êðàòíîñòè òðè
ñ îäíîé âåðøèíîé

B3,1

Bid
(123) B

id
(132) � B3,1

B
(132)
(123) B

(123)
(132) � B−1

3,1

B3,2

B
(12)(3)
(123) B

(23)(1)
(123)

B
(13)(2)
(123) B

(12)(3)
(132)

B
(23)(1)
(132) B

(13)(2)
(132)

B3,3 B
(123)
(123) B

(132)
(132)

Òàá. 2: Òèïû íåìîðñîâñêèõ 2-àòîìîâ ñëîæíîñòè 1 è êðàòíîñòè 3 (è ñîîòâåòñòâóþùèõ
íåáîòòîâñêèõ 3-àòîìîâ) è ïåðåñòàíîâêè ðåàëèçóþùèõ èõ áèëëèàðäíûõ êíèæåê.

Êîììåíòàðèé. Âî âòîðîì è òðåòüåì ñòîëáöàõ ïåðå÷èñëåíû áèëëèàðäíûå êíèæêè (ñòîëû-
êîìïëåêñ, ïåðåñòàíîâêà σ íà ýëëèïòè÷åñêîé äóãå è ïåðåñòàíîâêà ω íà ôîêàëüíîì îòðåçêå), êîòîðûå
ðåàëèçóþò ñîîòâåòñòâóþùèé 3-àòîì èç ÷åòâåðòîãî ñòîëáöà â ñâîåì ñëîåíèè Ëèóâèëëÿ. Ñèìâîëîì
Bσ

ω îòìå÷åíà êíèæêà ñ óêàçàííûìè âûøå ïåðåñàòíîâêàìè. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè ïåðåíóìåðà-
öèè ëèñòîâ íåêîòîðûå áèëëèàðäíûå êíèæêè ñîâïàäàþò ñ äðóãèìè. Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûé 3-àòîì
ðåàëèçóåòñÿ äâóìÿ ðàçíûìè áèëëèàðäàìè, à âòîðîé è òðåòèé - îäíèì áèëëèàðäîì.

Â ïðàâîì ñòîëáöå óêàçàíû âûðîæäåííûå 2-àòîìû. Ñîîòâåòñòâóþùèå èì âûðîæäåííûå 3-
àòîìû ïîëó÷àþòñÿ ïðÿìûì óìíîæåíèåì ýòèõ 2-àòîìîâ íà îêðóæíîñòü. Îòìåòèì, ÷òî ïðè èçîá-
ðàæåíèè àòîìà çàøòðèõîâàíà åãî ÷àñòü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ çíà÷åíèÿì ôóíêöèè, ìåíüøèì êðèòè-
÷åñêîãî. Àòîì B−1

3,1 ïîëó÷àåòñÿ èç èçîáðàæåííîãî àòîìà B3,1 ïðè èçìåíåíèè íàïðàâëåíèÿ ðîñòà
ôóíêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî.
1. Òàê êàê áèëëèàðäíûå ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêèìè, à íå ãëàäêèìè, òî ìû áóäåì
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ïîëüçîâàòüñÿ êóñî÷íî-ãëàäêèìè àíàëîãàìè òåîðåìû Ëèóâèëëÿ. Ïîýòîìó ìû áóäåì äåéñòâîâàòü
ñîãëàñíî ìåòîäó Â.Â.Âåäþøêèíîé [4] äëÿ îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãèè êàæäîãî ñëîÿ èíòåãðàëà Λ.

Ðàññìîòðèì ÿ÷åéêè, îòìå÷åííûå â òàáëèöå ïðî÷åðêàìè. Åñëè îáå ïåðåñòàíîâêè íà ãëàäêèõ
ãðàíè÷íûõ äóãàõ ñòîëà (íà ýëëèïòè÷åñêîé äóãå è ôîêàëüíîì îòðåçêå) ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâåííûìè,
òî ñòîë-êîìïëåêñ ñîñòîèò èç òðåõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ëèáî êíèæêà ñîñòî-
èò èç äâóõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, ëèáî îòñóòñòâóåò ñåäëîâàÿ áèôóðêàöèÿ íà óðîâíå λ = b (åñëè
ïåðåñòàíîâêà íà ôîêàëüíîì îòðåçêå ω = id ).

Òåïåðü ðàññìîòðèì îñòàëüíûå ñëó÷àè. Åñëè íà ôîêàëüíîì îòðåçêå êíèæêè ñòîèò ïåðåñòàíîâ-
êà âèäà ω = (i1, i2)(i3), òî äàííàÿ êíèæêà óäîâëåòâîðÿåò òåîðåìå Âåäþøêèíîé è Õàð÷åâîé, ò.å.
ðåàëèçóåò áîòòîâñêèé 3-àòîì. Öèêëó (i1, i2) äëèíû 2 ñîîòâåòñòâóåò ñåäëîâàÿ îñîáåííîñòü, à òðåòüå-
ìó ëèñòó i3 � îòñóòñòâèå áèôóðêàöèè. Ïîëó÷àåìûé 2-àòîì ñâÿçåí è èìååò îäíó ñåäëîâóþ òî÷êó,
ò.å. èìååò òèï B, íàïðèìåð, ñì. ðèñ. 3.

Ðèñ. 3: (a) áèëëèàðäíàÿ êíèæêà ñ ïåðåñòàíîâêàìè ω = (12)(3), σ = (123) (á) àòîì B.

Ëåììà 1. 3-àòîì B3,1 èç òàá. 2 (ñ òî÷íîñòüþ äî íàïðàâëåíèÿ ðîñòà èíòåãðàëà) ðåàëèçóåò-
ñÿ ñëåäóþùèìè áèëëèàðäíûìè êíèæêàìè ñ ïåðåñòàíîâêàìè σ è ω íà ýëëèïòè÷åñêîé è ôîêàëüíîé
äóãàõ:

� êíèæêîé ñ ïåðåñòàíîâêàìè ω = (i1, i2, i3), σ = id;

� êíèæêàìè ñ ïåðåñòàíîâêàìè ω = (i1, i2, i3), σ = (i1, i3, i2)

Ïîëó÷àåìûå â ýòèõ ñëó÷àÿõ îñîáåííîñòè ýêâèâàëåíòíû ïðè çàìåíå íàïðàâëåíèÿ ðîñòà èíòåãðà-
ëà.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.
1) Ðàññìîòðèì ïåðâûé òèï êíèæåê, ó êîòîðûõ ê äóãå ýëëèïñà ïðèïèñàíà òîæäåñòâåííàÿ ïå-

ðåñòàíîâêà.
Ðàññìîòðèì ñîôîêóñíêþ ãèïåðáîëó, ïåðåñåêàþùóþ âíóòðåííîñòü ñòîëà A′

0. Åå ïðîîáðàç â Q3

ðåàëèçóåò äâóìåðíîå ñå÷åíèå, è ñàìà îñîáåííîñòü èìååò òèï ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñîãëàñíî ëåììå
èç [2].

Îïèøåì ñëîåíèå íà ýòîé äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè. Ïîëóêðåñò, êàê ïðîîáðàç ãèïåðáîëû â ôèê-
ñèðîâàííîì ëèñòå, ìîæíî ñîïîñòàâèòü ïðîñòåéøåìó áèëëèàðäó A′

0, èç êîòîðîãî ñêëååíà êíèæêà
(ñì. [2]). Ïîñêîëüêó äëèíà öèêëà ω ðàâíà òðåì, òî â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè (ïðîîáðàçà òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ ãèïåðáîëû ñ ôîêàëüíûì îòðåçêîì) ïðîèñõîäèò ñêëåéêà ìóëüòèñåäëà êðàòíîñòè 3 èç
òðåõ ïîëóêðåñòîâ.

Óðîâåíü b < Λ < a ïîëó÷àåìîãî ñëîåíèÿ íà äâóìåðíîì ñå÷åíèè ãîìåîìîðôåí îäíîé îêðóæ-
íîñòè: ëèíèÿ óðîâíÿ ïîñëåäîâàòåëüíî îáõîäèò âñå ëèñòû êíèæêè. Ïðè îòðàæåíèè îò ýëëèïòè÷å-
ñêîé ãðàíèöû ëèñòà (îñíàùåííîé òîæäåñòâåííîé ïåðåñòàíîâêîé) íîìåð ëèñòà ñîõðàíÿåòñÿ, à ïðè
îòðàæåíèè îò ôîêàëüíîãî îòðåçêà � ïåðåõîäèò ñ i-îãî ëèñòà íà ω(i)-ûé. Ïðè ýòîì èñõîäÿùàÿ
ñåïàðàòðèñà ïîëóêðåñòà i ñîåäèíÿåòñÿ ñî âõîäÿùåé ñåïàðàòðèñîé òîãî æå ïîëóêðåñòà (ñîãëàñíî
ïåðåñòàíîâêå σ = id).

2) Ðàññìîòðèì âòîðîé òèï êíèæåê ñ äâóìÿ ðàçíûìè ïåðåñòàíîâêàìè äëèíû 3.

5 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, �1
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ðàññìîòðèì âåòâü ãèïåðáîëû è ïåðåñå÷åíèå åå ïðîîáðàçà ñ îêðåñòíî-
ñòüþ îñîáîãî ñëîÿ â Q3. Óðîâåíü λ < b ñîñòîèò èç îäíîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè (ò.å. ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ ìîëåêóëà èìååò îäèí ìèíèìàëüíûé àòîì A).

Èìååòñÿ äâå ðàçëè÷íûå ïåðåñòàíîâêè ïîðÿäêà 3, ò.å. ïåðåñòàíîâêà ω = σ−1. Êîëè÷åñòâî ñâÿç-
íûõ êîìïîíåíò íà óðîâíå b < λ < a ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì íåçàâèñèìûõ öèêëîâ ïåðåñòàíîâêè
ω ◦ σ. Â äàííîì ñëó÷àå, îíà ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííîé è äåéñòâóåò íà òðåõ ëèñòàõ. Ò.å. 2-àòîì
ïåðåñòàèâàåò îäíó îêðóæíîñòü â òðè îêðóæíîñòè. Òèï îñîáîãî ñëîÿ îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî
ïðåäûäóùåìó.

Ëåììà 1 äîêàçàíà.
Ëåììà 2. 3-àòîì B3,2 èç òàá. 2 ðåàëèçóåòñÿ áèëëèàðäíûìè êíèæêàìè ñ ïåðåñòàíîâêàìè

ω = (i1, i2, i3) è σ = (i1, i2)(i3) íà ýëëèïòè÷åñêîé è ôîêàëüíîé äóãàõ.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.
Àíàëîãè÷íûì ïðåäûäóùåé ëåììå, ðàññìîòðèì âåòâü ãèïåðáîëû è ïåðåñå÷åíèå åå ïðîîáðàçà ñ

îêðåñòíîñòüþ îñîáîãî ñëîÿ â Q3. Óðîâåíü λ < b ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.
Óðîâåíü b < Λ < a ïîëó÷àåìîãî ñëîåíèÿ íà äâóìåðíîì ñå÷åíèè ãîìåîìîðôåí äâóì îêðóæ-

íîñòÿì: ëèíèÿ óðîâíÿ îáõîäèò ëèñòû ïî äâóì òðàåêòîðèÿì. Èñõîäÿùàÿ ñåïàðàòðèñà ïîëóêðåñòà
i ñîåäèíÿåòñÿ ñî âõîäÿùåé ñåïàðàòðèñîé ïîëóêðåñòà σ(i). Â ðåçóëüòàòå, 2-àòîì ïåðåñòðàèâàåò äâå
îêðóæíîñòè â äâå îêðóæíîñòè.

Ëåììà 2 äîêàçàíà.
Ëåììà 3. 3-àòîì B(3,3) èç òàá. 2 ðåàëèçóåòñÿ áèëëèàðäíûìè êíèæêàìè ñ ïåðåñòàíîâêàìè

σ = (i1, i2, i3) è ω = (i1, i2, i3) íà ýëëèïòè÷åñêîé è ôîêàëüíîé äóãàõ.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.
Â äàííîì ñëó÷àå óðîâåíü λ < b, êàê è óðîâåíü λ > b, ñîñòîèò èç îäíîé êîìïîíåíòû ñâÿçíî-

ñòè: ëèíèÿ óðîâíÿ ïîñëåäîâàòåëüíî îáõîäèò âñå ëèñòû áèëëèàðäíîé êíèæêè â ñîîòâåòñòâèè ñ σ.
Ïðîèñõîäèò ïåðåñòðîéêà îäíîé îêðóæíîñòè â îäíó.

Äàííûé 2-àòîì � òîðè÷åñêèé, îí íå âëîæèì â ïëîñêîñòü, íî åãî ìîæíî èçîáðàçèòü íà òîðå
(ñì. ðèñ.4).

Ðèñ. 4: Äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå âûðîæäåííîãî 2-àòîìà èç ñòðîêè 3 òàáëèöû 2, êàê àòîìà íà
äâóìåðíîì òîðå.

Ëåììà 3 äîêàçàíà.
Íåêîìïàêòíûå 2-àòîìû òàêæå èçó÷àëèñü â ðàáîòå Ñ.Ñ.Íèêîëàåíêî. Ïðè ýòîì áûë ïðåäëîæåí

[21] èíâàðèàíò, îáîáùàþùèé f-ãðàôû À.À.Îøåìêîâà [22] äëÿ ìîðñîâñêèõ 2-àòîìîâ. Äàííûé èíâà-
ðèàíò äëÿ ìóëüòèñåäëîâûõ 2-àòîìîâ äîïóñêàåò îïèñàíèå â òåðìèíàõ ïàðû ïåðåñòàíîâîê, êàê è â
ìîðñîâñêîì ñëó÷àå.
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