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Òîïîëîãèÿ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ 5-ïîâåðõíîñòåé òð¼õìåðíîãî áèëüÿðäà
âíóòðè òðåõîñíîãî ýëëèïñîèäà ñ ïîòåíöèàëîì Ãóêà

Ã.Â. Áåëîçåðîâ1

Ðàññìàòðèâàåòñÿ áèëüÿðä âíóòðè òðåõîñíîãî ýëëèïñîèäà ñ ïîòåíöèàëîì Ãóêà (êàê
ïðèòÿãèâàþùèì, òàê è îòòàëêèâàþùèì). Äëÿ êàæäîé çîíû íåáèôóðêàöèîííûõ çíà÷åíèé
ýíåðãèè îïðåäåëåí êëàññ ãîìåîìîðôíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé èçîýíåðãåòè÷åñêîé 5-ïîâåðõ-
íîñòè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Äàííûé ðåçóëüòàò íå èñïîëüçóåò èíòåãðèðóåìîñòü áèëëèàð-
äà. Ñëåäóÿ ìåòîäó Â.Â. Êîçëîâà, òàêæå ïðèâåäåí ÿâíûé âèä n íàõîäÿùèõñÿ â èíâîëþöèè
ïåðâûõ èíòåãðàëîâ äëÿ ìíîãîìåðíîãî îáîáùåíèÿ ðàññìîòðåííîé çàäà÷è: äëÿ áèëüÿðäà ñ
ïîòåíöèàëîì Ãóêà âíóòðè n-îñíîãî ýëëèïñîèäà â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà, ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà, áèëüÿðä, èíòåãðèðó-
åìûé áèëüÿðä, ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê, ñîôîêóñíûå êâàäðèêè, òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû,
ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ, èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü.

Billiard inside a triaxial ellipsoid in a Hooke potential �eld (both attractive and repulsive)
is considered. For every zone of non-bifurcational values of the energy the homeomorphism
class of the corresponding isoenergy 5-surface in the phase space is determined. This result was
obtained without using the integrability of the system. Following the V.V. Kozlov method we
also show an explicit form of n involutive �rst integrals for the multidimensional generalization
of studied problem, i.e. the billiard in a Hooke potential �eld inside an n-axial ellipsoid in
n-dimensional space.

Key words: integrable system, Hamiltonian system, billiard, integrable billiard, geodesic
�ow, confocal quadrics, topological invariants, Liouville foliation, isoenergy surface.

1. Ââåäåíèå. Ïðèìåíåíèå òåîðèè Ìîðñà ê èçó÷åíèþ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì áûëî âî ìíîãîì ìî-
òèâèðîâàíî ïðîãðàììíîé ðàáîòîé Ñ. Ñìåéëà [1]. Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ìíîãèõ òàêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ
äâîéñòâåííûì ïðîñòðàíñòâîì ê íåêîòîðîé àëãåáðå Ëè, íàïðèìåð, e(3), è åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàññëà-
èâàåòñÿ íà èçîýíåðãåòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè. Òàê íàçûâàþò ñîâìåñòíûå ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ýíåðãèè H è
ôóíêöèé Êàçèìèðà àëãåáðû Ëè (âî ìíîãèõ çàäà÷àõ èç äèíàìèêè òâåðäîãî òåëà ýòî ãåîìåòðè÷åñêèé èí-
òåãðàë è èíòåãðàë ïëîùàäåé). Â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå ïîä íèìè ïîíèìàåì ìíîæåñòâî óðîâíÿ
ýíåðãèè H = h â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Íàëè÷èå êðèòè÷åñêèõ òî÷åê dH|x = 0 çà÷àñòóþ âëå÷åò ðàçëè÷èå êëàññîâ ãîìåîìîðôíîñòè Q3
h ãàìèëü-

òîíîâîé ñèñòåìû v = sgradH äëÿ h, ëåæàùèõ ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò çíà÷åíèÿ h0 = H(x).
Â ñëó÷àå èíòåãðèðóåìîñòè ñèñòåìû îêàçàëîñü âîçìîæíî ïðîâåñòè áîëåå òîíêèé àíàëèç ñèñòåìû. Àíà-

ëîã òåîðèè Ìîðñà äëÿ èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì áûë ïîñòðîåí â ðàáîòàõ À.Ò. Ôîìåíêî [2, 3].
Íà åå îñíîâå, ñîâìåñòíî ñ ñîàâòîðàìè è ó÷åíèêàìè, áûëà ïîñòðîåíà òåîðèÿ òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè
òàêèõ ñèñòåì, ñì. [4] è, ïîäðîáíåå, ìîíîãðàôèþ [5]. Äàííàÿ òåîðèÿ áûëà ïðèìåíåíà ê ðàçëè÷íûì èíòåãðè-
ðóåìûì ñèñòåìàì èç ìåõàíèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ÷òî ïîçâîëèëî îáíàðóæèòü ðÿä âçàèìîñâÿçåé
ìåæäó íèìè ñ òî÷êè çðåíèÿ òîïîëîãèè çàìûêàíèé èõ ðåøåíèé, ñì. íàïðèìåð, [6, 7].

Â ïîñëåäíèå ãîäû äàííóþ òåîðèþ óñïåøíî ïðèìåíèëè ê èçó÷åíèþ èíòåãðèðóåìûõ áèëëèàðäîâ, îãðà-
íè÷åííûõ ñîôîêóñíûìè êâàäðèêàìè, ñì. ïðîãðàììíóþ ðàáîòó À.Ò. Ôîìåíêî è Â.Â. Âåäþøêèíîé [8]. Â
íåé áûë ñôîðìóëèðîâàí ðÿä àêòóàëüíûõ çàäà÷ ïî òîïîëîãèè èíòåãðèðóåìûõ áèëëèàðäîâ è ïåðå÷èñëåíû
íåäàâî äîñòèãíóòûå ðåçóëüòàòû â ýòèõ íàïðàâëåíèÿõ, ñì. òàêæå ïîñëåäóþùèå ðàáîòû [9-11]. Ïðè ýòîì
À.Ò. Ôîìåíêî è Â.Â. Âåäþøêèíîé áûëè ââåäåíû è ðàññìîòðåíû íîâûå êëàññû èíòåãðèðóåìûõ áèëëèàð-
äîâ: òîïîëîãè÷åñêèå áèëëèàðäû [12, 13], áèëëèàðäíûå êíèæêè [14], áèëëèàðäû ñ ïðîñêàëüçûâàíèåì [15],
ýâîëþöèîííûå ñèëîâûå áèëëèàðäû [16, 17]. Îòìåòèì, ÷òî â áîëüøèíñòâå ýòèõ ðàáîò èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà
ñëîåíèé íà èçîýíåðãåòè÷åñêèõ 3-ïîâåðõíîñòÿõ äëÿ êóñî÷íî-ïëîñêèõ áèëëèàðäîâ.
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Òåì íå ìåíåå, ìíîãèå ïîñòàâëåííûå â [8] çàäà÷è ñâÿçàíû ñ îáúåêòàìè, èìåþùèìè áîëüøóþ ÷åì 3
ðàçìåðíîñòü èëè íåòðèâèàëüíóþ ìåòðèêó. Òàêîâû, íàïðèìåð, ãåîäåçè÷åñêèå ïîòîêè íà êâàäðèêàõ â R3,
èçó÷åííûå Ã.Â. Áåëîçåðîâûì â [18], èëè ïðîìîäåëèðîâàííûå áèëëèàðäàìè èíòåãðèðóåìûå ãåîäåçè÷åñêèå
ïîòîêè íà ñôåðå è òîðå, ñì. [19]. Áèëëèàðäû â òðåõìåðíûõ îáëàñòÿõ èçó÷àëèñü Â. Äðàãîâè÷åì è Ì. Ðàä-
íîâè÷ â [20] è Ã.Â. Áåëîçåðîâûì â [21]. Äðóãîé èíòåðåñíîé òåìîé ÿâëÿåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå áèëëèàðäàìè
îñîáåííîñòåé ðàíãà 0 (îêðåñòíîñòåé ñëîåâ ñ ïîëîæåíèÿìè ðàâíîâåñèÿ, êëàññèôèöèðîâàííûõ â [22]) îòîá-
ðàæåíèÿ ìîìåíòà â ñèñòåìàõ ñ 2 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ñì. [23].

Åùå îäèí âàæíûé êëàññ áèëëèàäîâ ïîëó÷àåòñÿ äîáàâëåíèåì ïîòåíöèàëà èëè ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Â
áèëëèàðäàõ ñ ïîòåíöèàëîì ñëîåíèå íà Q3

h ìîæåò ñóùåñòâåííî çàâèñåòü îò h, ñì. [24-26]. Âåñüìà áëèçêà
ê íèì è ðàáîòà [27]: áèëëèàðä â ýëëèïñå ïîëó÷àåòñÿ êàê ðåçóëüòàò ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà îò ñèñòåìû
ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà íà ýëëèïñîèäå ïðè ñòðåìëåíèè ìàëîé ïîëóîñè ê íóëþ.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèöû â ïîëå ïîòåíöèàëà
Ãóêà âíóòðè ýëëèïñîèäà E ⊂ R3, çàäàííîãî óðàâíåíèåì

x2

a
+
y2

b
+
z2

c
= 1, ãäå 0 < c < b < a.

Óêàçàííóþ îáëàñòü â R3 íàçîâåì áèëüÿðäíûì ñòîëîì è îáîçíà÷èì D.
Áèëüÿðäîì íàçîâåì ñëåäóþùóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó. Ïóñòü ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà åäèíè÷íîé ìàññû

äâèæåòñÿ âíóòðè ýëëèïñîèäà E ïîä äåéñòâèåì óïðóãîé ñèëû êîýôôèöèåíòà k, ÷åé öåíòð ñîâïàäàåò ñ
öåíòðîì ýëëèïñîèäà. Óêàçàííóþ ñèëó è ñîîòâåòñòóþùèé ãóêîâñêèé ïîòåíöèàë íàçîâåì îòòàëêèâàþùèì
èëè ïðèòÿãèâàþùèì â ñëó÷àÿõ k < 0 è k > 0 ñîîòâåòñòâåííî.

Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû M6 = T ∗D/ ∼ çàäàåòñÿ ñêëåéêîé ãðàíèö, ñîîòâåòñòâóþùåé çàêîíó
îòðàæåíèÿ ÷àñòèöû îò E :

(x1, v1) ∼ (x2, v2) x1 = x2 = x, |v1| = |v2|, (v1 − v2) ⊥ T ∗xE ⊂ T ∗xD.

Èíûìè ñëîâàìè, ñêëåèâàþòñÿ ïàðû �òî÷êà-âåêòîð� (x, v1), (x, v2), ó êîòîðûõ âåêòîð v1 ïîëó÷åí èç v2
óïðóãèì îòðàæåíèåì îòíîñèòåëüíî êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè TxE ñ ðàâåíñòâîì óãëîâ ïàäåíèÿ è îòðàæå-
íèÿ. Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî, çàìåòèì, ÿâëÿåòñÿ ëèøü êóñî÷íî-ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì: èìåþòñÿ ñêëåéêè
�äàëåêèõ� òî÷åê.

Ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè èìååò ñëåäóþùèé âèä:

H =
1

2
(ẋ2 + ẏ2 + ż2) +

k

2
(x2 + y2 + z2).

Çàìåòèì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì áèëüÿðäà. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ
ýíåðãèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì çàäà÷è áåç îòðàæåíèÿ, à ïîñêîëüêó îòðàæåíèå îò E àáñîëþòíî
óïðóãîå, òî H ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Ðàññìàòðèâàåìûé íàìè áèëüÿðä
ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé èíòåãðèðóåìîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé. Â òðåòüåì ïóíêòå ìû îáñóäèì áèëüÿðä
âíóòðè n-îñíîãî ýëëèïñîèäà â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå è ïðèâåäåì âèä íàáîðà ïåðâûõ èíòåãðàëîâ, óäîáíûé
äëÿ íàøèõ ïîñëåäóþùèõ èññëåäîâàíèé.

Íåïóñòîå ìíîæåñòâî Qh = {(x, v) ∈ M6|H(x, v) = h} íàçîâåì èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ, à
ñîîòâåòñòâóþùåå åìó çíà÷åíèå h äîïóñòèìûì çíà÷åíèåì ýíåðãèè. Çàìåòèì, ÷òî ïðè k > 0 ìíîæåñòâî
äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ýíåðãèè � ýòî ïðîìåæóòîê [0; +∞), à ïðè k < 0 � ïðîìåæóòîê [ka/2; +∞).

Ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ π : M6 → D èç ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà íà êîíôèãóðàöèîííîå. Îíà îïðåäåëåíà
êîððåêòíî, ò.ê. ïàðû �òî÷êà-âåêòîð� ñ x1 6= x2 íå ñêëåèâàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì. Îáëàñòüþ âîçìîæíîãî äâè-
æåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåé çíà÷åíèþ h, íàçîâåì îáðàç Qh ïîä äåéñòâèåì π, ò.å. ïðîåêöèþ èçîýíåðãåòè÷åñêîé
ïîâåðõíîñòè íà áèëëèàðäíûé ñòîë.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè k > 0 îáëàñòü âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ åñòü øàð ðàäèóñà
√

2h/k, ïåðåñå÷åííûé ñ

áèëüÿðäíûì ñòîëîì. Ïðè k < 0 îáëàñòü âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ � ëèáî âíåøíîñòü øàðà ðàäèóñà
√

2h/k,
ïåðåñå÷åííîãî ñ áèëüÿðäíûì ñòîëîì (ïðè h 6 0), ëèáî âåñü áèëëèàðäíûé ñòîë (ïðè h > 0). Ïðè hk >

0 ñôåðó ðàäèóñà
√

2h/k áóäåì íàçûâàòü ãðàíè÷íîé ñôåðîé. Äåéñòâèòåëüíî, ýòà ñôåðà âõîäèò â ñîñòàâ
ãðàíèöû îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ, ïðè ýòîì âåêòîðû èç Qh â òî÷êàõ ãðàíè÷íîé ñôåðû � íóëåâûå.

Îïðåäåëåíèå 1. Çíà÷åíèå (óðîâåíü) ýíåðãèè h áóäåì íàçûâàòü áèôóðêàöèîííûì, åñëè ëèáî h = 0,
ëèáî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðàíè÷íàÿ ñôåðà êàñàåòñÿ ýëëèïñîèäà E. Èíà÷å óðîâåíü ýíåðãèè íàçîâåì íåáè-
ôóðêàöèîííûì.
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Çàìåòèì, ÷òî ãðàíè÷íàÿ ñôåðà êàñàåòñÿ ýëëèïñîèäà E â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà îäíà èç åãî
ïîëóîñåé ñîâïàäàåò ñ ðàäèóñîì ãðàíè÷íîãî øàðà. Òàêèì îáðàçîì, îñîáûìè óðîâíÿìè ýíåðãèè ÿâëÿþòñÿ:
h = 0, h = ka/2, h = kb/2 è h = kc/2.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ìû ðàññìîòðèì çàäà÷ó áåç îòðàæåíèÿ, òî dH|(x,ẋ)=(x0,ẋ0)
= 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà x0 = 0 è ẋ0 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, â çàäà÷å áåç îòðàæåíèÿ òîëüêî h = 0 ÿâëÿåòñÿ îñîáûì óðîâíåì
ýíåðãèè. Â çàäà÷å ñ îòðàæåíèåì, ïîìèìî h = 0, ìû îáúÿâèëè áèôóðêàöèîííûìè (îñîáûìè) óðîâíè h =
ka/2, kb/2, kc/2, ïîòîìó ÷òî âèä îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ ðàçëè÷àåòñÿ äëÿ çíà÷åíèé ýíåðãèè èç
ëåâîé è ïðàâîé îêðåñòíîñòè òàêèõ çíà÷åíèé.

Îêàçûâàåòñÿ, åñëè h � íåáèôóðêàöèîííûé óðîâåíü ýíåðãèè, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó èçîýíåðãåòè÷å-
ñêàÿ ïîâåðõíîñòü ãîìåîìîðôíà ëèáî íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ ñôåð S5, ëèáî S1 × S4, ëèáî S2 × S3. Ìû
äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà. Ïóñòü h � íåáèôóðêàöèîííîå çíà÷åíèå ýíåðãèè H, òîãäà:

1. åñëè k > 0, òî èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü Qh ãîìåîìîðôíà ñôåðå S5,

2. åñëè k < 0, òî èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü Qh ãîìåîìîðôíà

• íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ äâóõ ïÿòèìåðíûõ ñôåð S5 ïðè h ∈
(ka

2
,
kb

2

)
;

• ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ îêðóæíîñòè è ÷åòûðåõìåðíîé ñôåðû S1 × S4 ïðè h ∈
(kb

2
,
kc

2

)
;

• ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ äâóìåðíîé è òðåõìåðíîé ñôåð S2 × S3 ïðè h ∈
(kc

2
, 0
)
;

• ïÿòèìåðíîé ñôåðe S5 ïðè h ∈ (0,+∞).

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè a = b = c, òî â ñëó÷àå k > 0 èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü Qh íåîñîáîãî óðîâíÿ

ýíåðãèè ãîìåîìîðôíà ñôåðå S5, ïðè k < 0 è h ∈
(
ka/2, 0

)
� ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ñôåð S2 × S3. Â

ñëó÷àå k < 0 è h > 0 � ñôåðå S5.
Äîêàçàòåëüñòâó ýòîé òåîðåìû ïîñâÿùåí ÷åòâ¼ðòûé ïóíêò.
Â ñôîðìóëèðîâàííîé è äîêàçàííîé íèæå îñíîâíîé òåîðåìå ìû íå èñïîëüçóåì ÿâíî èíòåãðèðóåìîñòü

áèëëèàðäà. Êëàññ ãîìåîìîðôíîñòè Q5 ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ êëàññîì ãîìåîìîðôíîñòè îáëàñòè âîç-
ìîæíîãî äâèæåíèÿ, ò.å. ïðîåêöèè èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè Q5

h íà ñòîë � íà êîíôèãóðàöèîííîå
ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû. Òàêîé ýôôåêò óæå âñòðå÷àëñÿ ðàíåå:

• Åñëè ñòîë ïëîñêîãî êîìïàêòíîãî áèëëèàðäà ãîìåîìîðôåí äèñêó, òî Q3
h áèëëèàðäà ãîìåîìîðôíà

ñôåðå S3 äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê íåãëàäêîñòè ãðàíèöû, ñì. [28].

• Äëÿ òðåõìåðíûõ áèëëèàðäîâ áåç ïîòåíöèàëà (â ñëó÷àå k = 0 è h > 0 ìîæíî) êëàññ ãîìåîìîðôíî-
ñòè Q5

h îïðåäåëÿëñÿ òîëüêî êëàññîì ãîìåîìîðôíîñòè ñòîëà (ñîâïàäàþùåãî ñ îáëàñòüþ âîçìîæíîãî
äâèæåíèÿ) è íå çàâèñèò îò âûáîðà h > 0, ñì. [21].

Âîîáùå, âîïðîñ î êëàññå ãîìåîìîðôíîñòè Qh â áèëëèàðäàõ íåòðèâèàëåí. Íàïðèìåð, äëÿ ñèñòåì íà
áèëëèàðäíûõ êíèæêàõ � êóñî÷íî-ïëîñêèõ êëåòî÷íûõ êîìïëåêñàõ ñ ïåðåñòàíîâêàìè [14], ôàêò òîãî, ÷òî
Q3
h ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì, ïîêàçàí â [29].

Èç òåîðåìû è íåñëîæíîé ïðîâåðêè ñëåäóåò, ÷òî áèëëèàðä ñ ïðèòÿãèâàþùèì ïîòåíöèàëîì Ãóêà âíóòðè
ýëëèïñîèäà èìååò íåêðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ H = hi, ÿâëÿþùèåñÿ áèôóðêàöèîííûìè. Ïî ðàçíûå ñòîðîíû
îò íèõ êëàññ ãîìåîìîðôíîñòè Q5 ðàçëè÷àåòñÿ. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ ìåíÿåòñÿ êëàññ ãîìåî-
ìîðôíîñòè îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ, ò.å. ïðîåêöèè èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè Q5

h íà ñòîë
(êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî).

Íàïîìíèì, ÷òî ñõîæàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî â áîëåå ïðîñòîé ñèñòåìå. Êëàññ ãîìåîìîðôíîñòè Q3
h

ñèñòåìû áèëëèàðäà âíóòðè ýëëèïñà
x2

a
+
y2

b
= 1 c ïîòåíöèàëîì Ãóêà

k

2
(x2 + y2) íå çàâèñèò îò âûáîðà

h > 0 â ñëó÷àå ïðèòÿãèâàþùåãî ïîòåíöèàëà, ò.å. åñëè k > 0. Â òî æå âðåìÿ, â ñëó÷àå k < 0 ýòîò êëàññ
ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ýíåðãèè ÷åðåç êàæäîå èç òðåõ çíà÷åíèé: ka/2 < kb/2 < 0.

Äàííûé ôàêò èìååò ñëåäóþùåå îáúÿñíåíèå. Ïðè ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå (ïóòåì óñòðåìëåíèÿ ìàëîé
ïîëóîñè ê íóëþ) îò ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà íà ýëëèïñîèäå ê áèëëèàðäó ìû �òåðÿåì� ïîëîâèíó ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà, ñîîòâåòñòâîâàâøóþ âåðõíåé èëè íèæíåé ïîëîâèíå ýëëèïñîèäà. Äî ïåðåõîäà ê ïðåäåëó êëàññ

3 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, �1
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ãîìåîìîðôíîñòè îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ äëÿ ñèñòåìû ïîòîêà íà ýëëèïñîèäå
x2

a
+
y2

b
+
z2

c
= 1, ãäå

0 < c < b < a, â ïîëå ïðèòÿãèâàþùåãî ïîòåíöèàëà Ãóêà
k

2
(x2 + y2 + z2) ìåíÿåòñÿ ïðè äîñòèæåíèè h =

kb

2
.

Ïðè ýòîì äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, ëåæàùèå íà âåðõíåé è íèæíåé ïîëîâèíàõ ýëëèïñîèäà, ïåðåñåêàþòñÿ
ïî äâóì òî÷êàì � êîíöàì ñðåäíåé ïîëóîñè. Ïîñëå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ: óêàçàííàÿ
îáëàñòü äëÿ ïëîñêîãî áèëëèàðäà ãîìåîìîðôíà äèñêó ïðè êàæäîì h > 0. Áèëëèàðä ñ îòòàëêèâàþùèì
ïîòåíöèàëîì îòëè÷àåòñÿ: â íåì ïðè h = kb/2 è h = ka/2 òèï ýòîé îáëàñòè ìåíÿåòñÿ.

Èíûìè ñëîâàìè, äâóìåðíûé è òðåõìåðíûé áèëëèàðäû âåäóò ñåáÿ ñõîæèì îáðàçîì: â ñëó÷àå k > 0 òèï
Qh íå çàâèñèò îò h > 0, à â ñëó÷àå k < 0 êëàññ ãîìåîìîðôíîñòè îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ ìåíÿåòñÿ.
Áèôóðêàöèîííûìè çíà÷åíèÿìè òð¼õìåðíîãî áèëëèàðäà îêàçûâàþòñÿ h = 0, ka/2, kb/2, kc/2. Îòìåòèì
òàêæå, ÷òî óêàçàííûì çíà÷åíèÿì ýíåðãèè ïîòîêà íà ýëëèïñîèäå ñîîòâåòñòâóþò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ �
òî÷êè, ãäå dH = 0.

3. Èíòåãðèðóåìîñòü áèëëèàðäà âíóòðè n-îñíîãî ýëëèïñîèäà. K. ßêîáè â ðàáîòå [30] óêàçàë
n − 1 ïåðâûé èíòåãðàë ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà íà ïîâåðõíîñòè n − 1-ìåðíîãî ýëëèïñîèäà. À èìåííî, îí
äîêàçàë, ÷òî êàñàòåëüíûå, ïðîâåäåííûå ê êàæäîé òî÷êå ãåîäåçè÷åñêîé íà ýëëèïñîèäå, êàñàþòñÿ n − 2
êâàäðèê, ñîôîêóñíûõ ñ äàííûì ýëëèïñîèäîì. Èíòåãðàëàìè ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðû ýòèõ êâàäðèê è ýíåðãèÿ
÷àñòèöû. Îíè ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìû [31] è íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîé ñêîáêè
Ïóàññîíà, ÷òî íåñëîæíî ïðîâåðèòü. Èíûìè ñëîâàìè, äàííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ âïîëíå èíòåãðèðóåìîé ïî
Ëèóâèëëþ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé ñ n− 1 ñòåïåíüþ ñâîáîäû ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ èç [5].

Â òîé æå ðàáîòå [30] ßêîáè ïðîèíòåãðèðîâàë è áîëåå îáùóþ çàäà÷ó, êîãäà äâèæåíèå ïî ýëëèïñîèäó
ïðîèñõîäèò ïîä äåéñòâèåì öåíòðàëüíîé óïðóãîé ñèëû, öåíòð êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ýëëèïñîèäà.

Ðàññìîòðèì ýòó çàäà÷ó äëÿ n-ìåðíîãî ýëëèïñîèäà â n+ 1-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå è âûïîëíèì ïåðåõîä
îò íåå ê áèëüÿðäó. Óñòðåìèâ ìåíüøóþ ïîëóîñü ê íóëþ, ïîëó÷èì áèëëèàðä âíóòðè n − 1-ìåðíîãî ýëëèï-
ñîèäà â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Èíòåãðèðóåìîñòü ýòîé êóñî÷íî-ãëàäêîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñëåäóåò
èç ðåçóëüòàòà ßêîáè [30].

Ñëåäóÿ ìåòîäó Â.Â. Êîçëîâà, óêàæåì ÿâíûé âèä åå èíòåãðàëîâ. Ñíà÷àëà ìû ïðèâåäåì ïåðâûå èíòå-
ðàëû Ik çàäà÷è áåç ïîòåíöèàëà, òî åñòü ïðè k = 0, à çàòåì âû÷èñëèì ïåðâûå èíòåãðàëû Fk íàøåé çàäà÷è,
ñ÷èòàÿ, ÷òî Fk = Ik + fk, ãäå ôóíêöèè fk çàâèñÿò òîëüêî îò ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ.

Ðàññìîòðèì áèëüÿðä ñ ïîòåíöèàëîì Ãóêà âíóòðè ýëëèïñîèäà, çàäàííîãî óðàâíåíèåì

x21
a1

+ · · ·+
x2n+1

an+1
= 1, a1 > a2 > · · · > an+1 > 0.

Ïóñòü ñíà÷àëà k = 0. Â ýòîì ñëó÷àå íàéäóòñÿ n − 1 ñîôîêóñíûõ ñ ýëëèïñîèäîì êâàäðèê, êîòîðûõ
îäíîâðåìåííî êàñàþòñÿ âñå ïðÿìûå, ñîäåðæàùèå çâåíüÿ ïðîèçâîëüíîé âûáðàííîé òðàåêòîðèè áèëüÿðäíîãî
øàðà. Ïðèâåäåì íåÿâíîå âûðàæåíèå ïàðàìåòðîâ ýòèõ êâàäðèê ÷åðåç êîîðäèíàòû òî÷åê è íàïðàâëÿþùèõ

âåêòîðîâ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïàðàìåòð λ ó ýëëèïñîèäà
x21
a1

+ · · · +
x2n
an

= 1 ðàâåí íóëþ. Ðàññìîòðèì

ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó P = (x1, x2, . . . , xn) â íàïðàâëåíèè âåêòîðà v = (ẋ1, ẋ2, . . . , ẋn). Ýòà
ïðÿìàÿ êàñàåòñÿ ñîôîêóñíîé ñ ýëëèïñîèäîì êâàäðèêè ïàðàìåòðà λ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà
äèñêðèìèíàíò êâàäðàòíîãî îòíîñèòåëüíî τ óðàâíåíèÿ

(x1 + τ ẋ1)
2

a1 − λ
+

(x2 + τ ẋ2)
2

a2 − λ
+ · · ·+ (xn + τ ẋn)2

an − λ
= 1

ðàâåí íóëþ. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî:

n∑
i=1

ẋ2i
ai − λ

−
∑
i<j

(xiẋj − xj ẋi)2

(a− λi)(a− λj)
= 0.

Ïóñòü Kij = xiẋj − xj ẋi. Ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå, äîìíîæèâ åãî íà (a1 − λ) . . . (an − λ).

n∑
i=1

ẋ2i
∏
j 6=i

(aj − λ)−
∑
i<j

K2
ij

∏
k 6=i,j

(ak − λ) = 0

Çàìåòèì, ÷òî âñå êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ âåùåñòâåííûå è ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè. Òàêæå
çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðîïîðöèîíàëåí ýíåðãèè, òî åñòü ÿâëÿ-
åòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Âèåòà êîýôôèöèåíòû ïðè âñåõ ñòåïåíÿõ ìíîãî÷ëåíà
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ñëåâà ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè. Ïîñêîëüêó ïî òåîðåìå Àáåëÿ óðàâíåíèå ñòåïåíè 5 è âûøå, âîîá-
ùå ãîâîðÿ, íå ðàçðåøèìî â ðàäèêàëàõ, òî âìåñòî ïàðàìåòðîâ êâàäðèê è ýíåðãèè ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå
ïåðâûõ èíòåãðàëîâ êîýôôèöèåíòû ïðè âñåõ ñòåïåíÿõ ýòîãî ìíîãî÷ëåíà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç σijk ýëåìåíòàðíûé ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k îò ïåðåìåííûõ a1, . . . , ai−1,

ai+1, . . . , aj−1, aj+1, . . . , an, à ÷åðåç ρ
i
k � ýëåìåíòàðíûé ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k îò ïåðåìåí-

íûõ a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an. Ïîëîæèì σij0 = ρij0 = 1, à σij−1 = 0. Âûïèøåì êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà
âûøå ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû.

Ik =
1

2

n∑
i=1

ρikẋ
2
i −

1

2

∑
i<j

σijk−1K
2
ij , ãäå k = 0, . . . , n− 1

Çàìåòèì, ÷òî I0 = H.
Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòè ïåðâûå èíòåãðàëû ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìû è ïîïàðíî êîììóòèðóþò

îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîé ñêîáêè Ïóàññîíà.
Òåïåðü ïðèâåäåì äîïîëíèòåëüíûå ïåðâûå èíòåãðàëû Fi, i = 1, . . . , n−1 ïðè k 6= 0. Ìû áóäåì èñêàòü èõ

â âèäå Fi = Ii+fi(x, y, z), ãäå fi � íåèçâåñòíàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ïðîñòðàíñòâåííûõ
ïåðåìåííûõ. Ïóñòü ìû íàøëè fi òàêóþ, ÷òî Fi ïåðâûé èíòåãðàë çàäà÷è áåç îòðàæåíèÿ. Ïîñêîëüêó fi
çàâèñèò òîëüêî îò ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, Ii � ïåðâûå èíòåãðàëû çàäà÷è ñ îòðàæåíèåì, à ïðè
îòðàæåíèè ìåíÿåòñÿ òîëüêî íàïðàâëåíèå âåêòîðà ñêîðîñòè, òî Fi áóäåò ïåðâûì èíòåãðàëîì çàäà÷è ñ
îòðàæåíèåì. Ñëåäîâàòåëüíî, fi ìîæíî èñêàòü, ðàññìàòðèâàÿ Fi â êà÷åñòâå ïåðâîãî èíòåðàëà çàäà÷è áåç
îòðàæåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî Kij � ïåðâûå èíòåãðàëû çàäà÷è áåç îòðàæåíèÿ. Ïîýòîìó:

0 = Ḟj =
n∑
i=1

(ẋiẍiρ
i
j + ∂xifj ẋi) =

n∑
i=1

(−kẋixiρij + ∂xifj ẋi) =
n∑
i=1

ẋi(−kxiρij + ∂xifj)

Â ýòîì óðàâíåíèè âñå ïåðåìåííûå ðàçäåëÿþòñÿ, è ìû ëåãêî ïîëó÷àåì ÷àñòíîå ðåøåíèå fj =
k

2

n∑
i=1

ρijx
2
i .

Îáîçíà÷èâ ýíåðãèþ ÷åðåç F0, ïîëó÷àåì ñèñòåìó ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ

Fl =
1

2

n∑
i=1

ρilẋ
2
i −

1

2

∑
i<j

σijl−1K
2
ij +

k

2

n∑
i=1

ρilx
2
i , ãäå l = 0, . . . , n− 1

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íàéäåííûå ïåðâûå èíòåãðàëû F0, . . . , Fn−1 ïîïàðíî êîììóòèðóþò îòíîñèòåëüíî
ñòàíäàðòíîé ñêîáêè Ïóàññîíà.

4. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû. Äîêàæåì íåñêîëüêî ëåìì, èç êîòîðûõ áóäåò ñëåäîâàòü
óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ëåììà 1. Ïóñòü k > 0 è h � íåáèôóðêàöèîííûé óðîâåíü ýíåðãèè, òîãäà èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõ-
íîñòü Qh ãîìåîìîðôíà ñôåðå S5.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü h çàôèêñèðîâàíî. Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, îáëàñòü âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ
åñòü ïåðåñå÷åíèå áèëëèàðäíîãî ñòîëà è øàðà, îãðàíè÷åííîãî ãðàíè÷íîé ñôåðîé. Ðàññìîòðèì ñôåðó ðà-
äèóñà R < min{1,

√
c,
√

2h/k}. Îíà ðàçáèâàåò îáëàñòü âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ íà äâå êîìïîíåíòû, îäíà èç
êîòîðûõ ãîìåîìîðôíà çàìêíóòîìó äèñêó D3, à äðóãàÿ � ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ñôåðû S2 è îòðåçêà.
Èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü Qh â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ðàçáèâàåòñÿ íà äâå êîìïîíåíòû Qh,1, Qh,2. Áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî Qh,1 ñîîòâåòñòâóåò êîìïîíåíòå îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ, ãîìåîìîðôíîé øàðó. Ìû
îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ϕ : Qh → S5 îòäåëüíî íà êàæäîé èç êîìïîíåíò Qh,1, Qh,2, à äàëåå ïîêàæåì, ÷òî
îíî ñîãëàñîâàíî â òî÷êàõ ñêëåéêè Qh,1 è Qh,2 è ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîôèçìîì. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñôåðà
S5 ñòàíäàðòíî âëîæåíà â R6.

Ïóñòü e ∈ R3(x, y, z) � åäèíè÷íûé âåêòîð. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî α ∈ [0, R] ïàðû (αe, v) ∈
Qh,1 îáðàçóþò ñôåðó S2, ïðè ýòîì êâàäðàòû äëèí âñåõ òàêèõ âåêòîðîâ v ðàâíû 2h − kα2. Ïîëîæèì

ϕ(αe, v) =
(
αe,

√
1− α2

2h− kα2
v
)
. Çàìåòèì, ÷òî ‖ϕ(αe, v)‖ = 1. Òàêèì îáðàçîì, ìû îïðåäåëèëè îòîáðàæåíèå

ϕ íà Qh,1. Îòìåòèì, ÷òî ïîñòðîåíííîå îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî íà Qh,1 è èíúåêòèâíî.
Òåïåðü ïðîäîëæèì ϕ íà Qh,2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî åäèíè÷íîãî âåêòîðà e îïðåäåëèì ÷èñëî g(e) >

0 òàêîå, ÷òî ëó÷ Oe ïåðåñåêàåò ýëëèïñîèä E â òî÷êå g(e)e. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ëèíåéíûé îïåðàòîð

A(x, y, z) = (x/a, y/b, z/c) è ñîîòâåòñòâóþùóþ åìó âåêòîðíóþ íîðìó ‖e‖A =
√
〈Ae, e〉. Ëó÷ Oe ïåðåñåêàåò

4 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, �1
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ýëëèïñîèä E â òî÷êå g(e)e òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 1 = 〈Ag(e)e, g(e)e〉 = g2(e)‖e‖2A, òî åñòü g(e) =
1/‖e‖A.

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: ëó÷ Oe ïåðåñåêàåò ãðàíèöó îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ ëèáî â òî÷êå ýë-
ëèïñîèäà E , òî åñòü 2h− k/‖e‖2A > 0, ëèáî â òî÷êå ãðàíè÷íîé ñôåðû, òî åñòü 2h− k/‖e‖2A 6 0. Äëÿ îáîèõ
ñëó÷àåâ ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëüíûé ãîìåîìîðôèçì fe, êîòîðûé ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé òî÷êå îãðàíè÷åíèÿ
ìíîæåñòâà Qh,2 íà ëó÷ Oe òî÷êó òð¼õìåðíîãî äèñêà D

3.

Ïóñòü ñíà÷àëà 2h − k/‖e‖2A 6 0. Â òàêîì ñëó÷àå ïàðàìåòð α èçìåíÿåòñÿ íà îòðåçêå [R,
√

2h/k]. Ñî-

ïîñòàâèì òî÷êå (αe, v) ∈ Qh,2 òî÷êó fe(α, v) =
1√

2h− kR2
v ∈ D3. Çàìåòèì, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ïðè

ôèêñèðîâàííîì α 6= 2h

k
ïåðåâîäèò ñôåðó íàïðàâëåíèé â òî÷êå αe â ñôåðó ðàäèóñà

√
2h− kα2

2h− kR2
â R3. Ïðè

ýòîì fe áèåêòèâíî è, î÷åâèäíî, íåïðåðûâíî â îáå ñòîðîíû. Ñëåäîâàòåëüíî, fe � ãîìåîìîðôèçì.
Ïóñòü òåïåðü 2h − k/‖e‖2A > 0, òî åñòü ëó÷ Oe ïåðåñåêàåò ãðàíèöó îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ

â òî÷êå ýëëèïñîèäà E . Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðàìåòð α èçìåíÿåòñÿ íà îòðåçêå [R, 1/‖e‖A]. Îòìåòèì, ÷òî ïðè

α ∈ [R, 1/‖e‖A) â òî÷êå αe âîçíèêàåò ñôåðà íàïðàâëåíèé ðàäèóñà
√

2h− kα2, à ïðè α = 1/‖e‖A � ïîëóñôå-

ðà íàïðàâëåíèé ðàäèóñà
√

2h− k/‖e‖2A. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ fe íàì ïîíàäîáÿòñÿ âûðîæäåííûå

ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî êâàäðèê, çàäàííîå óðàâíåíèåì

x2

p− µ
+

y2

p− µ
+

z2

q − µ
= 1,

ãäå p > q > 0. Äîáàâèì ê ýòîìó ñåìåéñòâó âñå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç îñü Oz. Ïîëó÷åííîå ìíîæå-
ñòâî íàçîâ¼ì âûðîæäåííûì ñåìåéñòâîì ñîôîêóñíûõ êâàäðèê. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó,
ëåæàùóþ âíóòðè êîîðäèíàòíîãî îêòàíòà, ïðîõîäèò ðîâíî òðè êâàäðèêè ýòîãî ñåìåéñòâà, ïðè÷¼ì îäíà èç
íèõ � ýëëèïñîèä, äðóãàÿ � îäíîïîëîñòíûé ãèïåðîáîëîèä, à òðåòüÿ � ïëîñêîñòü. Ýòî ñåìåéñòâî êâàäðèê
ïîðîæäàåò âûðîæäåííûå ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû (µ1, µ2, ψ), ãäå µ1 � ïàðàìåòð ýëëèïcîèäà äàííî-
ãî ñåìåéñòâà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç äàííóþ òî÷êó, µ2 � ïàðàìåòð îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà, ψ � óãîë
ìåæäó ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äàííóþ òî÷êó è îñü Oz, è îñüþ Ox. Íà ðèñóíêå [1] ïðîèëëþñòðèðî-
âàíû êâàäðèêè èç âûðîæäåííîãî ñåìåéñòâà ñîôîêóñíûõ, à òàêæå ñåòêà ñîîòâåòñòâóþùèõ âûðîæäåííûõ
ýëëèïòè÷åñêèõ êîðäèíàò. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè ïàðàìåòð µ óñòðåìèòü ê q ñëåâà, òî ýëëèïñîèäû ñ
ïàðàìåòðîì µ ñîæìóòñÿ â êðóã ðàäèóñà

√
p− q, ëåæàùåé â ïëîñêîñòè Oxy.

Âåðí¼ìñÿ ê ïîñòðîåíèþ îòîáðàæåíèÿ fe. Ïîëîæèì p(e) = 2h−kR2, q(e) = −kR2+k/‖e‖2A. Ðàññìîòðèì
íîâóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò O′x′y′z′, òàêóþ, ÷òî O′ = e/‖e‖A, òî åñòü O′ � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
îñè Oe è ýëëèïñîèäà E , à îñü O′z′ ñîíàïðàâëåíà ñ e. Â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ðàññìîòðèì âûðîæäåííîå
ñåìåéñòâî ñîôîêóñíûõ êâàäðèê, çàäàííûõ óðàâíåíèåì:

x′2

p(e)− µ
+

y′2

p(e)− µ
+

z′2

q(e)− µ
= 1

Ðàñòÿíåì ñíà÷àëà ýòî ñåìåéñòâî êâàäðèê ïî îñè O′z′ òàê, ÷òî ýëëèïñîèä ñ ïàðàìåòðîì µ = 0 ñòàë
áû ñôåðîé, òî åñòü ðàñòÿíåì â

√
q(e)/p(e) ðàç. À çàòåì ñîæì¼ì ýòî ñåìåéñòâî â

√
2h− kR2 ðàç ïî âñ¼ì

îñÿì. Ñ÷èòàåì, ÷òî ïðè ýòèõ òðàíñôîðìàöèÿõ âûðîæäåííûå ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû áûëè �âìîðîæå-
íû� â ýòî ñåìåéñòâî êâàäðèê. Òåïåðü ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå fe. Ïóñòü α ∈ [R, 1/‖e‖A] è (αe, v) ∈ Qh,2.
Ïåðåïèøåì v â êîîðäèíàòàõ (x′, y,′ z′). Êàê óæå îòìå÷àëîñü ðàíåå, ‖v‖2 = 2h− kα2. Íîðìèðóåì ýòîò âåê-
òîð. Ïóñòü (0, µ2, ψ) � âûðîæäåííûå ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû êîíöà ïîëó÷åííîãî âåêòîðà. Ðàññìîòðèì
ñäâèã ýòîé òî÷êè âäîëü êîîðäèíàòíîé ëèíèè ïåðâîé êîîðäèíàòû â òî÷êó c âûðîæäåííûìè ýëëèïòè÷åñêè-
ìè êîîðäèíàòàìè (−kR2+kα2, µ2, ψ). Ñ÷èòàåì, ÷òî ñäâèã ïðîèñõîäèò ñ óâåëè÷åíèåì ïåðâîé ýëëèïòè÷åñêîé
êîîðäèíàòû. Êîîðäèíàòû ïîëó÷åííîé òî÷êè â ñèñòåìå êîîðäèíàò O′xyz îáîçíà÷èì êàê fe(α, v). Çàìåòèì,
÷òî ñôåðà íàïðàâëåíèé â òî÷êå αe ïðè α ∈ [R, 1/‖e‖A) ãîìåîìîðôíî îòîáðàæàåòñÿ íà ýëëèïñîèä ñ ïàðà-
ìåòðîì µ = −kR2 +kα2, à ïîëóñôåðà íàïðàâëåíèé â òî÷êå e/‖e‖A � â êðóã ñ ïàðàìåòðîì µ = q(e). Òàêèì
îáðàçîì, îòîáðàæåíèå fe áèåêòèâíî îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî Qh,2, îãðàíè÷åííîå íà ëó÷ Oe, íà çàìêíóòûé
äèñê D3, ïðè ýòîì îíî ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì â îáå ñòîðîíû, òî åñòü fe � ãîìåîìîðôèçì.

Òåïåðü äîîïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ϕ íà Qh,2. Ðàññìîòðèì ñòåðåîãðàôè÷åñêóþ ïðîåêöèþ π ñôåðû
S3, ñòàíäàðòíî âëîæåííîé â R4(x, y, z, w), èç òî÷êè ñ (0; 0; 0;−1) íà ãèïåðïëîñêîñòü R3(x, y, z). Ïóñòü

(αe, v) ∈ Q2,h, ðàññìîòðèì òî÷êó fe(α, v) ∈ R3(x, y, z). Ñîæì¼ì âñå êîîðäèíàòû ýòîé òî÷êè â

√
1 +R

1−R
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Ðèñ. 1: Êâàäðèêè èç âûðîæäåííîãî ñåìåéñòâà ñîôîêóñíûõ êâàäðèê. ×åðíûì âûäåëåíà ñåòêà âûðîæäåííûõ
ýëëïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò

ðàç è ðàññìîòðèì ïðîîáðàç P ñòðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè ýòîé òî÷êè íà ñôåðå S3 ⊂ R4(x, y, z, w). Òîãäà
ïîëîæèì ϕ(αe, v) = (w(P )e, x(P ), y(P ), z(P )).

Çàìåòèì, ÷òî ïîñòðîåííîå íàìè îòîáðàæåíèå ϕ êîððåêòíî îïðåäåëåíî â òî÷êàõ ñêëåéêè Qh,1 è Qh,2.

Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ fe(R, v) =
v√

2h− kR2
. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ ϕ íà ìíîæå-

ñòâå Qh,2 èìååì ϕ(Re, v) =
(
Re,

√
1−R2

2h− kR2
v
)
, ÷òî ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì ϕ(Re, v) ïî îïðåäåëåíèþ ϕ

íà ìíîæåñòâå Qh,1. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ îòîáðàæåíèå ϕ èíúåêòèâíî. Ïðîâåðèì, ÷òî îíî
ñþðúåêòèâíî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü (v1, v2) ∈ S5, ãäå v1, v2 ∈ R3. Åñëè ‖v1‖ 6 R, òî ðàññìîòðèì α = ‖v1‖,

e = v1/‖v1‖ è v =

√
2h− kα2

1− α2
v2. Òîãäà (αe, v) ∈ Qh,1 è ïî ïîñòðîåíèþ ϕ(αe, v) = (v1, v2). Åñëè æå

‖v1‖ > R, òî ñþðúåêòèâíîñòü ñëåäóåò èç ñþðúåêòèâíîñòè ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè è ñþðúåêòèâíîñòè
îòîáðàæåíèé fe.

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕ íåïðåðûâíî. Ïî ïîñòðîåíèþ, íåïðåðûâíîñòü ìîæåò íàðóøàòü-
ñÿ òîëüêî â òî÷êàõ âèäà αe, ãäå e åäèíè÷íûé âåêòîð òàêîé, ÷òî Oe ïåðåñåêàåò ãðàíèöó îáëàñòè âîçìîæ-
íîãî äâèæåíèÿ â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ýëëèïñîèäà E è ãðàíè÷íîé ñôåðû, a α ∈ [R,

√
2h/k]. Óáåäèìñÿ, ÷òî

â ýòèõ òî÷êàõ îòîáðàæåíèå ϕ íåïðåðûâíî. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ {en}∞n=1
òàêóþ, ÷òî ëó÷è Oen ïåðåñåêàþò ãðàíèöó îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ ñòðîãî ïî ýëëèïñîèäó E , òî åñòü
2h− k/‖en‖2A > 0. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïðåäåë ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ðàâíûé âåêòîðó e, è ïóñòü ëó÷ Oe
ïåðåñåêàåò ãðàíèöó îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ýëëèïñîèäà E è ãðàíè÷íîé ñôå-
ðû, òî åñòü 2h − 1/‖e‖2A = 0. Çàìåòèì, ÷òî lim

n→∞
p(en) − q(en) = lim

n→∞
2h − k/‖en‖2A = 2h − 1/‖e‖2A = 0, à

p(en) = p(e) = 2h − kR2 äëÿ ëþáîãî n. Çíà÷èò, ïðè n → ∞ ýëëèïñîèäû âûðîæäåííîãî ñåìåéñòâà ñîôî-
êóñíûõ êâàäðèê òðàíñôîðìèðóþòñÿ â ñôåðû, îäíîïîëîñòíûå ãèïåðáîëîèäû � â êîíóñû, à âûðîæäåííûå
ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû � â ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû. Ïðè ýòîì, ýëëèïñîèä ñ ïàðàìåòðîì µ ñòàíåò
øàðîì ðàäèóñà

√
p(e)− µ. Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå fen ïåðåâîäèò ñôåðó íàïðàâëåíèé â òî÷êå αen â ýë-

ëèïñîèä ïàðàìåòðà µ = −kR2 + kα2, òî ïðè n→∞ ýòè ýëëèïñîèäû ïåðåéäóò â øàðû ðàäèóñà
√

2h− kα2.
Îäíàêî, ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî ìû ðàñòÿãèâàëè íàøè êâàäðèêè â

√
p(en)/q(en) ðàç ïî îñè O′nen è ñæèìàëè â√

2h− kR2 ðàç ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì, ïðåäåë ýëëèïñîèäîâ fen(α, v) ïðè ôèêñèðîâàííîì α ðàâåí ñôåðå

ðàäèóñà

√
2h− kα2

2h− kR2
, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ fe(αe, v) ïðè ôèêñèðîîâàííîì α. Çàìåòèì òàê-
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æå, ÷òî ïðè n → ∞ êðóãè ïàðàìåòðà µ = q(e) ñæèìàþòñÿ â òî÷êó, ïîñêîëüêó èõ ðàäèóñ
√
p(en)− q(en)

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå ϕ íåïðåðûâíîå.
Ïîñêîëüêó ϕ : Qh → S5 � íåïðåðûâíàÿ áèåêöèÿ, à Qh � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî, òî ϕ ÿâëÿåòñÿ

ãîìåîìîðôèçìîì. �
Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àé k > 0 íàìè ïîëíîñòüþ ðàçîáðàí. Ïåðåéä¼ì ê ñëó÷àþ k < 0.

Ëåììà 2. Ïóñòü k < 0 è h ∈
(kb

2
,
kc

2

)
, òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü

ãîìåîìîðôíà ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ñôåð S1 × S4.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îáëàñòü âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ ãîìåîìîðôíà ïîëíîòîðèþ è çà-

êëþ÷åíà ìåæäó ýëëèïñîèäîì E è ãðàíè÷íîé ñôåðîé, ðàäèóñ êîòîðîé áîëüøå
√
c, íî ìåíüøå

√
b. Ðàñ-

ñìîòðèì â R3 öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû (r, ψ, z). Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû ðàçîáú¼ì íà äâå ÷àñòè.
Ñíà÷àëà ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðîîáðàç ïîëóïëîñêîñòè ψ = const ïðè ïðîåêöèè π : Q5 → D, ïîñòðîåííîé â
ïåðâîì ïóíêå, ãîìåîìîðôåí ñôåðå S4, ïîñòðîèâ ãîìåîìîðôèçì ϕψ(x) : Qh,ψ → S4. À çàòåì ïîêàæåì, ÷òî
îòîáðàæåíèå Φ(x, v) : Qh → S1 × S4, êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé ïàðå (x, v) ïàðó (ψ,ϕψ(x, v)), ãäå ψ �
óãëîâàÿ öèëèíäðè÷åcêàÿ êîîðäèíàòà òî÷êè x, âçÿòàÿ ïî ìîäóëþ 2π, ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.

Ðàññìîòðèì ýëëèïc F âèäà
x2

a1
+
y2

a2
= 1, z = 0, ëåæàùèé ñòðîãî âíóòðè îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ.

Âûáåðåì ïîëîæèòåëüíîå ε < 1 òàêîå, ÷òî çàìûêàíèå ε-îêðåñòíîñòè ýòîãî ýëëèïñà ëåæàëî áû ñòðîãî âíóò-
ðè îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ. Â êàæäîé ïîëóïëîñêîñòè ψ = const ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü ðàäèóñà
ε ñ öåíòðîì â òî÷êå O, ëåæàùåé íà ýëëèïñå F . Òàêèå îêðóæíîñòè îáðàçóþò ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü, ãîìåî-
ìîðôíóþ òîðó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç K ′ îáëàñòü âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ øàðà áåç ïîëíîòîðèÿ, îãðàíè÷åííîãî
ýòîé ïîâåðõíîñòüþ.

Òåïåðü ðàññìîòðèì òîð âðàùåíèÿ â R3(x, y, z), çàäàííûé óðàâíåíèÿìè:
x = (R+ ρ cosχ) cos θ

y = (R+ ρ cosχ) sin θ

z = ρ sinχ

ãäå R > ρ > 0 � êîíñòàíòû, χ, θ ∈ [0, 2π]. Ïóñòü K � çàìêíóòàÿ îáëàñòü îãðàíè÷åííàÿ òîðàìè ñ R = 2 è
ρ = 1, ρ = ε. Ðàññìîòðèì ãîìåîìîðôèçì β : K → K ′ òàêîé, ÷òî:

1) äëÿ ëþáîãî ψ0 ∈ [0, 2π] îòîáðàæåíèå β ãîìåîìîðôíî îòîáðàæàåò K ∩ {ψ = ψ0} íà K ′ ∩ {ψ = ψ0} ;

2) ïðîîáðàç ãðàíè÷íîé ñôåðû ëåæèò íà òîðå ñ R = 2, ρ = 1;

3) äëÿ ëþáîãî ψ0 ∈ [0, 2π] è äëÿ ëþáîé òî÷êè P íà òîðå ñ R = 2 è ρ = ε, ëåæàùåé â ïîëóïëîñêîñòè

ψ = ψ0,
−−→
OP =

−−−−−→
O′β(P ), ãäå O′ � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ýëëèïñà F è ïîëóïëîñêîñòè ψ = ψ0, à O � òî÷êà

ïåðåñå÷åíèÿ òîðà c R = 2, ρ = 0(ýòî îêðóæíîñòü) è ïîëóïëîñêîñòè ψ = ψ0.

Ýòî îòîáðàæåíèå ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà ðèñóíêå [2].
Òåïåðü çàôèêñèðóåì ïîëóïëîñêîñòü ψ = ψ0. Îáîçíà÷èì ïðîîáðàç ïîëóïëîñêîñòè ψ = ψ0 ïðè îòîáðà-

æåíèè π : Q5 → D ÷åðåç Qh,ψ0 , à ïåðåñå÷åíèå ñòîëà D è ýòîé ïîëóïëîñêîñòè � ÷åðåç Dψ0 . Ïóñòü O
′ �

òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïîëóïëîñêîñòè è ýëëèïñà F . Ðàññìîòðèì â ïîëóïëîñêîñòè ψ = ψ0

îêðóæíîñòü ðàäèóñà ε. Îíà ðàçáèâàåò Dψ0 íà äâå êîìïîíåíòû Dψ0,1 è Dψ0,2. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Dψ0,1 �
÷àñòü Dψ0 , ëåæàùàÿ âíóòðè îêðóæíîñòè. Â òàêîì ñëó÷àå Qh,ψ0 òàêæå ðàçáèâàåòñÿ íà äâà êóñêà Qh,ψ0,1 è
Qh,ψ0,2. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êóñîê Qh,ψ0,1 ñîîòâåòñòâóåò êîìïîíåíòå Dψ0,1.

Ñíà÷àëà ïîñòðîèì ãîìåîìîðôèçì ϕ(ψ0, x) êîìïîíåíòû Qh,ψ0 è ñôåðû S4. Êàê è â ëåììå 1, ìû îïðå-
äåëèì ýòî îòîáðàæåíèå íà êàæäîì èç êóñêîâ Qh,ψ0,i, ïðîâåðèì êîððåêòíîñòü, áèåêòèâíîñòü è íåïðåðûâ-
íîñòü. Ïåðåéä¼ì â ñèñòåìó êîîðäèíàò O′rz. Ïóñòü e � ïðîèçâîëüíûé åäèíè÷íûé ðàäèóñ-âåêòîð â ýòîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî α ∈ [0, ε] è âåêòîðà v òàêîãî, ÷òî (αe, v) ∈ Qh,ψ0,1 ïîëî-

æèì ϕ(αe, v) =
(
αe,

√
1− α2

‖v‖
v
)
, ãäå êîîðäèíàòû v çàïèñàíû â îòíîðìèðîâàííîì áàçèñå er, eψ, ez. Òàêèì

îáðàçîì, ìû îïðåäåëèëè ϕ íà Qh,ψ0,1. Çàìåòèì, ÷òî íà ìíîæåñòâå Qh,ψ0,1 îòîáðàæåíèå ϕ íåïðåðûâíî è
èíúåêòèâíî.

Òåïåðü îïðåäåëèì ϕ íà ìíîæåñòâå Qh,ψ0,2. Äëÿ ëþáîãî åäèíè÷íîãî ðàäèóñ-âåêòîðà e íåîáõîäèìî
ïîñòðîèòü âñïîìîãàòåëüíîå îòîáðàæåíèå fe, êîòîðîå ãîìåîìîðôíî îòîáðàæàåò ïðîîáðàç êðèâîé β(αe),
α ∈ [ε; 1], ïðè ïðîåêöèè π íà çàìêíóòûé åäèíè÷íûé äèñê D3. Ïîñòðîåíèå òàêèõ îòîáðàæåíèé ïðîèñõîäèò
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Ðèñ. 2: Èëëþñòðàöèÿ îòîáðàæåíèÿ β. Òåìíî-ñåðûì ñïðàâà âàäåëåíû ó÷àñòêè ãðàíè÷íîé ñôåðû, à ñëåâà �
å¼ ïðîîáðàç. Ñíèçó ñëåâà âûäåëåíî ïåðåñå÷åíèå ôèãóðû K è ïîëóïëîñêîñòè ψ = ψ0, à ñíèçó ñïðàâà � åãî
îáðàç ïðè ãîìåîìîðôèçìå β.

ïî÷òè êàê â ëåììå 1, îäíàêî ñ íåñêîòîðûìè ðàçëè÷èÿìè. Ðàññìîòðèì îòðåçîê [εe; e] è ïðèìåíèì ê íåìó
ãîìåîìîðôèçì β. Äàëåå ìû ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: β(e) ëåæèò íà ãðàíè÷íîé ñôåðå, β(e) íå ëåæèò íà ãðà-

íè÷íîé ñôåðå. Äëÿ êðàòêîñòè ðàññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé. Ïîëîæèì fe(α, v) =

√
1− α2

(1− ε2)(2h− kβ2(αe))
v,

ãäå α ∈ [ε; 1]. Âî âòîðîì ñëó÷àå íàì îïÿòü ïîíàäîáèòñÿ ñèñòåìà âûðîæäåííûõ ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò.
Òåïåðü ðàññìîòðèì ñòåðåîãðàôè÷åñêóþ ïðîåêöèþ π ñôåðû S3, ñòàíäàðòíî âëîæåííîé â R4(x, y, z, w),

èç þæíîãî ïîëþñà íà ãèïåðïëîñêîñòü R3(x, y, z). Ïóñòü α ∈ [ε; 1], ðàññìîòðèì òî÷êó fe(α, v) ∈ R3(x, y, z).

Ñîæì¼ì âñå êîîðäèíàòû ýòîé òî÷êè â
√

(1 + ε)/(1− ε) ðàç è ðàññìîòðèì ïðîîáðàç P ñòåðåîãðàôè÷åñêîé
ïðîåêöèè ýòîé òî÷êè íà ñôåðå S3 ⊂ R4(x, y, z, w). Òîãäà ïîëîæèì ϕ(β(αe), v) = (w(P )e, x(P ), y(P ), z(P )).

Êîððåêòíîñòü, áèåêòèâíîñòü è íåïðåðûâíîñòü äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê â ëåììå 1. Ïîñêîëüêó Qh,ψ0 �
êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî, òî îòîáðàæåíèå ϕ ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì. Òåïåðü ðàññìîòðèì îòîáðàæå-
íèå Φ(x, v) = (ψ(x), ϕψ(x, v)), ãäå ψ(x) � óãëîâàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ êîîðäèíàòà òî÷êè x, âçÿòàÿ ïî ìîäóëþ
2π. Ýòî îòîáðàæåíèå, î÷åâèäíî, áèåêòèâíî. Çàìåòèì, ÷òî ϕ íåïðåðûâíî îòíîñèòåëüíî ψ, âçÿòîãî ïî ìî-
äóëþ 2π. Äåéñòâòåëüíî, îòîáðàæåíèÿ fe, êîòîðûå ìû èñïîëüçóåì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ϕ, íåïðåðûâíî çàâèñÿò

îò öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàò. Ôóíêöèÿ ϕ(αe, v) =
(
αe,

√
1− α2

‖v‖
v
)
òàêæå íåïðåðûâíî çàâèñèò îò öèëèä-

ðè÷åñêèõ êîîðäèíàò. Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå Φ � íåïðåðûâíàÿ áèåêöèÿ, à ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî Qh
ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì, òî Φ � ãîìåîìîðôèçì Qh è S

1 × S4. �

Ëåììà 3. Ïóñòü k < 0 è h ∈
(kc

2
, 0
)
, òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü

ãîìåîìîðôíà ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ñôåð S2 × S3.
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî îáëàñòü âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ îãðàíè÷åíà ýëëèïñîèäîì E è ãðà-

íè÷íîé ñôåðîé, ðàäèóñ êîòîðîé ìåíüøå
√
c. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàíè÷íàÿ ñôåðà ëåæèò âíóòðè ýëëèïñîèäà.

Ïóñòü
√

2h/k < R <
√
c. Ðàññìîòðèì ñôåðó ðàäèóñà R. Îíà ðàçáèâàåò îáëàñòü âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ íà

äâå êîìïîíåíòû. Èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü òîæå ðàçáèâàåòñÿ íà äâà êóñêà Qh,1 è Qh,2. Áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî Qh,1 ñîîòâåòñòâóåò êîìïîíåíòå îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ, îãðàíè÷åííîé ãðàíè÷íîé ñôåðîé
è ñôåðîé ðàäèóñà R. Êàê è â ëåììå 1, ìû ïîñòðîèì ãîìåîìîðôèçì ϕ : Q5

h → S2×S3 îòäåëüíî íà êàæäîé
èç êîìïîíåíò Qh,1 è Qh,2, à äàëåå ïîêàæåì, ÷òî îíî ñîãëàñîâàíî â òî÷êàõ ñêëåéêè Qh,1 è Qh,2 è ÿâëÿåòñÿ
ãîìåîìîôèçìîì. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî S2 è S3 ñòàíäàðòíî âëîæåíû â R3 è R4 ñîîòâåòñòâåííî.

Ñíà÷àëà îïðåäåëèì ϕ íà Qh,1. Ïóñòü e � åäèíè÷íûé âåêòîð è α ∈ [
√

2h/k,R]. Ðàññìîòðèì âåêòîð

v ∈ TαeR3 òàêîé, ÷òî (αe, v) ∈ Q5
h. Ïîëîæèì ϕ(αe, v) =

(
e,
( α

2h− kR2
v,

√
k(α2 −R2)

2h− kR2

))
, ãäå ïåðâàÿ êîîð-

äèíàòà ñîîòâåòñòâóåò ñôåðå S2, ñòàíäàðòíî âëîæåííîé â R3(x, y, z), à îñòàâøàÿñÿ ïàðà êîîðäèíàò � ñôåðå
S3, ñòàíäàðòíî âëîæåííîé â R4(x, y, z, w), ïðè÷¼ì ïåðâàÿ êîîðäèíàòà ïàðû � òðîéêà (x, y, z), à âòîðàÿ �
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w. Îòìåòèì, ÷òî ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî è èíúåêòèâíî íà Qh,1.
Òåïåðü äîîïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ϕ íà Qh,2. Äëÿ ýòîãî ìû âîñïîëüçóåìñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè îòîáðà-

æåíèÿìè fe(α), ïîñòðîåííûìè â ëåììå 1. Ðàññìîòðèì ñòåðåîãðàôè÷åñêóþ ïðîåêöèþ π ñôåðû S3, ñòàí-
äàðòíî âëîæåííîé â R4(x, y, z, w), èç òî÷êè ñ (0; 0; 0; 1) íà ãèïåðïëîñêîñòü R3(x, y, z). Ïóñòü òî÷êà P �
ïðîîáðàç òî÷êè fe(α) ïðè îòîáðàæåíèè π. Òoãäà ïîëîæèì ϕ(αe, v) = (e, P ). Çàìåòèì, ÷òî ïîñòðîåííîå
îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî è èíúåêòèâíî íà Qh,2.

Ïîêàæåì, ÷òî ϕ êîððåêòíî îïðåäåëåíî â òî÷êàõ ñêëåéêè Qh,1 è Qh,2. Ñîãëàñíî îïðåäåëíèþ ϕ, íà

ìíîæåñòâå Qh,2 ϕ(Re, v) = (e, P (v)). Îäíàêî fe(R) ∈ S3, ïîýòîìó P (v) = (fe(R), 0) = (
v√

2h− kR2
, 0).

Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ(Re, v) =
(
Re,

( v√
2h− kR2

, 0
))

, ÷òî ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì ϕ íà ìíîæåñòâå Qh,1.

Òàêèì îáðàçîì, ϕ � íåïðåðûâíîå è êîððåêòíî îïðåäåë¼ííîå îòîáðàæåíèå.
Íåòðóäíî äîêàçàòü áèåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ ϕ. Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå ϕ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì

áèåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà, òî ϕ � ãîìåîìîðôèçì. �
Ëåììà 4. Ïóñòü k < 0. Òîãäà åñëè:

1) h ∈
(ka

2
,
kb

2

)
, òî èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü Qh ãîìåîìîðôíà íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ äâóõ

ñôåð S5;

2) h > 0, òî èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü Qh ãîìåîìîðôíà ñôåðe S5.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 1.
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