
Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé îáëàñòíîé óíèâåðñèòåòÍà ïðàâàõ ðóêîïèñè

Ìàíòóðîâ Âàñèëèé Îëåãîâè÷�åîìåòðèÿ è êîìáèíàòîðèêà âèðòóàëüíûõ óçëîâ
ñïåöèàëüíîñòü 01.01.04 � ãåîìåòðèÿ è òîïîëîãèÿ

Äèññåðòàöèÿ íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíèäîêòîðà �èçèêî�ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

ÌÎÑÊÂÀ � 2007



Îãëàâëåíèå
�ëàâà 1. Îáçîð ñîäåðæàíèÿ äèññåðòàöèè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51.1. Ââåäåíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51.1.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è êîíñòðóêöèè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91.2. Ìîòèâàöèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 331.3. Öåëè èññëåäîâàíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 361.4. Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 361.5. Íàó÷íàÿ íîâèçíà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 381.6. Ïîëîæåíèÿ äèññåðòàöèè, âûíîñèìûå íà çàùèòó . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 381.6.1. Äðóãèå âàæíûå ðåçóëüòàòû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 391.6.2. Ïðèìåðû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 391.7. Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè. Ïóáëèêàöèè ïî òåìå äèññåðòàöèè . . . . . . . . . . . . . . . . . . 401.8. Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41�ëàâà 2. Âèðòóàëüíûå óçëû è òðåõìåðíàÿ òîïîëîãèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 442.1. Òåîðåìà Êóïåðáåðãà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 492.2. �îä âèðòóàëüíîãî óçëà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 502.2.1. Äâà òèïà ñâÿçíîãî ñóììèðîâàíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 552.2.2. Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 562.2.3. Ïðîöåññ äåñòàáèëèçàöèè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 582.3. �àñïîçíàâàíèå âèðòóàëüíûõ óçëîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65�ëàâà 3. Äèñòðèáóòèâíûå ãðóïïîèäû â òåîðèè âèðòóàëüíûõ óçëîâ . . . . . . . . . . . 743.1. �ðóïïîèäû è èõ îáîáùåíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 783.1.1. Âèðòóàëüíûé ãðóïïîèä . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 843.1.2. Èíâàðèàíò ðàñêðàñîê . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 953.1.3. Âèðòóàëüíûé ìîäóëü Àëåêñàíäåðà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 973.2. Äëèííûå âèðòóàëüíûå óçëû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1143.2.1. Âîïðîñ î êîììóòèðóåìîñòè äëèííûõ óçëîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1233.3. Âèðòóàëüíûå óçëû è áåñêîíå÷íîìåðíûå àëãåáðû Ëè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1273.4. Èåðàðõèÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1333.4.1. Ïëîñêèå âèðòóàëüíûå óçëû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1343.4.2. Àëãåáðàè÷åñêèé �îðìàëèçì . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1363.4.3. Ïðèìåðû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142�ëàâà 4. Ïîëèíîì Äæîíñà. Àòîìû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1464.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1474.1.1. Àòîìû è óçëû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1534.1.2. Ìîäåëü çàòÿãèâàþùåãî äåðåâà äëÿ ñêîáêè Êàó�ìàíà . . . . . . . . . . . . . . . . . 1654.2. Ïîëèíîì Ξ. Âîïðîñû ìèíèìàëüíîñòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1704.2.1. Ñòàðøèé è ìëàäøèé êîý��èöèåíòû ñêîáêè Êàó�ìàíà . . . . . . . . . . . . . . . . 1794.2.2. Ïîëèíîì Ξ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1814.2.3. Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ïîëèíîìà Ξ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189
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�ëàâà 1Îáçîð ñîäåðæàíèÿ äèññåðòàöèè1.1. ÂâåäåíèåÍàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà äâóì áóðíî ðàçâèâàþùèìñÿ òåîðèÿì� òåîðèè âèðòóàëüíûõ óçëîâ è òåîðèè ãîìîëîãèé Õîâàíîâà.Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ óçëîâ, íàñ÷èòûâàþùàÿ áîëåå äâóõñîò ëåò, çà ïî-ñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ îáîãàòèëàñü ðàçíîîáðàçíûìè ìåòîäàìè è òîíêèìèèíâàðèàíòàìè, ñîñòàâëÿþùèìè ìîùíûé àïïàðàò ñîâðåìåííîé òåîðèè óç-ëîâ. Åñòåñòâåííûì îáðàçîì êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ óçëîâ (ò.å. òåîðèÿ óçëîâ âòðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå èëè â òðåõìåðíîé ñ�åðå), ÿâëÿåòñÿñîñòàâíîé ÷àñòüþ íåèçìåðèìî áîëåå øèðîêîé òåîðèè � óçëîâ â òðåõìåð-íûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Äëÿ ýòîé òåîðèè àïïàðàò ðàçâèò â ãîðàçäî ìåíüøåéñòåïåíè.Òåîðèÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ çàíèìàåò ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå ìåæäóòåîðèåé óçëîâ â ïðîèçâîëüíûõ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ è êëàññè÷åñêîéòåîðèåé óçëîâ. Îíà ñ îäíîé ñòîðîíû ãîðàçäî øèðå êëàññè÷åñêîé òåîðèèóçëîâ, à ñ äðóãîé ñòîðîíû áëèçêà ê íåé â ñèëó íåêîòîðûõ ïðè÷èí, êîòî-ðûå ìû èçëîæèì íèæå. Âñëåäñòâèå ýòîãî ìíîãèå ìåòîäû è èíâàðèàíòûêëàññè÷åñêèõ óçëîâ ìîãóò áûòü ïåðåíåñåíû íà �âèðòóàëüíóþ� òåîðèþ. Ýòîïåðåíåñåíèå ÷àñòî òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ èäåé, êîòîðûå ïðåäñòàâëåíû âíàñòîÿùåé äèññåðòàöèè. Ñðåäè òàêèõ èäåé � ìîùíûå íîâûå èíâàðèàíòû �ãîìîëîãèè Õîâàíîâà (1997). Ïîñëåäíèå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ãîìîëîãèè öåï-íîãî êîìïëåêñà, êîòîðûé ñòðîèòñÿ ïî äèàãðàììå óçëà (çàöåïëåíèÿ); ñàìèãîìîëîãèè ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè óçëà (çàöåïëåíèÿ).Äëÿ ïåðåíåñåíèÿ òåîðèè ãîìîëîãèé Õîâàíîâà íà âèðòóàëüíûå óçëû ïî-òðåáîâàëîñü ïîñòðîåíèå íîâîãî êîìïëåêñà, èìåþùåãî òå æå ãîìîëîãèè, ÷òî



1.1. Ââåäåíèå 6è êîìïëåêñ Õîâàíîâà. Òàêîå ïîñòðîåíèå ïîòðåáîâàëî ðÿäà íîâûõ èäåé: îðè-åíòàöèè è óïîðÿäî÷åíèÿ îêðóæíîñòåé â ñîñòîÿíèÿõ, ñêðó÷åííûõ êîý��è-öèåíòîâ â àëãåáðå Ôðîáåíèóñà ãîìîëîãèé òðèâèàëüíîãî óçëà, èñïîëüçîâà-íèÿ âíåøíèõ ïðîèçâåäåíèé âìåñòî îáû÷íûõ òåíçîðíûõ (ñèììåòðè÷åñêèõ)ïðîèçâåäåíèé. Êëþ÷åâóþ ðîëü â ïîñòðîåíèè òåîðèè ãîìîëîãèé Õîâàíîâàäëÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ, â èçó÷åíèè ñâîéñòâ ãîìîëîãèé Õîâàíîâà, à òàêæåâ äðóãèõ çàäà÷àõ ñûãðàëî ïîíÿòèå àòîìà (ââåäåííîå À.Ò.Ôîìåíêî [F℄ è àê-òèâíî èçó÷àåìîå À.Ò.Ôîìåíêî è åãî øêîëîé, ñì. ñáîðíèê [ÔÁØ℄ è ññûëêèâ íåì). Íåçàâèñèìî òî æå ïîíÿòèå àòîìà áûëî îïðåäåëåíî Â.�.Òóðàåâûì[Tur2℄. Àòîìû è d-äèàãðàììû (îñîáûé âèä õîðäîâûõ äèàãðàìì ñ äâóìÿ ñå-ìåéñòâàìè íåçàöåïëåííûõ õîðä, ñòð. 163) ñûãðàëè êëþ÷åâóþ ðîëü òàêæå âäîêàçàòåëüñòâå ãèïîòåçû Â.À.Âàñèëüåâà (ãëàâà 8). Òåîðèÿ d-äèàãðàìì ðàç-ðàáîòàíà àâòîðîì â ðàáîòàõ [Ìàí-2℄, [Ìàí-3℄, [Ìàí-1℄. �îä àòîìà (â äðóãèõèñòî÷íèêàõ íàçûâàåìûé ðîäîì Òóðàåâà) îêàçàëñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîìñâÿçàí íå òîëüêî ñ ãîìîëîãèÿìè Õîâàíîâà, íî è ñ ãîìîëîãèÿìè Îæâàòà-Ñàáî, [Low℄.Îïèøåì íåêîòîðóþ îáùóþ òî÷êó çðåíèÿ, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò òðàêòîâàòüêëàññè÷åñêèå è âèðòóàëüíûå óçëû åäèíûì îáðàçîì. Êëàññè÷åñêèé óçåë(èëè çàöåïëåíèå) ìîæíî çàäàòü äèàãðàììîé óçëà. Íà äèàãðàììå åñòü ïåðå-êðåñòêè è íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìåæäó ñîáîé ëèíèè, ñîåäèíÿþùèå ïåðåêðåñò-êè äðóã ñ äðóãîì. Åñëè ðàññòàâèòü íà ïëîñêîñòè ïåðåêðåñòêè I ïðîèç-âîëüíûì îáðàçîì è óêàçàòü, â êàêîì ïîðÿäêå èõ êîíöû ñîåäèíÿþòñÿ äðóãñ äðóãîì, òî èíîãäà ñîåäèíÿþùèå ëèíèè ìîãóò áûòü âûáðàíû íåïåðåñåêà-þùèìèñÿ (â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ äèàãðàììà êëàññè÷åñêîãî óçëà), à âíåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óñòàíîâèòü íåïåðåñåêàþùèåñÿ ñîåäèíèòåëüíûå ëèíèèíå óäàåòñÿ � ïîëó÷àåòñÿ �âèðòóàëüíàÿ� äèàãðàììà, èëè äèàãðàììà âèðòó-àëüíîãî óçëà. Âèðòóàëüíûå ïåðåêðåñòêè, îáîçíà÷àåìûå êðóæî÷êàìè, âîç-íèêàþò âñÿêèé ðàç, êîãäà ÷åòûðåõâàëåíòíûé ãðà�, îïðåäåëåííûé çàäàí-íûìè ïåðåêðåñòêàìè è çàäàííûì ñïîñîáîì ñîåäèíåíèé ýòèõ ïåðåêðåñòêîâíå ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîâîëüíî ÷àñòîå ÿâëåíèå.Ïðèìåð âèðòóàëüíîé äèàãðàììû èçîáðàæåí íà ðèñ. 1.1.Òàêèì îáðàçîì, âèðòóàëüíûå óçëû îòíîñÿòñÿ ê êëàññè÷åñêèì ïðèìåðíîòàê æå êàê ïðîèçâîëüíûå ãðà�û ê ïëîñêèì ãðà�àì.
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�èñ. 1.1. Âèðòóàëüíàÿ äèàãðàììàÏðè ýòîì ýêâèâàëåíòíîñòü (èçîòîïíîñòü) äèàãðàìì êëàññè÷åñêèõ óçëîâîïðåäåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì �îðìàëüíûõ êîìáèíàòîðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (äâè-æåíèé �åéäåìåéñòåðà), êîòîðûå îòíîñÿòñÿ ê áëèçêî ñòîÿùèì ïåðåêðåñòêàì.Äëÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ, çàäàííûõ ïîñðåäñòâîì íàáîðà êëàññè÷åñêèõ ïå-ðåêðåñòêîâ ñ óêàçàíèåì ñïîñîáà ñîåäèíåíèÿ ïåðåêðåñòêîâ äðóã ñ äðóãîìýêâèâàëåíòíîñòü çàäàåòñÿ â òî÷íîñòè òåìè æå äâèæåíèÿìè �åéäåìåéñòåðà(ðàçëè÷íûå ñïîñîáû èçîáðàæåíèÿ ñîåäèíåíèÿ êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêîâïðèâîäÿò ê äèàãðàììàì, îòëè÷àþùèìñÿ äðóã îò äðóãà äâèæåíèåì îáúåçäà,ñì. äàëåå).Îòìåòèì, ÷òî íà ýòîì ïóòè îáîáùåíèÿ ïîÿâèëèñü íîâûå òåîðèè: âèðòó-àëüíûõ ìíîãîìåðíûõ óçëîâ (àáñòðàêòíûõ óçëîâ, Êàìàäà-Êàìàäà [KK℄), àòàêæå ïðîñòðàíñòâåííûõ âèðòóàëüíûõ ãðà�îâ (Ìåëëîð, Ôëåìèíã, [FM℄).Íåòðóäíî ïîêàçàòü,÷òî âèðòóàëüíûå äèàãðàììû ïðîèñõîäÿò îò óçëîâ (çà-öåïëåíèé) â óòîëùåííûõ äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòÿõ.Òåîðèÿ óçëîâ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ âåòâåé ìàëîìåðíîé òîïîëî-ãèè. Êàê ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ, îíà âîñõîäèò ê êîíöó âîñåìíàäöàòîãî âå-êà. Âàæíûé âêëàä â ðàçâèòèå òåîðèè óçëîâ âíåñëè À.Ò.Âàíäåðìîíä, Ê.-Ô.�àóññ [Gau℄, Ô.Êëåéí, Ì.Äåí [Dehn℄, Äæ. Àëåêñàíäåð [Ale1, Ale2℄ è äðóãèåâûäàþùèåñÿ ó÷åíûå.Ïðè ýòîì ïðîðûâ â òåîðèè óçëîâ, ïðèâåäøèé ê ñîâðåìåííîìó åå ñî-ñòîÿíèþ, ðåøåíèþ ìíîãèõ äàâíî ñòîÿùèõ ïðîáëåì, ñâÿçàí ñ îòêðûòèÿ-ìè Äæ.Õ.Êîíâåÿ [Con℄ è Â.Ô.�.Äæîíñà [Jon1℄, à ïîçäíåå � Â.À.Âàñèëüåâà[Vas1, Vas2℄ è äðóãèõ è îòíîñèòñÿ ê ïîñëåäíåé òðåòè äâàäöàòîãî âåêà (ïî-



1.1. Ââåäåíèå 8ëèíîìû Êîíâåÿ, Äæîíñà, èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà êîíå÷íîãî ïîðÿäêà). Çàîòêðûòèÿ â òåîðèè óçëîâ Â.Ô.�.Äæîíñ, Ý.Âèòòåí, Â.�.Äðèí�åëüä (1990) èÌ.Ë.Êîíöåâè÷ (1998) áûëè óäîñòîåíû âûñøåé ìàòåìàòè÷åñêîé íàãðàäû ��èëäñîâñêèõ ìåäàëåé.Â 1997 ãîäó áûëà ïðåäëîæåíà åùå îäíà âûäàþùàÿñÿ êîíñòðóêöèÿ èíâà-ðèàíòîâ óçëîâ � ãîìîëîãèè Õîâàíîâà [Kh℄: êàæäîé äèàãðàììå óçëà ñîïî-ñòàâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèé êîìïëåêñ, âñå ãîìîëîãèè êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿ-þò ñîáîé èíâàðèàíòû óçëîâ, à ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ýòîãî êîìïëåêñàñîâïàäàåò ñ ïîëèíîìîì Äæîíñà.Â äåâÿíîñòûå ãîäû XX âåêà ïîëó÷èëè øèðîêîå ðàçâèòèå íåñêîëüêî íà-ïðàâëåíèé ìàëîìåðíîé ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè, ñâÿçàííûõ ñ òåîðèåé óçëîâ,èìåþùèõ ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ïîëó÷èëà øèðîêîåðàñïðîñòðàíåíèå òåîðèÿ ëåæàíäðîâûõ óçëîâ, ëåæàùàÿ íà ñòûêå òåîðèè óç-ëîâ è êîíòàêòíîé ãåîìåòðèè [FT, EGH, Che, EH℄. Îíà èìååò ìíîãîìåðíûåàíàëîãè è ñâÿçàíà ñ ðàçëè÷íûìè îáëàñòÿìè ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè.Äðóãèì íàïðàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ ãîìîëîãèé çàöåïëåíèé, äâóìÿâàæíåéøèìè âåòâÿìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ òåîðèÿ ãîìîëîãèé Õîâàíîâà [Kh℄è òåîðèÿ ãîìîëîãèé Õåãîðà-Ôëîåðà, ïðåäëîæåííàÿ Ï.Îæâàòîì è Ç.Ñàáî,ñì. [OzsSz℄.Çàìå÷àòåëüíûì èçîáðåòåíèåì ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ, îò-êðûòàÿ Ëóèñîì Êàó�ìàíîì â 1996 ãîäó, [Kau7℄. Ñ åå ïîÿâëåíèåì ñòàëîïîíÿòíî, ÷òî òåîðèÿ êëàññè÷åñêèõ óçëîâ ÿâëÿåòñÿ ìàëîé ñîñòàâíîé ÷àñòüþáîëåå øèðîêîé òåîðèè, èçó÷åíèå ñâîéñòâ êîòîðîé ïîìîãàåò ëó÷øå ïîíÿòüíåêîòîðûå ÿâëåíèÿ â òåîðèè êëàññè÷åñêèõ óçëîâ, à òàêæå ñòèìóëèðóåò ïî-ñòàíîâêó íîâûõ çàäà÷, ñì. [FKM℄. Òåîðèÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ íàõîäèò ñâîèïðèìåíåíèÿ â êëàññè÷åñêîé òåîðèè óçëîâ. Ïîñðåäñòâîì òåîðèè âèðòóàëü-íûõ óçëîâ áûëà ðåøåíà ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ êîìáèíàòîðíûõ �îðìóëäëÿ âñåõ èíâàðèàíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà êëàññè÷åñêèõ óçëîâ [GPV℄.Ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ êëàññè÷åñêèõ óçëîâ áûëà îäíîé èç öåíòðàëü-íûõ â ìàëîìåðíîé òîïîëîãèè. Åå ïåðâîå áåçóïðå÷íîå ðåøåíèå ñâÿçàíî ñèìåíàìè Õàêåíà, Õåìèîíà, Ìàòâååâà è äð. �åçóëüòàò îá àëãîðèòìè÷åñêîéðàñïîçíàâàåìîñòè âàæåí òàêæå è ïî ïðè÷èíå òîãî, ÷òî â ìàëîìåðíîé òîïî-ëîãèè ÷àñòî èìååò ìåñòî àëãîðèòìè÷åñêàÿ íåðàñïîçíàâàåìîñòü. Ñ ïîÿâëå-



1.1. Ââåäåíèå 9íèåì òåîðèè âèðòóàëüíûõ óçëîâ åñòåñòâåííî âñòàë âîïðîñ îá èõ àëãîðèò-ìè÷åñêîé ðàñïîçíàâàåìîñòè. Ýòîò âîïðîñ ðàçðåøåí ïîëîæèòåëüíî â ãëà-âå 2 íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè; ïðè ýòîì ïîìèìî íåñêîëüêèõ ñòðóêòóðíûõïîëîæåíèé òåîðèè Õàêåíà-Ìàòâååâà ïîòðåáîâàëàñü òàêæå íåòðèâèàëüíàÿòåîðåìà Êóïåðáåðãà è ðÿä ðàññóæäåíèé, ñïåöè�è÷åñêèõ äëÿ âèðòóàëüíûõóçëîâ.Òåîðèÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ, åå êîíñòðóêöèè è ìåòîäû òåñíî âçàèìîäåé-ñòâóþò ñ ðàçëè÷íûìè ðàçäåëàìè êëàññè÷åñêîé òåîðèè óçëîâ, â ÷àñòíîñòè, ñèíâàðèàíòàìè Âàñèëüåâà. Ýòîìó ïîñâÿùåíà ãëàâà 8. Â íåé, ñ èñïîëüçîâàíè-åì àòîìîâ è d-äèàãðàìì äîêàçàíà ãèïîòåçà Âàñèëüåâà î ïëàíàðíîñòè ãðà-�îâ ñ êðåñòîâîé ñòðóêòóðîé; ýòà ãèïîòåçà èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â ðàáîòåÂàñèëüåâà [Âàñ℄ î ñóùåñòâîâàíèè êîìáèíàòîðíûõ �îðìóë äëÿ èíâàðèàíòîâêîíå÷íîãî ïîðÿäêà.Ê òåîðèè âèðòóàëüíûõ óçëîâ ïðîÿâèëè èíòåðåñ ìíîãèå èçâåñòíûå ó÷å-íûå: Î.ß.Âèðî, Â.�.Òóðàåâ, Ì.Í. �óñàðîâ, Ì.Õîâàíîâ, Ë.�îçàíñêèé �.Ôåíí,Ê.�óðê, �å Ìîëèíü, Ñ.Êàðòåð, Á. Ìåëëîð, �.Êóïåðáåðã, Â.Â.Âåðøèíèí,Â.�.Áàðäàêîâ, Í.Êàìàäà, Ñ.Êàìàäà, Ä. �ýä�îðä, è äð. Åé ïîñâÿùåíî ìíî-æåñòâî ðàáîò, ñì., íàïð., [APS, Bar, BF, DK1, FJK, FM, FRR, Dye, GKZ,GPV, H, HK℄,[Kad, Kam.N1, Kam.N2, Kam, Kau7, Kau8, Kau9, DK2, Kau1,KK℄, [Kau10, KL, KL2, KR, KhR3, Kup, Nel, Satoh, SW, SW2, Saw, Saw2,TuTu, Tur4, Ver, Viro2, Viro, W, ZZ1, ZZ2℄ è ññûëêè â íèõ.Óïîìÿíóòûå âûøå òåîðèè èìåþò ñâÿçü ñ ðàçëè÷íûìè çàäà÷àìè êîìáè-íàòîðèêè, òðåõìåðíîé è ÷åòûðåõìåðíîé òîïîëîãèè, òåîðèåé ïðåäñòàâëåíèéãðóïï è àëãåáð Ëè. Íà ïîñëåäíåé îñíîâàíî ïîñòðîåíèå òàê íàçûâàåìûõêâàíòîâûõ èíâàðèàíòîâ, ñì. [Tur1, Oht℄.1.1.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è êîíñòðóêöèè(Êëàññè÷åñêèé) óçåë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáðàç ãëàäêîãî âëîæåíèÿ îêðóæ-íîñòè S1 â ñ�åðó S3; äâà óçëà íàçûâàþòñÿ èçîòîïíûìè, åñëè îäèí èç íèõìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç äðóãîãî äè��åîìîð�íûì îòîáðàæåíèåì îáúåìëþ-ùåãî ïðîñòðàíñòâà S3 íà ñåáÿ, ñîõðàíÿþùèì îðèåíòàöèþ ñ�åðû S3. (Îáùå-èçâåñòíî, ÷òî êàæäûé èç òàêèõ äè��åîìîð�èçìîâ ãëàäêî ãîìîòîïåí òîæ-äåñòâåííîìó â êëàññå ãëàäêèõ äè��åîìîð�èçìîâ). Åñëè ìû âêëàäûâàåì â



1.1. Ââåäåíèå 10ñ�åðó S3 íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå íåñêîëüêèõ îêðóæíîñòåé S1 ⊔ · · · ⊔ S1, òîãîâîðÿò î êëàññè÷åñêîì çàöåïëåíèè; îáðàç êàæäîé îêðóæíîñòè � óçåë �íàçûâàåòñÿ êîìïîíåíòîé çàöåïëåíèÿ. Êëàññè�èêàöèÿ óçëîâ â S3 ýêâèâà-ëåíòíà êëàññè�èêàöèè óçëîâ â R3. Â ñëó÷àå, åñëè �èêñèðîâàíà îðèåíòàöèÿîêðóæíîñòè S1, ãîâîðÿò îá îðèåíòèðîâàííîì óçëå (ñîîòâåòñòâåííî, â ñëó-÷àå îðèåíòèðîâàííîãî çàöåïëåíèÿ òðåáóåòñÿ îðèåíòàöèÿ îêðóæíîñòåé �ïðîîáðàçîâ êîìïîíåíò çàöåïëåíèÿ); â ñëó÷àå èçîòîïèè îðèåíòèðîâàííûõçàöåïëåíèé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû äè��åîìîð�èçì îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâàñîõðàíÿë êàê îðèåíòàöèþ ñ�åðû S3, òàê è îðèåíòàöèè âñåõ êîìïîíåíò.Åñëè êîìïîíåíòû çàöåïëåíèÿ ïåðåíóìåðîâàòü è ïðè èçîòîïèè ïîòðåáî-âàòü, ÷òîáû íîìåðà êîìïîíåíò ñîõðàíÿëèñü, òî ìû ïîëó÷èì êðàøåíûå çà-öåïëåíèÿ.Îðèåíòèðîâàííîå çàöåïëåíèå íàçûâàåòñÿ îñíàùåííûì, åñëè â êàæäîéåãî òî÷êå çàäàí íåêîòîðûé åäèíè÷íûé íåïðåðûâíî çàâèñÿùèé îò òî÷êèíîðìàëüíûé ê êîìïîíåíòå çàöåïëåíèÿ âåêòîð; äâà îñíàùåííûõ çàöåïëå-íèÿ íàçûâàþòñÿ (îñíàùåííî) èçîòîïíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ñîõðàíÿþùååîðèåíòàöèþ îòîáðàæåíèå îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà (ñ�åðû S3) íà ñåáÿ,ïåðåâîäÿùåå îäíî çàöåïëåíèå â äðóãîå, ñîãëàñîâàííîå ñ âåêòîðíûìè ïîëÿ-ìè. Îñíàùåííûå çàöåïëåíèÿ ìîæíî òðàêòîâàòü êàê âëîæåíèÿ íàáîðà ëåíò
S1 × I â òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî (òðåõìåðíóþ ñ�åðó); ñîîòâåòñòâóþùååâåêòîðíîå ïîëå óêàçûâàåò, êàêèì îáðàçîì ýòè ëåíòû ïåðåêðó÷åíû.Îáû÷íî óçëû êîäèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ôèêñèðóåì óçåë, ò.å. îá-ðàç îòîáðàæåíèÿ f : S1 → R3. �àññìîòðèì íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü h ⊂ R3(ñêàæåì, h = Oxy) è ïðîåêöèþ óçëà íà íåå. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòèìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîåêöèÿ óçëà íà ïëîñêîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âëî-æåííûé êîíå÷íûé ÷åòûðåõâàëåíòíûé ãðà�, ÿâëÿþùèéñÿ îáðàçîì ãëàäêîãîïîãðóæåíèÿ îêðóæíîñòè â ïëîñêîñòü. Îáû÷íî ìû áóäåì íàçûâàòü îòðåçîêçàöåïëåíèÿ (ò.å. îáðàç â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îòðåçêà � ÷àñòè îêðóæ-íîñòè) åãî âåòâüþ. Èíîãäà (êîãäà èç êîíòåêñòà ÿñíî, î ÷åì èäåò ðå÷ü)âåòâüþ ìû áóäåì íàçûâàòü òàêæå ïðîåêöèþ âåòâè íà ïëîñêîñòü. Êàæäàÿâåðøèíà ãðà�à ïðîåêöèè (íàçûâàåìàÿ ïåðåêðåñòêîì äèàãðàììû çàöåïëå-íèÿ) ñíàáæåíà ñëåäóþùåé ñòðóêòóðîé. Ïóñòü a, b � äâå âåòâè çàöåïëåíèÿ,ïðîåêöèè êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå V . Òàê êàê a è b íå ïåðåñåêàþòñÿ



1.1. Ââåäåíèå 11â R3, äâà ïðîîáðàçà òî÷êè V èìåþò ðàçëè÷íûå z-êîîðäèíàòû. Òàêèì îá-ðàçîì, ìû ìîæåì ñêàçàòü, êàêàÿ âåòâü (a èëè b) ïðîõîäèò ñâåðõó (îáðàçóåòïåðåõîä); à êàêàÿ � ñíèçó (îáðàçóåò ïðîõîä) (ñì. ðèñ. 1.2). �åáðà ïåðåõîäîâèçîáðàæàþòñÿ ñïëîøíûìè ëèíèÿìè, â òî âðåìÿ êàê ïðîõîä èçîáðàæàåòñÿëèíèåé, èìåþùåé ðàçðûâ â ïåðåêðåñòêå.Âñå ïåðåêðåñòêè äèàãðàììû îðèåíòèðîâàííîãî çàöåïëåíèÿ äåëÿòñÿ íàïîëîæèòåëüíûåX è îòðèöàòåëüíûåU. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî â ñëó÷àåäèàãðàììû óçëà çíàê ïåðåêðåñòêà íå çàâèñèò îò îðèåíòàöèè óçëà.Òàêîå èçîáðàæåíèå óçëà íà ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ ïëîñêîé äèàãðàììîéóçëà.Ïëîñêàÿ äèàãðàììà çàöåïëåíèÿ íàçûâàåòñÿ àëüòåðíèðîâàííîé, åñëè ïðèäâèæåíèè âäîëü ëþáîé èç åå êîìïîíåíò ïðîõîäû ÷åðåäóþòñÿ ñ ïåðåõîäàìè.
¡

¡
¡

¡

@
@

@
@ ïåðåõîäïðîõîä�èñ. 1.2. Ëîêàëüíàÿ ñòðóêòóðà ïåðåêðåñòêàÏðîñòåéøèå ïðèìåðû êëàññè÷åñêèõ óçëîâ èçîáðàæåíû íà ðèñ. 1.3.

�èñ. 1.3. Ïðîñòåéøèå óçëûÏåðâûå äâå äèàãðàììû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òðèâèàëüíûé óçåë; íà òðå-òüåé äèàãðàììå èçîáðàæåí òðèëèñòíèê, íà ÷åòâåðòîé äèàãðàììå � âîñü-ìåðêà. Âñå ýòè äèàãðàììû ÿâëÿþòñÿ àëüòåðíèðîâàííûìè.Íà ðèñóíêå 1.4.1. èçîáðàæåíî òðèâèàëüíîå çàöåïëåíèå èç äâóõ êîìïî-íåíò. Íà ðèñóíêàõ 1.4.2, 1.4.3 è 1.4.4 èçîáðàæåíû çàöåïëåíèå Õîï�à, çà-öåïëåíèå Óàéòõåäà è êîëüöà Áîððîìåî ñîîòâåòñòâåííî. Âñå ýòè òðè çàöåï-ëåíèÿ íå òðèâèàëüíû.
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�èñ. 1.4. Ïðîñòåéøèå çàöåïëåíèÿÍàçîâåì äóãàìè äèàãðàììû êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè äèàãðàììû (ïðè ýòîìâåòâü ïðîõîäà ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàçðûâíîé, êàê è èçîáðàæàåòñÿ íà ðèñóí-êàõ).×åòûðåõâàëåíòíûé ãðà� ïðîåêöèè áåç óêàçàíèÿ ñòðóêòóðû ïðîõîäîâ èïåðåõîäîâ íàçûâàåòñÿ òåíüþ óçëà. Ñëîæíîñòüþ óçëà íàçûâàåòñÿ ìèíè-ìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïåðåêðåñòêîâ äèàãðàìì óçëîâ çàäàííîãî èçîòîïè÷å-ñêîãî òèïà. Áóäåì äàëåå íàçûâàòü äèàãðàììó çàöåïëåíèÿ ñâÿçíîé, åñëèòàêîâîé ÿâëÿåòñÿ åå òåíü. Â ÷àñòíîñòè, ñâÿçíîé ÿâëÿåòñÿ ëþáàÿ äèàãðàììàëþáîãî óçëà.Â 1932 ãîäó íåìåöêèé òîïîëîã Êóðò �åéäåìåéñòåð [Rei℄ ïðèâåë ñïèñîêëîêàëüíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïåðåñòðîåê (ïðåîáðàçîâàíèé �åéäåìåéñòåðà, èç-âåñòíûõ íûíå êàê äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà, ñì. ðèñ. 1.5) è äîêàçàë, ÷òî ëþ-áûå äâå ïëîñêèå äèàãðàììû çàäàþò îäíî è òî æå çàöåïëåíèå òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà îíè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû äðóã èç äðóãà êîíå÷íîé ïîñëåäîâà-òåëüíîñòüþ ýòèõ äâèæåíèé, à òàêæå ïëîñêîé èçîòîïèè � ïðåîáðàçîâàíèÿäèàãðàììû ïîñðåäñòâîì äè��åîìîð�èçìà ïëîñêîñòè íà ñåáÿ, ñîõðàíÿþ-ùåãî îðèåíòàöèþ ïëîñêîñòè. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü èçîòîïè÷åñêèåêëàññû óçëîâ êàê êîìáèíàòîðíûå îáúåêòû: îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êëàññûýêâèâàëåíòíîñòè ïëîñêèõ äèàãðàìì ïî äâèæåíèÿì �åéäåìåéñòåðà.Äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà ÿâëÿþòñÿ îòïðàâíîé òî÷êîé äëÿ êîìáèíàòîð-íîãî îïðåäåëåíèÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ (ñì. äàëåå).Ñ òåõ ïîð äîêàçàòåëüñòâî èíâàðèàíòíîñòè òåõ èëè èíûõ �óíêöèé íàóçëàõ (çàäàâàåìûõ íà äèàãðàììàõ óçëîâ) îñíîâûâàåòñÿ, êàê ïðàâèëî, íàïðîâåðêå èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî äâèæåíèé �åéäåìåéñòåðà.Îäíèì èç íàèáîëåå ðàííèõ èíâàðèàíòîâ â òåîðèè óçëîâ ÿâëÿåòñÿ òîïî-
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�èñ. 1.5. Äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà Ω1,Ω2,Ω3ëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò � ãðóïïà óçëà.�ðóïïîé óçëà K ⊂ R3 (îáîçíà÷åíèå π(K)) íàçûâàåòñÿ �óíäàìåíòàëü-íàÿ ãðóïïà äîïîëíåíèÿ ê óçëó K, òî÷íåå ãîâîðÿ, ê åãî ìàëîé òðóá÷àòîéîêðåñòíîñòè N(K), à èìåííî, ìû ïîëàãàåì π(K) = π1(R
3\N(K)).Èçâåñòíî, ÷òî ãðóïïà óçëà ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ñèëüíûì èíâàðèàíòîì: òàê,íàïðèìåð, çíàìåíèòàÿ òåîðåìà Äåíà-Ïàïàêèðüÿêîïóëîñà ([Ïàï℄) óòâåðæäà-åò, ÷òî åäèíñòâåííûé óçåë, èìåþùèé ãðóïïó, èçîìîð�íóþ ãðóïïå Z, � ýòîòðèâèàëüíûé óçåë.Ïî äèàãðàììå óçëà ìîæíî ÿâíî âûïèñàòü íåêîòîðîå êîïðåäñòàâëåíèåãðóïïû óçëà (íîñÿùåå íàçâàíèå êîïðåäñòàâëåíèÿ Âèðòèíãåðà).Êîïðåäñòàâëåíèå Âèðòèíãåðà çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. �àññìîòðèìçàöåïëåíèå L, çàäàííîå íåêîòîðîé ïëîñêîé äèàãðàììîé L̄. �àññìîòðèì íåêî-òîðóþ òî÷êó x, �âèñÿùóþ� íàä ïëîñêîñòüþ ïðîåêöèè çàöåïëåíèÿ. Áóäåìêëàññè�èöèðîâàòü ãîìîòîïè÷åñêèå êëàññû ïåòåëü â R3\N(K), èñõîäÿùèõ
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�èñ. 1.6. Ïåòëè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåáðàìèç äàííîé òî÷êè. Â êà÷åñòâå îáðàçóþùèõ ýëåìåíòîâ ìîæíî âûáðàòü ñëåäó-þùèå. �àññìîòðèì ïåòëè, èñõîäÿùèå èç òî÷êè x è çàöåïëÿþùèå äóãè äèà-ãðàììû L̄ îäèí ðàç â íàïðàâëåíèè, çàäàííîì ïðàâèëîì áóðàâ÷èêà (êàæäàÿòàêàÿ ïåòëÿ îãðàíè÷èâàåò äèñê, ïåðåñåêàþùèé ðîâíî îäíó äóãó óçëà ðîâíîâ îäíîé òî÷êå), ñì. ðèñ. 1.6.Ïåðåéäåì òåïåðü ê îïèñàíèþ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé.�åîìåòðè÷åñêàÿ ñâÿçü ìåæäó ïåòëÿìè�îáðàçóþùèìè èìååò ñëåäóþùèéâèä (â ñìûñëå ñîîòíîøåíèÿ â ãðóïïå): b = cac−1, åñëè äóãà c îòäåëÿåò äóãó
a îò äóãè b, ñì. ðèñ. 1.7.

-
6

6ab
 b = cac−1

�èñ. 1.7. Ñîîòíîøåíèå â ïåðåêðåñòêåÈç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî äàííûé íàáîð ñîîò-íîøåíèé ïîðîæäàåò âñå ñîîòíîøåíèÿ â ãðóïïå óçëà.Òàêèì îáðàçîì, êîïðåäñòàâëåíèå Âèðòèíãåðà �óíäàìåíòàëüíîé ãðóï-ïû èìååò ñëåäóþùèé âèä: äóãè ñîîòâåòñòâóþò îáðàçóþùèì, â òî âðåìÿêàê îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ïðîèñõîäÿò èç ïåðåêðåñòêîâ: ìû ïîëàãàåì
cac−1 = b äëÿ ñîñåäíèõ äóã a è b, îòäåëåííûõ äóãîé c, åñëè b ëåæèò ñëåâàîò c îòíîñèòåëüíî îðèåíòàöèè äóãè c.�ëàâíûé íåäîñòàòîê ãðóïïû óçëà (çàöåïëåíèÿ) ñîñòîèò â òîì, ÷òî ãðóï-



1.1. Ââåäåíèå 15ïû, çàäàííûå ðàçëè÷íûìè êîïðåäñòàâëåíèÿìè, òðóäíî ñðàâíèâàòü. Â îá-ùåì ñëó÷àå ðàñïîçíàâàíèå ãðóïïû ïî êîïðåäñòàâëåíèþ ÿâëÿåòñÿ íåðàçðå-øèìîé ïðîáëåìîé. Òåì íå ìåíåå ãðóïïà óçëà ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ ïîñòðîå-íèÿ áîëåå óäîáíûõ (õîòÿ è ìåíåå ìîùíûõ) èíâàðèàíòîâ óçëîâ è çàöåïëåíèéè äîêàçàòåëüñòâà ñòðóêòóðíûõ òåîðåì.Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïîëíûì èíâàðèàíòîì óçëîâ, â÷àñòíîñòè, îíà ðàñïîçíàåò ïðîñòûå óçëû: óçåë íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëèîí íå ïðåäñòàâèì â âèäå ñâÿçíîé ñóììû äâóõ íåòðèâèàëüíûõ óçëîâ; îïðå-äåëåíèå ñâÿçíîé ñóììû ñì. â ãë.2. Áîëåå òî÷íî, äâà ïðîñòûõ îðèåíòèðî-âàííûõ óçëà èìåþò èçîìîð�íûå �óíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû, åñëè îíè ëèáîèçîòîïíû, ëèáî ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ïîñðåäñòâîì çàìåíû îðèåíòàöèèóçëà è/èëè îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà.Åñòåñòâåííûì �îðìàëüíûì àëãåáðàè÷åñêèì îáîáùåíèåì �óíäàìåíòàëü-íîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå äèñòðèáóòèâíîãî ãðóïïîèäà èëè êâàíäëà(quandle), ââåäåííîãî íåçàâèñèìî Ñ.Â.Ìàòâååâûì [Ìàò℄ è (íåñêîëüêî ïîç-æå) Ä.Äæîéñîì [Joy℄.Èäåÿ ñîñòîèò â çàìåíå ãðóïïîâîãî ñîîòíîøåíèÿ â ïåðåêðåñòêàõ âèäà b =
cac−1 �îðìàëüíûì ñîîòíîøåíèåì âèäà a ◦ c = b.Äàëåå ìû îïèñûâàåì �îðìàëüíûé îáúåêò, îáðàçóþùèìè êîòîðîãî ÿâ-ëÿþòñÿ äóãè äèàãðàììû, ïîä÷èíÿþùèåñÿ çàäàííûì ñîîòíîøåíèÿì. Íåïî-ñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà èíâàðèàíòíîñòè îáúåêòà, êîòîðûé ìû ñòðîèì, ïðè-âîäèò ê ñëåäóþùèì íåîáõîäèìûì àêñèîìàì:1. Èäåìïîòåíòíîñòü: a ◦ a = a;2. Íàëè÷èå ëåâîãî îáðàòíîãî: äëÿ �èêñèðîâàííûõ b, c ñóùåñòâóåò è åäèí-ñòâåí ýëåìåíò x, òàêîé ÷òî x ◦ b = c. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ïèñàòü

x = c/b.3. Ïðàâàÿ ñàìîäèñòðèáóòèâíîñòü: (a ◦ b) ◦ c = (a ◦ c) ◦ (b ◦ c).Ýòè àêñèîìû îòâå÷àþò ïåðâîìó, âòîðîìó è òðåòüåìó äâèæåíèÿì �åéäå-ìåéñòåðà ñîîòâåòñòâåííî.Ýòîò îáúåêò (òî÷íîå àêñèîìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ñì. â ãë. 3) ïîëó÷à-åòñÿ áîëåå ñèëüíûì, ÷åì �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà. Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðî-âåðêà àêñèîì äèñòðèáóòèâíîãî ãðóïïîèäà äëÿ îïåðàöèè a◦b = bab−1 â ãðóï-



1.1. Ââåäåíèå 16ïå ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòà îïåðàöèÿ óäîâëåòâîðÿåò âñåì àêñèîìàì äèñòðèáó-òèâíîãî ãðóïïîèäà è îïðåäåëÿåò �óíêòîð èç êàòåãîðèè ãðóïï â êàòåãîðèþäèñòðèáóòèâíûõ ãðóïïîèäîâ, ïðè ýòîì åñòåñòâåííûì ïðîîáðàçîì äèñòðè-áóòèâíîãî ãðóïïîèäà óçëà ÿâëÿåòñÿ �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà äîïîëíåíèÿê óçëó (ðàññìîòðåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîð�èçìà).Äèñòðèáóòèâíûì ãðóïïîèäàì â òåîðèè âèðòóàëüíûõ è êëàññè÷åñêèõ óç-ëîâ ïîñâÿùåíà ãëàâà 3 íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè.�ëàâíûé îáúåêò òåîðèè Ëóèñà Êàó�ìàíà (1996) ñì. [Kau1℄ è èññëåäî-âàíèÿ íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè � âèðòóàëüíûé óçåë (èëè � â ñëó÷àå ìíî-ãèõ êîìïîíåíò � âèðòóàëüíîå çàöåïëåíèå) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åñòåñòâåí-íîå êîìáèíàòîðíîå îáîáùåíèå îáû÷íîãî ïîíÿòèÿ óçëà: ââîäèòñÿ íîâûé òèïïåðåêðåñòêà è ïîïîëíÿåòñÿ ñïèñîê äâèæåíèé �åéäåìåéñòåðà. Íîâûé òèïïåðåêðåñòêà (êîòîðûé íàçûâàåòñÿ âèðòóàëüíûì è èçîáðàæàåòñÿ êðóæî÷-êîì) íå ñëåäóåò òðàêòîâàòü íè êàê ïåðåõîä îäíîé âåòâè íàä äðóãîé, íèêàê ïðîõîä îäíîé âåòâè ïîä äðóãîé (åãî ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê äèàãðàì-ìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå íà ïëîñêîñòè äâóõ �äàëåêî îòñòîÿùèõ� ÷àñòåé óç-ëà (çàöåïëåíèÿ), ïåðåñå÷åíèå êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ äå�åêòîì èçîáðàæåíèÿ). Âýòîì ñìûñëå åñòåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé âûáîð îáîáùåííûõ äâèæå-íèé �åéäåìåéñòåðà: âñå îáû÷íûå äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà, îòíîñÿùèåñÿ êêëàññè÷åñêèì ïåðåêðåñòêàì, à òàêæå äâèæåíèå îáúåçäà. Ïîñëåäíåå ñîñòîèòâ òîì, ÷òî âåòâü äèàãðàììû óçëà, ñîäåðæàùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî íåñêîëüêîâèðòóàëüíûõ ïåðåêðåñòêîâ, íî íå ñîäåðæàùàÿ êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêîâ,ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà â ëþáóþ äðóãóþ âåòâü ñ òåìè æå íà÷àëüíîé èêîíå÷íîé òî÷êàìè; íà ìåñòå íîâûõ ïåðåñå÷åíèé è ñàìîïåðåñå÷åíèé ñòàâÿòñÿâèðòóàëüíûå ïåðåêðåñòêè, ñì. ðèñ. 1.8.Êëàññè÷åñêèå äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà è îáúåçä ñîñòàâëÿþò íàáîð îáîá-ùåííûõ äâèæåíèé �åéäåìåéñòåðà.Îïðåäåëåíèå 1.0. Âèðòóàëüíîé äèàãðàììîé (èëè äèàãðàììîé âèðòó-àëüíîãî çàöåïëåíèÿ) íàçûâàåòñÿ âëîæåííûé â ïëîñêîñòü ÷åòûðåõâàëåíò-íûé ãðà� ñ êëàññè÷åñêèìè è âèðòóàëüíûìè ïåðåêðåñòêàìè.Îïðåäåëåíèå 1.1. Âèðòóàëüíîå çàöåïëåíèå � ýòî êëàññ ýêâèâàëåíòíî-ñòè âèðòóàëüíûõ äèàãðàìì ïî îáîáùåííûì äâèæåíèÿì �åéäåìåéñòåðà.Ïîäîáíî êëàññè÷åñêîìó çàöåïëåíèþ, âèðòóàëüíîå çàöåïëåíèå îáëàäàåò
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�èñ. 1.8. Îáúåçäíåêîòîðûì êîëè÷åñòâîì êîìïîíåíò.Âèðòóàëüíûé óçåë� ýòî âèðòóàëüíîå çàöåïëåíèå ñ îäíîé óíèêóðñàëüíîéêîìïîíåíòîé.Êîìïîíåíòû âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ ìîæíî îïèñàòü êîìáèíàòîðíî, èñ-õîäÿ èç âèðòóàëüíîé äèàãðàììû.Ïîä óíèêóðñàëüíîé êîìïîíåíòîé (äèàãðàììû) âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿïîíèìàåòñÿ ñëåäóþùåå. �àññìîòðèì âèðòóàëüíóþ äèàãðàììó L êàê îäíî-ìåðíûé êîìïëåêñ íà ïëîñêîñòè. ×àñòü ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ýòîãî êîìïëåêñàïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îêðóæíîñòè; êàæäóþ òàêóþ êîìïîíåíòó íàçîâåì (óíè-êóðñàëüíîé) êîìïîíåíòîé çàöåïëåíèÿ. Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëÿåò ñî-áîé ÷åòûðåõâàëåíòíûé ãðà� Γ ñ âåðøèíàìè â êëàññè÷åñêèõ è âèðòóàëüíûõïåðåêðåñòêàõ. Óíèêóðñàëüíîé êîìïîíåíòîé äèàãðàììû íàçîâåì òàêæå (ïî-ìèìî êîìïîíåíò-îêðóæíîñòåé) êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå ðå-áåð ãðà�à: äâà ðåáðà e, e′ íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåòíàáîð ðåáåð e = e1, . . . , ek = e′ è íàáîð âåðøèí v1, . . . , vk−1 (íåêîòîðûå èçêîòîðûõ, áûòü ìîæåò, ñîâïàäàþò) ãðà�à Γ, òàêîé, ÷òî ðåáðà ei, ei+1 ïîäõî-äÿò ê âåðøèíå vi ñ ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí.×èñëîì çàêðó÷åííîñòè w(L) âèðòóàëüíîé äèàãðàììû íàçûâàåòñÿ êîëè-÷åñòâî ïîëîæèòåëüíûõ ïåðåêðåñòêîâX ìèíóñ êîëè÷åñòâî îòðèöàòåëüíûõïåðåêðåñòêîâU.Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò äèàãðàììû çàöåïëåíèÿ ÿâëÿ-åòñÿ èíâàðèàíòíûì ïðè îáîáùåííûõ äâèæåíèÿõ �åéäåìåéñòåðà. Â êëàññè-÷åñêîì ñëó÷àå ýòî îïðåäåëåíèå êîìïîíåíò çàöåïëåíèÿ ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðèâå-



1.1. Ââåäåíèå 18äåííûì ðàíåå.Çàìå÷àíèå 1.1. Îòìåòèì, ÷òî òàêîé ïîäõîä � ñòàíäàðòíûå äâèæå-íèÿ âíóòðè ëîêàëüíîé åâêëèäîâîé îáëàñòè è äâèæåíèÿ òèïà îáúåçäà �áûë èñïîëüçîâàí Í.Êàìàäîé è Ñ.Êàìàäîé [KK℄ äëÿ ïîñòðîåíèÿ �îðìàëü-íûõ òåîðèé ìíîãîìåðíûõ �âèðòóàëüíûõ óçëîâ� è èõ èíâàðèàíòîâ.Ýòî ïîäâîäèò ê ñëåäóþùåé òðàêòîâêå âèðòóàëüíûõ óçëîâ, îïèñûâàåìîéâ òåðìèíàõ ãàóññîâûõ äèàãðàìì.Ïóñòü óçåë K çàäàí îòîáðàæåíèåì f îðèåíòèðîâàííîé îêðóæíîñòè S1 âòðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî.Îïðåäåëåíèå 1.2. �àóññîâîé äèàãðàììîé, ñîîòâåòñòâóþùåé ïëîñêîéäèàãðàììå (âèðòóàëüíîãî) óçëà K íàçûâàåòñÿ äèàãðàììà, ñîñòîÿùàÿ èçîðèåíòèðîâàííîé îêðóæíîñòè (ñ �èêñèðîâàííîé òî÷êîé, êîòîðàÿ íå ÿâëÿ-åòñÿ ïðîîáðàçîì ïåðåêðåñòêà), íà êîòîðîé ïðîîáðàçû ïðîõîäà è ïåðåõîäà(äëÿ êàæäîãî êëàññè÷åñêîãî ïåðåêðåñòêà) ñîåäèíåíû ñòðåëêîé, íàïðàâëåí-íîé îò ïðîîáðàçà ïåðåõîäà ê ïðîîáðàçó ïðîõîäà. Êàæäàÿ ñòðåëêà ñíàáæåíàçíàêîì, êîòîðûé ñîâïàäàåò ñî çíàêîì ïåðåêðåñòêà, ò.å. + äëÿ ïåðåêðåñòêàâèäàX è − äëÿU.Òàê, äëÿ êëàññè÷åñêîãî ïðàâîãî òðèëèñòíèêà ãàóññîâà äèàãðàììà âûãëÿ-äèò ñëåäóþùèì îáðàçîì, ñì. ðèñ. 1.9.
�èñ. 1.9. �àóññîâà äèàãðàììà ïðàâîãî òðèëèñòíèêàÏðîèçâîëüíûå ãàóññîâû äèàãðàììû, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ìîãóò áûòü ïðåä-ñòàâëåíû â âèäå ãàóññîâûõ äèàãðàìì êëàññè÷åñêèõ óçëîâ. Ýòî ñâÿçàíî ñíåâîçìîæíîñòüþ âëîæåíèÿ â ïëîñêîñòü ãðà�à ñ íåêîòîðîé êîìáèíàòîðíîéñòðóêòóðîé. Òåì íå ìåíåå, âñå ãàóññîâû äèàãðàììû ìîæíî ðåàëèçîâàòü ïî-ñðåäñòâîì ïîãðóæåíèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ, îòìå÷àÿ òî÷êè, èìåþùèå áîëü-



1.1. Ââåäåíèå 19øå îäíîãî ïðîîáðàçà (â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ � ðîâíî äâà ïðîîáðàçà),âèðòóàëüíûìè ïåðåêðåñòêàìè, ñì. ðèñ. 1.10.
�èñ. 1.10. �àóññîâà äèàãðàììà âèðòóàëüíîãî óçëàÝòî åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ âèðòó-àëüíûõ óçëîâ (íå çàöåïëåíèé): íóæíî ðàññìîòðåòü âñå �îðìàëüíûå ãàóññî-âû äèàãðàììû è �îðìàëüíî îïèñàòü äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà (êàê â ñëó-÷àå êëàññè÷åñêèõ äèàãðàìì óçëîâ): îíè áóäóò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé êîìáèíà-òîðíûå ñõåìû ïðåîáðàçîâàíèé ãàóññîâûõ äèàãðàìì. Â ýòîì ñëó÷àå êëàññûýêâèâàëåíòíîñòè ãàóññîâûõ äèàãðàìì ïî �îðìàëüíûì äâèæåíèÿì �åéäå-ìåéñòåðà è áóäóò ïðåäñòàâëÿòü âèðòóàëüíûå óçëû. Îòìåòèì, ÷òî íàì íåïîíàäîáèòñÿ äâèæåíèå îáúåçäà, òàê êàê ãàóññîâà äèàãðàììà �íå çíàåò� íè-÷åãî î ðàñïîëîæåíèè âèðòóàëüíûõ ïåðåêðåñòêîâ íà ïëîñêîñòè, à �çíàåò�ëèøü êëàññè÷åñêèå ïåðåêðåñòêè è òî, êàê îíè ñîåäèíåíû ìåæäó ñîáîé. Ýòîîçíà÷àåò, ÷òî ãàóññîâû äèàãðàììû ÷óâñòâèòåëüíû òîëüêî ê êëàññè÷åñêèìäâèæåíèÿì �åéäåìåéñòåðà è íå÷óâñòâèòåëüíû ê äâèæåíèÿì îáúåçäà. Òî÷-íîãî ñïèñêà äâèæåíèé �åéäåìåéñòåðà äëÿ ãàóññîâûõ äèàãðàìì ìû íå ïðè-âîäèì, ñì., íàïð., [GPV℄.Âåòâè âèðòóàëüíîãî óçëà, èìåþùèå âèðòóàëüíîå ïåðåñå÷åíèå, îòíîñÿùè-åñÿ ê äâóì �äàëåêî îòñòîÿùèì� ÷àñòÿì óçëà, ìîãóò ñâîáîäíî äâèãàòüñÿ ïîïîâåðõíîñòè íåçàâèñèìî îäíà îò äðóãîé. Ýòî ïðèâîäèò ê îïðåäåëåíèþ âèð-òóàëüíûõ óçëîâ êàê óçëîâ â óòîëùåííûõ îðèåíòèðîâàííûõ ïîâåðõíîñòÿõ

S × I, ãäå S � äâóìåðíàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü, à I �îòðåçîê ñ �èêñèðîâàííîé îðèåíòàöèåé; ïðè ýòîì óòîëùåííûå ïîâåðõíîñòèäîëæíû ðàññìàòðèâàòüñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ñòàáèëèçàöèè, ò.å. ñ òî÷íîñòüþäî äîáàâëåíèÿ è óäàëåíèÿ ðó÷åê èç ïîâåðõíîñòè S òàê, ÷òîáû äîáàâëÿåìûåóòîëùåííûå ðó÷êè íå çàòðàãèâàëè ñîîòâåòñòâóþùåãî óçëà (áîëåå ïîäðîá-



1.1. Ââåäåíèå 20íîå îïèñàíèå ñì. â ãë. 2).Çäåñü è äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà óòîëùåííîé îðèåíòðîâàííîé ïî-âåðõíîñòè S × I �èêñèðîâàíà ñòðóêòóðà ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ è óêàçàíî,êàêîé êðàé ÿâëÿåòñÿ âåðõíèì, à êàêîé � íèæíèì.Â ñëó÷àå çàöåïëåíèÿ íóæíî ðàçðåøàòü òàêæå íåñâÿçíûå ïîâåðõíîñòè
S1 ⊔ · · · ⊔ Sk (ïðè ýòîì èíîãäà òðåáóþò, ÷òîáû â êàæäîì ìíîãîîáðàçèè
Sj × I ëåæàëà ïî êðàéíåé ìåðå îäíà êîìïîíåíòà âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ,[Kup℄). Çàöåïëåíèÿ â S × I îïèñûâàþòñÿ äèàãðàììàìè íà S ñ ïðîõîäà-ìè è ïåðåõîäàìè. Â ýòîì ñìûñëå âèðòóàëüíûå äèàãðàììû ïîëó÷àþòñÿ ñïîìîùüþ ðåãóëÿðíûõ ïðîåêöèé îáùåãî ïîëîæåíèÿ äèàãðàìì 
 ïîâåðõíî-ñòè S íà ïëîñêîñòü: ïåðåêðåñòêè ïåðåõîäÿò â êëàññè÷åñêèå ïåðåêðåñòêè,à íîâûå ïåðåñå÷åíèÿ (äå�åêòû ïðîåêöèè) îòìå÷àþòñÿ âèðòóàëüíûìè ïå-ðåêðåñòêàìè; ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïðè äè��åîìîð�èçìå ïðîåêöèèîêðåñòíîñòåé êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêîâ âñå ïåðåõîäèëè íà ïëîñêîñòü ñ ñî-õðàíåíèåì îðèåíòàöèè. Äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà äëÿ äèàãðàìì íà S (òåæå, ÷òî è â ñëó÷àå êëàññè÷åñêèõ äèàãðàìì óçëîâ) ñîîòâåòñòâóþò êëàññè÷å-ñêèì äâèæåíèÿì �åéäåìåéñòåðà äëÿ âèðòóàëüíûõ äèàãðàìì; ñóùåñòâóþòòàêæå ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòîðûå íå ìåíÿþò êîìáèíàòîðíîé ñòðóêòóðû äèà-ãðàììû íà S, íî ìåíÿþò êîìáèíàòîðíóþ ñòðóêòóðó ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü:èì ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèå îáúåçäà.Òåîðåìà îá ýêâèâàëåíòíîñòè ðàçëè÷íûõ îïðåäåëåíèé âèðòóàëüíûõ óçëîâáûëà àíîíñèðîâàíà â ðàáîòå [Kau7℄ è äîêàçàíà ðàçëè÷íûìè àâòîðàìè, âòîì ÷èñëå Êàó�ìàíîì. Ïîëíîå ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè,íàïðèìåð, â [Ìà1℄.Íàðÿäó ñ îáû÷íûìè âèðòóàëüíûìè óçëàìè ñóùåñòâóåò òåîðèÿ �ñêðó÷åí-íûõ óçëîâ�, ïðåäëîæåííàÿ Áóðãóàíîì [Bou℄, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîéâèðòóàëüíûå óçëû â îðèåíòèðîâàííûõ óòîëùåíèÿõ íåîðèåíòèðóåìûõ ïî-âåðõíîñòåé. Ìû îáðàòèìñÿ ê ñêðó÷åííûì âèðòóàëüíûì óçëàì â ãëàâå 6.�åàëèçàöèÿ äâèæåíèé îáúåçäà äâèæåíèÿìè íà óòîëùåííûõ ïîâåðõíî-ñòÿõ è èõ ïðîåêöèÿìè èçîáðàæåíà íà ðèñ. 1.11.Ýòî ïîäâîäèò íàñ ê ëîêàëüíûì âåðñèÿì äâèæåíèÿ îáúåçäà, êîòîðûå ñî-ñòîÿò èç:1. ×èñòî âèðòóàëüíûõ äâèæåíèé �åéäåìåéñòåðà Ω′
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�èñ. 1.11. Îáîáùåííûå äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà è óòîëùåííûå ïîâåðõíîñòè÷àþòñÿ èç êëàññè÷åñêèõ äâèæåíèé �åéäåìåéñòåðà çàìåíîé âñåõ ó÷àñò-âóþùèõ â íèõ êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêîâ âèðòóàëüíûìè ïåðåêðåñòêà-ìè, ñì. ðèñ. 1.12.
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1.1. Ââåäåíèå 222. Ïîëóâèðòóàëüíîé âåðñèè Ω′′
3 òðåòüåãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà, êîòî-ðàÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî äóãà, ñîäåðæàùàÿ äâà âèðòóàëüíûõ ïåðåêðåñòêà,ìîæåò áûòü ïåðåíåñåíà ñêâîçü êëàññè÷åñêèé ïåðåêðåñòîê, ñì. ðèñ. 1.13.

dd

dd
⇐⇒

�èñ. 1.13. Ïîëóâèðòóàëüíàÿ âåðñèÿ Ω′′

3Íàçîâåì óâåëè÷èâàþùèì òîò èç âàðèàíòîâ äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà, êî-òîðûé óâåëè÷èâàåò êîëè÷åñòâî ïåðåêðåñòêîâ (êëàññè÷åñêèõ â êëàññè÷åñêîìñëó÷àå è âèðòóàëüíûõ � â âèðòóàëüíîì). Òàê, äâèæåíèÿ Ω1, Ω2, Ω
′
1, Ω

′′
2 �âîäíó ñòîðîíó� ÿâëÿþòñÿ óâåëè÷èâàþùèìè, à �â äðóãóþ ñòîðîíó� � óìåíü-øàþùèìè.Î÷åâèäíî ñëåäóþùååÓòâåðæäåíèå 1.1. Äâå âèðòóàëüíûå äèàãðàììû K è K ′ ïîëó÷àþòñÿäðóã èç äðóãà ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì äâèæåíèé îáúåçäà òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ïîëó÷àþòñÿ îäíà èç äðóãîé ïîñëåäîâàòåëüíûìïðèìåíåíèåì äâèæåíèé Ω′

1, Ω
′
2, Ω

′
3, Ω

′′
3.Âîññòàíîâëåíèå äèàãðàììû óçëà â óòîëùåííîé ïîâåðõíîñòè ïî âèðòó-àëüíîé äèàãðàììå íà ïëîñêîñòè ïðîèñõîäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.Ïóñòü L � äèàãðàììà âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ íà S2 (ìû êîìïàêòè-�èöèðóåì R2 îäíîé òî÷êîé). Êàæäûé âèðòóàëüíûé ïåðåêðåñòîê ýòîé äèà-ãðàììû ñîîòâåòñòâóåò ïåðåñå÷åíèþ äâóõ äóã. Âûáåðåì îäíó èç íèõ è ñîçäà-äèì äëÿ åå ïîäíÿòèÿ �ðó÷êó�, ñì. ðèñ. 1.14. Â èòîãå ìû ïîëó÷èì äèàãðàììó(ñ ïðîõîäàìè, ïåðåõîäàìè è âèðòóàëüíûìè ïåðåêðåñòêàìè) íà òîðå, ó êî-òîðîé êîëè÷åñòâî âèðòóàëüíûõ ïåðåêðåñòêîâ íà åäèíèöó ìåíüøå, ÷åì óèçíà÷àëüíîé äèàãðàììû.Îòìåòèì, ÷òî âûáîð ðàñïîëîæåíèÿ ýòîé ðó÷êè � ñâåðõó èëè ñíèçó �íåñóùåñòâåí, òàê êàê óòîëùåííàÿ ïîâåðõíîñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ íàìè ñàìàïî ñåáå âíå êîíêðåòíîãî âëîæåíèÿ ïîâåðõíîñòè â R3.
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�èñ. 1.14. Ïîäíÿòèå âèðòóàëüíîãî ïåðåêðåñòêà íà ðó÷êóËåãêî ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî íåñóùåñòâåí è âûáîð òîé èç äâóõ äóã, êîòî-ðàÿ �ïîäíèìàåòñÿ� íà âíîâü ñîçäàâàåìóþ ðó÷êó � äâå êàðòèíêè-äèàãðàììû

K1 è K2, ñîîòâåòñòâóþùèå òàêèì äâóì ïîäíÿòèÿì íà ïîâåðõíîñòè ñ ðó÷êà-ìè M1 è M2, ò.å. K1 ⊂ M1 è K2 ⊂ M2, áóäóò êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòíû(ò.å. ñóùåñòâóåò ãîìåîìîð�èçì f : M1 → M2 îäíîãî ïîäíÿòèÿ íà äðó-ãîå, ïåðåâîäÿùèé îäíó âèðòóàëüíóþ äèàãðàììó ñ ïåðåêðåñòêàìè â äðóãóþ
f(K1) = K2).Ïðîäîëæàÿ äàëåå çàìåíÿòü âèðòóàëüíûå ïåðåêðåñòêè íà ðó÷êè, ìû ìî-æåì èçáàâèòüñÿ îòî âñåõ âèðòóàëüíûõ ïåðåêðåñòêîâ è ïîëó÷èòü äèàãðàììóíà Sg ( =Sg × {1

2} ⊂ Sg × [0, 1]) , ãäå g � íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ðó÷åê. Òà-êîå ïðåîáðàçîâàíèå îáúÿñíÿåòñÿ äâèæåíèåì îáúåçäà. Êàæäîå òàêîå äâèæå-íèå ñîñòîèò â �ñîáèðàíèè� ïîñëåäîâàòåëüíî ðàñïîëîæåííûõ ðó÷åê â îäíóè äðîáëåíèè ýòîé ðó÷êè íà íîâûå ðó÷êè, ðàñïîëîæåííûå â äðóãèõ ìåñòàõ,ñì. ðèñ. 1.15

�èñ. 1.15. Îáúåçä è ñòàáèëèçàöèÿ



1.1. Ââåäåíèå 24Â íèæíåé ÷àñòè ðèñóíêà 1.15 �ñîáèðàíèå� (èëè, íàîáîðîò, äðîáëåíèå)ñîñòîèò èç ýëåìåíòàðíûõ äâèæåíèé, êîòîðûå êàê ðàç ïðåäñòàâëÿþò ñîáîéäåñòàáèëèçàöèþ (ñîîòâ., ñòàáèëèçàöèþ).Ïðè ýòîì êëàññè÷åñêèå äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà ïðîèçâîäÿòñÿ ëîêàëüíîíà íåêîòîðîé ÷àñòè ïîâåðõíîñòè Sg, ïðîèñõîäÿùåé èç ñ�åðû ïîñðåäñòâîìäîáàâëåíèÿ ðó÷åê.Åñòåñòâåííî, ÷òî ïîâåðõíîñòü Sg×I àâòîìàòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðî-âàííîé: îðèåíòàöèÿ äëÿ Sg ïðîèñõîäèò èç îðèåíòàöèè ñ�åðû S2, ê êîòîðîéïðèêëåèâàþòñÿ ðó÷êè.Îòìåòèì, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè Sg íåò íèêàêîé âûäåëåííîé ñèñòåìû êî-îðäèíàò (ïàðàëëåëåé è ìåðèäèàíîâ). Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ïðèìåíåíèè ïåð-âîãî âèðòóàëüíîãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà ýòà ïîâåðõíîñòü ïîäâåðãàåòñÿñêðó÷èâàíèÿì Äåíà, ñì. ðèñ. 1.16.

�èñ. 1.16. Ñêðó÷èâàíèå Äåíà è äâèæåíèå Ω′

1Îòìåòèì, ÷òî äâà ïîõîæèõ íà äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà ïðåîáðàçîâàíèÿ,ïîêàçàííûå íà ðèñóíêå íèæå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿþòñÿ ýêâèâèàëåíòíî-ñòÿìè âèðòóàëüíûõ óçëîâ. Îíè ïîëó÷èëè íàçâàíèå çàïðåùåííûõ äâèæå-íèé, ñì. ðèñ. 1.17.Îêàçûâàåòñÿ (ýòî âïåðâûå çàìåòèëè �óñàðîâ, Ïîëÿê è Âèðî [GPV℄), ÷òîïðè äîáàâëåíèè îáîèõ çàïðåùåííûõ äâèæåíèé ëþáûå äâà âèðòóàëüíûõ óç-ëà (íî íå çàöåïëåíèÿ!) ñòàíîâÿòñÿ ýêâèâèàëåíòíûìè. Åñëè äîáàâèòü òîëüêîîäíî èç ýòèõ äâèæåíèé, à äðóãîå îñòàâèòü çàïðåùåííûì, ïîëó÷èòñÿ èíòå-ðåñíàÿ òåîðèÿ òðóá÷àòûõ óçëîâ. Ýòà òåîðèÿ áûëà ïðåäëîæåíàØèíîì Ñàòî,[Satoh℄, ñì. òàêæå [KM2℄.
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�èñ. 1.17. Çàïðåùåííûå äâèæåíèÿÎáùåèçâåñòíî (äîêàçàòåëüñòâî, ñì., íàïð., â [Ìà1℄), ÷òî êàæäûé êëàññè-÷åñêèé óçåë ìîæåò áûòü ïåðåñòðîåí â òðèâèàëüíûé óçåë ïîñëåäîâàòåëü-íîé çàìåíîé ïåðåêðåñòêîâ I ⇐⇒ F. Ýòî ÿâëÿåòñÿ îòïðàâíîé òî÷êîéäëÿ ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòîâ óçëîâ (ñêåéí-ìîäóëè, àëãåáðû Êîíâåÿ, ïîëè-íîì Êàó�ìàíà, èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà è äð.) Äëÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ ýòîóòâåðæäåíèå íåâåðíî, à èìåííî, ðàçðåøåíèå çàìåíû òèïà êëàññè÷åñêîãî ïå-ðåêðåñòêà ïðèâîäèò ê íåòðèâèàëüíîé òåîðèè ïëîñêèõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ,ñì., íàïð., [KK℄. Åå ìîæíî �îðìàëèçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âìåñòî ëþ-áîãî êëàññè÷åñêîãî ïåðåêðåñòêà � ïðîõîäà èëè ïåðåõîäà � ìû èñïîëüçóåìîäèí òèï ïåðåêðåñòêà, íàçûâàåìûé ïëîñêèì (êëàññè÷åñêèì); îí èçîáðàæà-åòñÿ îáûêíîâåííûì ïåðåñå÷åíèåì äâóõ ëèíèé íà ïëîñêîñòè; êðîìå òîãî, ìûäîïóñêàåì âèðòóàëüíûå ïåðåêðåñòêè. Äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà äëÿ ïëîñ-êèõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ èçîáðàæåíû íà ðèñ. 1.18.Ïðîñòåéøèé ïðèìåð ïëîñêîãî âèðòóàëüíîãî óçëà, êîòîðûé íå ìîæåò áûòüñâåäåí ê òðèâèàëüíîìó, èçîáðàæåí íà ðèñ. 1.19.Âèðòóàëüíûå óçëû ïîäíèìàþòñÿ íà �óòîëùåííûå� ïîâåðõíîñòè. Åñëè íåîáðàùàòü âíèìàíèå íà òî, êàêàÿ âåòâü âèðòóàëüíîãî óçëà â êëàññè÷åñêîìïåðåêðåñòêå ïðîõîäèò âûøå, à êàêàÿ � íèæå (çàáûòü ïðî ñòðóêòóðó ïðîõî-äîâ/ïåðåõîäîâ), ìû ïîëó÷èì åñòåñòâåííîå ïîäíÿòèå ïëîñêèõ âèðòóàëüíûõóçëîâ íà äâóìåðíûå ïîâåðõíîñòè (óòîëùåíèå íå òðåáóåòñÿ); çäåñü ìû îïè-
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�èñ. 1.18. Äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà äëÿ ïëîñêèõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ

�èñ. 1.19. Ïðîñòåéøèé íåòðèâèàëüíûé ïëîñêèé âèðòóàëüíûé óçåëøåì äðóãîé ñïîñîá ïîäíÿòèÿ, îòëè÷íûé îò îïèñàííîãî íà ñòð. 22.Ïîäíÿòèå ïðîèñõîäèò â äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà ïî âèðòóàëüíîé äèàãðàììå Lìû ñòðîèì ïîâåðõíîñòü ñ êðàåì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â êàæäîì êëàññè÷å-ñêîì ïåðåêðåñòêå äèàãðàììû çàöåïëåíèÿ ìû ðàñïîëàãàåì êðåñò (âåðõíÿÿ÷àñòü ðèñ. 1.20), à â êàæäîì âèðòóàëüíîì ïåðåêðåñòêå � ïàðó íåïåðåñåêà-



1.1. Ââåäåíèå 27þùèõñÿ ëåíò (íèæíÿÿ êàðòèíêà), ñð. [KK℄. Ñîåäèíÿÿ ýòè êðåñòû è ëåíòûëåíòàìè (íå ïåðåêðó÷åííûìè), èäóùèìè âäîëü äóã çàöåïëåíèÿ, ìû ïîëó÷à-åì îðèåíòèðóåìîå äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì, êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì÷åðåç M ′.
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@�èñ. 1.20. Ëîêàëüíàÿ ñòðóêòóðà ïîâåðõíîñòè M ′Åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðîåêöèÿ äèàãðàììû çàöåïëåíèÿ L îòîáðàæàåòñÿâ M ′ òàêèì îáðàçîì, ÷òî äóãè äèàãðàììû îòîáðàæàþòñÿ â ñðåäíèå ëèíèèëåíò, à êëàññè÷åñêèå (ïëîñêèå) ïåðåêðåñòêè ñîîòâåòñòâóþò ïåðåêðåñòêàìâíóòðè êðåñòîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïîëó÷àåì íàáîð êðèâûõ δ ⊂ M ′. Çà-êëåèâàÿ äèñêàìè ãðàíè÷íûå êîìïîíåíòû ìíîãîîáðàçèÿ M ′, ìû ïîëó÷àåìîðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå M = M(L) áåç êðàÿ ñ íàáîðîì êðèâûõ δ,ïîãðóæåííûõ â íåãî.Ýòî ïðèâîäèò íàñ ê òåîðåìå, ñì. íàïð., [KK℄.Òåîðåìà 1.1. Ïëîñêèå âèðòóàëüíûå çàöåïëåíèÿ � ýòî êëàññû ýêâèâà-ëåíòíîñòè êîíå÷íûõ íàáîðîâ îðèåíòèðîâàííûõ êðèâûõ â äâóìåðíûõ ïî-âåðõíîñòÿõ, ðàññìîòðåííûõ ñ òî÷íîñòüþ äî ñâîáîäíîé ãîìîòîïèè, ñòà-áèëèçàöèè è äåñòàáèëèçàöèè.Âîïðîñ î òîì, ÿâëÿþòñÿ ëè äâà òàêèõ çàäàíèÿ ïëîñêîãî âèðòóàëüíîãî çà-öåïëåíèÿ ýêâèâàëåíòíûìè â êàòåãîðèè ïëîñêèõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ ëåãêîðàñïîçíàåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè. Âïåðâûå ýòî áûëî ñäåëàíî Á. �àéíõàðòîì[Rein℄. Íèæå ìû ïðèâîäèì îäèí àëãîðèòì òàêîãî ðàñïîçíàâàíèÿ. Íàñòî-ÿùèé àëãîðèòì è åãî ñâÿçü ñ âèðòóàëüíûìè óçëàìè áûë ñîîáùåí àâòîðó



1.1. Ââåäåíèå 28Å.À.Êóäðÿâöåâîé. Çäåñü äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü ïîäðàçóìåâàåòñÿ îðèåíòè-ðîâàííîé, çàìêíóòîé è èìåþùåé êîíå÷íîå ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè (åñëè
S íåñâÿçíà, òî îðèåíòèðîâàííîé ïðåäïîëàãàåòñÿ êàæäàÿ èç åå êîìïîíåíòñâÿçíîñòè).Îïðåäåëèì ýêâèâàëåíòíîñòü ñ òî÷íîñòüþ äî ñâîáîäíîé ãîìîòîïèè è ñòà-áèëèçàöèè áîëåå òî÷íî.Ïóñòü S � ìíîæåñòâî âñåõ ïàð (M, δ), ãäå M � ãëàäêàÿ îðèåíòèðîâàí-íàÿ çàìêíóòàÿ äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü áåç êðàÿ (âîçìîæíî íåñâÿçíàÿ, íîñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñâÿçíûõ êîìïîíåíò), à δ � íåóïîðÿäî÷åííîå êîíå÷íîåñåìåéñòâî çàìêíóòûõ êðèâûõ, ïîãðóæåííûõ â M . Â äàëüíåéøåì ìû áóäåìðàññìàòðèâàòü ëèøü ïîãðóæåíèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ.Îïðåäåëèì êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå S ïîñðåäñòâîì ñëåäó-þùèõ ýëåìåíòàðíûõ îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè:1. Åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîð�èçì M → M ′, îòîæäåñòâëÿþùèé íàáîðû

δ è δ′, òî äâå ïàðû (M, δ), (M ′, δ′) ýêâèâàëåíòíû,2. Äëÿ �èêñèðîâàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ M åñëè íàáîð êðèâûõ δ ñâîáîäíîãîìîòîïåí íàáîðó êðèâûõ δ′ â M , òî ïàðû (M, δ) è (M, δ′) ýêâèâàëåíò-íû.3. Åñëè N ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì, ïîëó÷åííûì èç M óäàëåíèåì äâóõäèñêîâ, íå ïåðåñåêàþùèõ êðèâûõ èç δ, è âêëåèâàíèåì îðèåíòèðîâàí-íûõ ðó÷åê íà èõ ìåñòî (ñòàáèëèçàöèÿ), òî ïàðû (M, δ) è (N, δ) ýêâè-âàëåíòíû.4. Äëÿ êàæäîãî êîìïàêòíîãî çàìêíóòîãî îðèåíòèðîâàííîãî äâóìåðíîãîìíîãîîáðàçèÿ N ïàðû (M, δ) è (M ⊔ N, δ) ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè.Åñòåñòâåííî, âìåñòå ñ êàæäûì ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ðàññìàò-ðèâàåòñÿ òàêæå è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå; òàê, ïðåîáðàçîâàíèå, îáðàòíîåê ñòàáèëèçàöèè íàçûâàåòñÿ äåñòàáèëèçàöèåé.Â ï.4. ⊔ îçíà÷àåò íåñâÿçíóþ ñóììó ìíîãîîáðàçèÿ M (ñî âñåìè êðèâûìèèç íàáîðà δ íà ýòîì ìíîãîîáðàçèè) è ìíîãîîáðàçèÿ N (ñ ïóñòûì íàáîðîìêðèâûõ).



1.1. Ââåäåíèå 29Â äàëüíåéøåì òàêèå êîìáèíàòîðíûå îáúåêòû ïîíàäîáÿòñÿ íàì äëÿ ïî-ñòðîåíèÿ áîëåå ñèëüíûõ èíâàðèàíòîâ âèðòóàëüíûõ óçëîâ (Ξ-ïîëèíîì, ñì.ãë. 4, ðàçäåë 4.2.2).Èäåÿ ðàñïîçíàâàíèÿ ïëîñêèõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî äå-ñòàáèëèçàöèÿ íå ïðåïÿòñòâóåò äâèæåíèÿì, óìåíüøàþùèì êîëè÷åñòâî ïå-ðåêðåñòêîâ è íàîáîðîò. Òàêèì îáðàçîì, óïðîùåíèå ìîæíî ïðîèçâîäèòü âëþáîì ïîðÿäêå. Îïèøåì ýòî áîëåå ïîäðîáíî.�àññìîòðèì ýëåìåíò (M, δ) ∈ S. Íàçîâåì äâóóãîëüíèêîì äâà îòðåçêà
I1, I2 êðèâûõ (èëè îäíîé êðèâîé) èç δ, òàêèå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå I1 ∩ I2 =
∂I1 = ∂I2 ñîñòîèò èç äâóõ òî÷åê, ïðè ýòîì îáúåäèíåíèå I1 ∪ I2 îãðàíè÷è-âàåò äèñê íà M . Ïîä ïåòëåé áóäåì ïîíèìàòü îòðåçîê êðèâîé èç íàáîðà δ,êîíöåâûå òî÷êè êîòîðîãî ñîâïàäàþò, ïðè ýòîì îòðåçîê íå èìååò äðóãèõ òî-÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ, êðîìå êîíöåâûõ, à ïîëó÷èâøàÿñÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿîãðàíè÷èâàåò äèñê íà M .Àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó âîçìîæíîñòè äåñòàáèëèçè-ðîâàòü ïîâåðõíîñòü (óìåíüøèòü ðîä) ëèáî ê óìåíüøåíèþ êîëè÷åñòâà ïå-ðåñå÷åíèé ïîñðåäñòâîì ðàçâåäåíèÿ äâóóãîëüíèêà èëè óäàëåíèÿ ïåòëè, ñì.ðèñ. 1.21. Â ñëó÷àå, êîãäà íè÷åãî èç âûøåïåðå÷èñëåííîãî ñäåëàòü íåâîç-ìîæíî, äèàãðàììà íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé.

�èñ. 1.21. Óäàëåíèå ïåòëè è ðàçâåäåíèå äâóóãîëüíèêàÌèíèìàëüíûå äèàãðàììû ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ïîñëåäîâàòåëüíûìïðèìåíåíèåì òðåòüåãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà, êîòîðîå íå ìåíÿåò íè ïî-âåðõíîñòè, íè êîëè÷åñòâà ïåðåêðåñòêîâ. Ïîýòîìó ðàñïîçíàâàíèå äâóõ ýê-



1.1. Ââåäåíèå 30âèâàëåíòíûõ ìèíèìàëüíûõ äèàãðàìì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòóþ êîìáè-íàòîðíóþ çàäà÷ó, êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ ïåðåáîðîì.Òàêèì îáðàçîì, ïëîñêèå âèðòóàëüíûå óçëû � íåòðèâèàëüíîå (íî ïîëíî-ñòüþ îïèñàííîå àëãîðèòìè÷åñêè) ïåðâîå ïðèáëèæåíèå âèðòóàëüíûõ óçëîâ,äîïóñêàþùåå íàãëÿäíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ.Ïàðàëëåëüíî òåîðèè óçëîâ ñòðîèòñÿ òåîðèÿ êîñ (âïåðâûå ïîíÿòèå ââå-äåíî Ý.Àðòèíîì, [Art1℄). Ïîä ãðóïïîé êîñ èç n íèòåé ïîíèìàåòñÿ �óí-äàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà êîí�èãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà íåóïîðÿäî÷åííûõíàáîðîâ èç n ðàçëè÷íûõ òî÷åê íà êîìïëåêñíîé ïðÿìîé. Òàêèì îáðàçîì, äëÿçàäàíèÿ êîñû èç n íèòåé íóæíî çàäàòü çàìêíóòûé ïóòü â ýòîì êîí�èãóðà-öèîííîì ïðîñòðàíñòâå, ò.å. îïèñàòü òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ íàáîðà n òî÷åêâî âðåìåíè òàê, ÷òîáû îíè â êîíå÷íûé ìîìåíò ïîïàëè íà ìåñòî èçíà÷àëü-íûõ òî÷åê (â íåêîòîðîì ïîðÿäêå). Ïðè ýòîì ïîðÿäîê òî÷åê íå �èêñèðîâàí.Åñëè �èêñèðîâàòü ïîðÿäîê òî÷åê, ìû ïðèäåì ê ïîíÿòèþ êðàøåíûõ êîñ.Êîñû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â ãëàäêîé èëè â êóñî÷íî-ëèíåéíîé êàòåãîðèè,ïðè ýòîì â ãëàäêîé êàòåãîðèè ñòàíäàðòíûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ñãëàæè-âàíèå ïðè âçÿòèè îïåðàöèè ïðîèçâåäåíèÿ êîñ.Îáû÷íî çà òî÷êó îòñ÷åòà (â êîí�èãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå) áåðóò íà-áîð öåëûõ òî÷åê 1, . . . , n ∈ Z ⊂ C.Òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ îòäåëüíûõ òî÷åê ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íèòè êî-ñû. �îìîòîïèÿ â ïðîñòðàíñòâå êîñ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãëàäêóþ (êóñî÷íî-ëèíåéíóþ) äå�îðìàöèþ âñåõ íèòåé áåç ïåðåñå÷åíèé.Ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííàÿ îïåðàöèÿ çàìûêàíèÿ êîñ: åñëè ñîåäèíèòü êàæ-äûé âåðõíèé êîíåö êîñû ñ åå ñîîòâåòñòâóþùèì íèæíèì êîíöîì, ìû ïîëó-÷èì êîððåêòíî îïðåäåëåííûé êëàññ çàöåïëåíèÿ, ñì. ðèñ. 1.22.Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè êîñ èìåþò åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðó ãðóïïû.Ïàðàëëåëüíî ñ òåîðèåé âèðòóàëüíûõ óçëîâ ñóùåñòâóåò òåîðèÿ âèðòóàëü-íûõ êîñ, âïåðâûå ðàññìàòðèâàâøàÿñÿ â ðàáîòàõ Â.Â.Âåðøèíèíà, [Ver℄, Ñ.Êàìàäû, [Kam℄, ñì. òàêæå [Ìà3, KL, KL2℄. �ðóïïà âèðòóàëüíûõ êîñ èç níèòåé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðóïïó ñ äâóìÿ ñåìåéñòâàìè îáðàçóþùèõ: n − 1êëàññè÷åñêèõ (êàê ó êëàññè÷åñêèõ êîñ) è n− 1 âèðòóàëüíûõ (êàê ó ãðóïïûïåðåñòàíîâîê); ñîîòíîøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò îáîáùåííûì äâèæåíèÿì �åé-äåìåéñòåðà (âñåì, êðîìå ïåðâîãî êëàññè÷åñêîãî Ω1 è ïåðâîãî âèðòóàëüíî-
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�èñ. 1.22. Çàìûêàíèå êîñûãî Ω′
1) è äàëüíåé êîììóòàòèâíîñòè (ñì. äàëåå). Îíè ðàçäåëÿþòñÿ íà òðèãðóïïû: êëàññè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ (îòíîñÿùèåñÿ ê êëàññè÷åñêèì îáðàçó-þùèì), ñîîòíîøåíèÿ ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê (îòíîñÿùèåñÿ ê âèðòóàëüíûìîáðàçóþùèì) è ñìåøàííûå ñîîòíîøåíèÿ (ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëóâèðòóàëü-íîìó äâèæåíèþ Ω′′

3).Ïîäîáíî òîìó, êàê çàìûêàíèÿ êëàññè÷åñêèõ êîñ çàäàþò êëàññè÷åñêèåóçëû èëè çàöåïëåíèÿ, çàìûêàíèÿ âèðòóàëüíûõ êîñ äàþò âèðòóàëüíûå óç-ëû èëè çàöåïëåíèÿ. Ïðè ýòîì òàêèå çàöåïëåíèÿ àâòîìàòè÷åñêè ÿâëÿþòñÿîðèåíòèðóåìûìè: îðèåíòàöèÿ íàñëåäóåòñÿ èç êîñû, åñëè âñå íèòè êîñû îðè-åíòèðîâàòü ñâåðõó âíèç. Ïðèìåð âèðòóàëüíîé êîñû èçîáðàæåí íà ðèñ. 1.23.Èìååòñÿ ðÿä åñòåñòâåííûõ àñïåêòîâ òåîðèè êëàññè÷åñêèõ è âèðòóàëüíûõêîñ. Îòìåòèì íàèáîëåå âàæíûå èç íèõ.1. Ëþáîå îðèåíòèðîâàííîå êëàññè÷åñêîå çàöåïëåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷å-íî çàìûêàíèåì íåêîòîðîé êîñû. Ýòî äîêàçàíî â [Ale3℄. Ëþáîå âèðòóàëüíîåîðèåíòèðîâàííîå çàöåïëåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî çàìûêàíèåì íåêîòîðîéâèðòóàëüíîé êîñû [Kam, Ver℄.2. Çàìûêàíèÿ èçîòîïíûõ (â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå) èëè ýêâèâàëåíòíûõ (ââèðòóàëüíîì ñëó÷àå) êîñ çàäàþò èçîòîïíûå (ýêâèâàëåíòíûå) çàöåïëåíèÿ.Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé.3. Äâå êëàññè÷åñêèå êîñû, èìåþùèå ýêâèâàëåíòíûå çàìûêàíèÿ, ïîëó-
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�èñ. 1.23. Âèðòóàëüíàÿ êîñà÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì òàê íàçûâàåìûõäâèæåíèé Ìàðêîâà (Áèðìàí [Bir2℄, Ìîðòîí [Mor℄ è äð.), è ò.ä. Äâå âèð-òóàëüíûå êîñû, èìåþùèå ýêâèâàëåíòíûå çàìûêàíèÿ, ïîëó÷àþòñÿ äðóã èçäðóãà ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì âèðòóàëüíûõ äâèæåíèé Ìàðêîâà(Ñ.Êàìàäà); äðóãîé íàáîð äîñòàòî÷íûõ äâèæåíèé ïðåäëîæåí Ë.Êàó�ìàíîìè Ñ.Ëàìáðîïóëó [KL℄.Âàæíîå ìåñòî ïðèíàäëåæèò ñëåäóþùèì âîïðîñàì.4. �ðóïïà êëàññè÷åñêèõ êîñ åñòåñòâåííî âëîæåíà â ãðóïïó âèðòóàëüíûõêîñ. Âïåðâûå ýòîò �àêò áûë äîêàçàí Ôåííîì, �èìàíüè è �óðêîì â [FRR℄, âíàñòîÿùåé äèññåðòàöèè â ãëàâå 7 ìû ïðèâîäèì äîêàçàòåëüñòâî, îñíîâàííîåíà èíâàðèàíòå F [Ìà3℄, ïîñòðîåííîì àâòîðîì.Îòìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå î âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè åñòåñòâåííîãî îòîá-ðàæåíèÿ ìíîæåñòâà êëàññè÷åñêèõ óçëîâ â ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà âèðòó-àëüíûõ óçëîâ íå ýêâèâàëåíòíî àíàëîãè÷íîìó âîïðîñó î êîñàõ. Áîëåå òîãî,íèêàêîå èç ýòèõ äâóõ óòâåðæäåíèé íå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì äðóãî-ãî.5. Êëàññè÷åñêèå êîñû äîïóñêàþò ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ ðàñïîçíàâàíèÿ,ñì., íàïð.,[Art1, Deh1℄, ÿâíî îïèñûâàåìûå ïîëíûå èíâàðèàíòû, à òàêæåòî÷íûå êîíå÷íîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ [Big1, Kra℄. Êðîìå òîãî, äëÿ êëàññè-÷åñêîé ãðóïïû êîñ èç ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà íèòåé ïîëîæèòåëüíî ðåøàåòñÿïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè [Gar℄. Àëãîðèòì Äåîðíóà ïðèâîäèò ê óïîðÿäî÷å-



1.2. Ìîòèâàöèÿ 33íèþ êëàññè÷åñêèõ êîñ, ñì. [Deh1, MN℄.Äëÿ ñëó÷àÿ âèðòóàëüíûõ êîñ àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ ïîñòðîåí Â.�. Áàð-äàêîâûì ïîñðåäñòâîì ïðèâåäåíèÿ êîñ ê íîðìàëüíîé �îðìå, ñì. [Bar℄.Àâòîðîì íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ïîñòðîåí èíâàðèàíò âèðòóàëüíûõ êîñ,ÿâëÿþùèéñÿ îáîáùåíèåì îäíîãî ïîëíîãî èíâàðèàíòà êëàññè÷åñêèõ êîñ. ßâ-ëÿåòñÿ ëè ýòîò èíâàðèàíò ïîëíûì, äî ñèõ ïîð íåèçâåñòíî.Ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó íå ðåøåíà ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè äëÿ âèðòó-àëüíûõ êîñ, à òàêæå îòêðûò âîïðîñ î òîì, ÿâëÿþòñÿ ëè ãðóïïû âèðòóàëü-íûõ êîñ ëèíåéíûìè.6. Òàêæå àêòóàëåí âîïðîñ ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòîâ óçëîâ ïîñðåäñòâîìêîñ. Â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå ïîñòðîåíèþ òàêèõ èíâàðèàíòîâ ïîëîæèë íà÷à-ëî Â.Äæîíñ [Jon2℄, ïîñòðîèâøèé èíâàðèàíò çàöåïëåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåìòåîðåìû Ìàðêîâà. Â äàëüíåéøåì ýòî ïðèâåëî ê òåîðèè êâàíòîâûõ èíâà-ðèàíòîâ êëàññè÷åñêèõ óçëîâ. Òåîðèÿ êâàíòîâûõ èíâàðèàíòîâ âèðòóàëüíûõóçëîâ äî êîíöà íå ïîñòðîåíà; âàæíûì ïðåïÿòñòâèåì äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêîéòåîðèè ÿâëÿåòñÿ ïåðâîå âèðòóàëüíîå äâèæåíèå �åéäåìåéñòåðà Ω′
1. Åñëè èñ-êëþ÷èòü ýòî äâèæåíèå èç ñïèñêà, ìû ïîëó÷èì òåîðèþæåñòêèõ âèðòóàëü-íûõ óçëîâ, íà êîòîðûå ïðîäîëæàþòñÿ âñå êâàíòîâûå èíâàðèàíòû êëàññè-÷åñêèõ óçëîâ (òåîðåìà Êàó�ìàíà èç ðàáîòû [Kau7℄). Òåîðèÿ æåñòêèõ óçëîâÿâëÿåòñÿ áîëåå òî÷íûì ïðèáëèæåíèåì ê òåîðèè êëàññè÷åñêèõ óçëîâ, ÷åìòåîðèÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ.1.2. ÌîòèâàöèÿÎñíîâíûìè òåìàìè äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ âèðòóàëüíûå óçëû è ãîìîëî-ãèè Õîâàíîâà.Âèðòóàëüíûå óçëû ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ïî ñëåäóþùèì ïðè÷èíàì.1. ßâëÿÿñü êëàññè÷åñêèìè îáúåêòàìè òðåõìåðíîé òîïîëîãèè (óçëû âóòîëùåííûõ ïîâåðõíîñòÿõ, ðàññìàòðèâàåìûå ñ òî÷íîñòüþ äî ñòàáèëèçà-öèè), îíè äîïóñêàþò èññëåäîâàíèå îáúåêòîâ òðåõìåðíîé òîïîëîãèè ñ èñ-ïîëüçîâàíèåì êîìáèíàòîðíîé òåõíèêè (ïëîñêèõ äèàãðàìì ñ ïðîõîäàìè-ïåðåõîäàìè, ãàóññîâûõ äèàãðàìì). Îíè òàêæå äàþò ïîäõîä ê èçó÷åíèþòðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé ñ êîíè÷åñêèìè îñîáåííîñòÿìè (âèðòóàëüíûå òðåõ-



1.2. Ìîòèâàöèÿ 34ìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ [DK1℄), à òàêæå ê óçëàì â òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçè-ÿõ. Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ òåîðåìà î âèðòóàëüíûõ óçëàõ (äîêàçàííàÿ, íà-ïðèìåð, êîìáèíàòîðíûìè ìåòîäàìè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïëîñêèõ äèàãðàìì)ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé îá óçëàõ â óòîëùåííûõ ïîâåðõíîñòÿõ âèäà Sg ×I â ñèëóòåîðåìû Êóïåðáåðãà [Kup℄ (ñì. ãë. 2).2. Äîêàçàòåëüñòâî íåêîòîðûõ êëàññè÷åñêèõ òåîðåì èñïîëüçóåò âèðòóàëü-íûå óçëû. Ê òàêîâûì îòíîñèòñÿ, íàïðèìåð, òåîðåìà �óñàðîâà [GPV℄ î ñóùå-ñòâîâàíèè êîìáèíàòîðíûõ �îðìóë òèïà Âèðî-Ïîëÿêà [PV℄ äëÿ âû÷èñëåíèÿèíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà êëàññè÷åñêèõ óçëîâ. Â ýòèõ �îðìóëàõ ïîÿâëÿþòñÿíåðåàëèçóåìûå ãàóññîâû äèàãðàììû, ò.å. âèðòóàëüíûå óçëû.3. Òåîðèÿ ãîìîëîãèé Õîâàíîâà óçëîâ â óòîëùåííûõ ïîâåðõíîñòÿõ ñòðî-èòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì èäåé òåîðèè âèðòóàëüíûõ óçëîâ (ñì. ãëàâû 5,6 íà-ñòîÿùåé äèññåðòàöèè).4. Çàäà÷à î ïëàíàðíîñòè ãðà�îâ ñ êðåñòîâîé ñòðóêòóðîé (ïðîèñõîäÿùàÿèç òåîðèè èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà êëàññè÷åñêèõ óçëîâ) ðåøàåòñÿ ìåòîäàìè,çàèìñòâîâàííûìè èç òåîðèè âèðòóàëüíûõ óçëîâ (àòîìû, d-äèàãðàììû èäð), ïîäðîáíåå ñì. ãëàâó 8.5. Âèðòóàëüíûå óçëû (è óçëû â óòîëùåííûõ ïîâåðõíîñòÿõ Sg × I) ñòè-ìóëèðóþò ðàçâèòèå è èçó÷åíèå ðàçëè÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Ê òà-êîâûì îòíîñèòñÿ, íàïðèìåð, áèàëãåáðà Ëè �îëäìàíà-Òóðàåâà, [Tur5, Gold℄è òåîðèÿ âèðòóàëüíûõ ñòðóí, ñì. [Tur4℄.6. Íåêîòîðûå èíâàðèàíòû âèðòóàëüíûõ óçëîâ, îãðàíè÷åííûå íà ìíîæå-ñòâî êëàññè÷åñêèõ óçëîâ, ñîâïàäàþò ñ õîðîøî èçâåñòíûìè êëàññè÷åñêèìèèíâàðèàíòàìè (ñì. ðàáîòû [Ìà7, Ìà8, DK1, DK2℄, îáîáùàþùèìè ïîëèíîìÄæîíñà, �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû, äèñòðèáóòèâíîãî ãðóïïîèäà è êâàíòî-âûõ èíâàðèàíòîâ çàöåïëåíèé). Ýòè èíâàðèàíòû îñâåùàþò íåêîòîðûå âàæ-íûå �åíîìåíû òåîðèè âèðòóàëüíûõ óçëîâ, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ â êëàñ-ñè÷åñêîì ñëó÷àå äî ñèõ ïîð ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé ïðîáëåìîé: òàê, íàïðèìåð,ñóùåñòâóåò âèðòóàëüíûé óçåë K, èìåþùèé ãðóïïó, èçîìîð�íóþ ãðóïïå
Z, ïîëèíîì Äæîíñà êîòîðîãî íåòðèâèàëåí (íå ðàâåí 1). Ýòîò �åíîìåí ïî-êàçûâàåò, ÷òî óçåë K íå ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì, à òàêæå óêàçûâàåò íàñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ïîëèíîìà Äæîíñà ïî òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòàìóçëîâ â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå.



1.2. Ìîòèâàöèÿ 35Ñèñòåìàòè÷åñêèé ïîèñê âèðòóàëüíûõ óçëîâ ñ òðèâèàëüíûì ïîëèíîìîìÄæîíñà è ïîïûòêà âûÿâèòü ñðåäè íèõ êëàññè÷åñêèå ÿâëÿåòñÿ, ñ îäíîé ñòî-ðîíû, ïîäõîäîì [FKM℄ ê êëàññè÷åñêîé äàâíî ñòîÿùåé çàäà÷å, êîòîðàÿ äîñèõ ïîð íå ðåøåíà, à ñ äðóãîé ñòîðîíû ñòèìóëèðóåò ïîñòàíîâêó íîâûõ çàäà÷î âèðòóàëüíûõ óçëàõ è, ñëåäîâàòåëüíî, îá óçëàõ â óòîëùåííûõ ïîâåðõíî-ñòÿõ.Äðóãàÿ òàêàÿ çàäà÷à � âîïðîñ î ðàñïîçíàâàíèè èíâàðèàíòàìè Âàñèëüåâàîáðàòèìîñòè óçëîâ � äî ñèõ ïîð íå ðåøåíà â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, íî ëåãêîðåøàåòñÿ â âèðòóàëüíîì ñëó÷àå.7. Â çàäà÷å ðàñïîçíàâàíèÿ ïëîñêèõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ âàæíóþ ðîëü èã-ðàþò �èëàìåíòàöèè (ñì. ðàáîòû Ä. Õðåíñåñèíà è Ë. Êàó�ìàíà [H, HK℄).Ýòî ïîíÿòèå áûëî èçíà÷àëüíî ââåäåíî Ñ.Êàðòåðîì [Car℄ äëÿ èçó÷åíèÿ âî-ïðîñà, êîãäà èììåðñèðîâàííàÿ â òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî êðèâàÿ îãðàíè-÷èâàåò äèñê, ïîãðóæåííûé â ýòî ïðîñòðàíñòâî. Òàêèì îáðàçîì, èçó÷åíèåïëîñêèõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ äàåò (÷àñòè÷íûé) îòâåò íà âîïðîñû î ïîãðó-æåíèÿõ.8. Âèðòóàëüíûå óçëû ñòèìóëèðóþò ðàçâèòèå íîâûõ òåîðèé, íàïð., òåî-ðèÿ âèðòóàëüíûõ ãðà�îâ Á.Ìåëëîðà è Ò.Ôëåìèíãà [FM℄; â ýòîé ðàáîòåïðèâîäÿòñÿ îáîáùåíèÿ ìåòîäà âèðòóàëüíûõ ãðóïïîèäîâ, ïðåäëîæåííîãî âíàñòîÿùåé äèññåðòàöèè.9. Â äèññåðòàöèè (ãëàâû 4,5,6,8) óñòàíîâëåí åäèíûé ïîäõîä ê òåîðèèâèðòóàëüíûì è êëàññè÷åñêèì óçëàì ïîñðåäñòâîì àòîìîâ. Ñ òî÷êè çðåíèÿàòîìîâ è ãàóññîâûõ äèàãðàìì, à òàêæå íåêîòîðûõ èíâàðèàíòîâ (ñêîáêà Êà-ó�ìàíà, èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà, ãîìîëîãèè Õîâàíîâà) êëàññè÷åñêèå óçëûåñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü êàê ñîñòàâíóþ ÷àñòü ìíîæåñòâà âèðòóàëüíûõóçëîâ.10. Â ðàáîòàõ [ZZ1, ZZ2℄ õîðîøî èçâåñòíûå ìåòîäû ïåðå÷èñëåíèÿ êîìáè-íàòîðíûõ îáúåêòîâ ïîñðåäñòâîì ãàóññîâûõ èíòåãðàëîâ íàøëè ñâîå ïðèìå-íåíèå äëÿ ïåðå÷èñëåíèÿ àëüòåðíèðîâàííûõ äèàãðàìì âèðòóàëüíûõ óçëîâ,êîòîðûå âîçíèêàþò åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðè ïåðå÷èñëåíèè íåïëîñêèõ ÷å-òûðåõâàëåíòíûõ ãðà�îâ.



1.3. Öåëè èññëåäîâàíèÿ 361.3. Öåëè èññëåäîâàíèÿÏîñòðîèòü òåîðèþ ãîìîëîãèé Õîâàíîâà äëÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ. Èçó÷èòüñâîéñòâà ãîìîëîãèé Õîâàíîâà êëàññè÷åñêèõ è âèðòóàëüíûõ óçëîâ ïðèìåíè-òåëüíî ê îöåíêàì õàðàêòåðèñòèê óçëîâ (ñëîæíîñòü è äð).Âûÿâèòü �åíîìåíû òåîðèè âèðòóàëüíûõ óçëîâ, êîòîðûå íå èìåþò ìåñòàäëÿ êëàññè÷åñêèõ óçëîâ.Ñ ïîìîùüþ íîâûõ è óæå èìåþùèõñÿ èíâàðèàíòîâ âèðòóàëüíûõ óçëîâîïðåäåëÿòü èõ íåêëàññè÷íîñòü.Âûÿñíèòü ñâÿçü ìåæäó èíâàðèàíòàìè Âàñèëüåâà êëàññè÷åñêèõ è âèðòó-àëüíûõ óçëîâ.Äîêàçàòü ãèïîòåçó Âàñèëüåâà î ïëàíàðíîñòè ãðà�îâ ñ êðåñòîâîé ñòðóê-òóðîé.Ïîñòðîèòü òåîðèþ èíâàðèàíòîâ äëèííûõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ.Ïîñòðîèòü èíâàðèàíòû âèðòóàëüíûõ êîñ è âûÿâèòü èõ ñâÿçü ñ êëàññè÷å-ñêèìè êîñàìè.Äîêàçàòü àëãîðèòìè÷åñêóþ ðàñïîçíàâàåìîñòü âèðòóàëüíûõ óçëîâ.1.4. Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿÎäíèì èç îñíîâíûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ÿâ-ëÿåòñÿ ðàçðàáîòàííûé àâòîðîì ìåòîä êîäèðîâàíèÿ óçëîâ è âèðòóàëüíûõóçëîâ ïîñðåäñòâîì òàê íàçûâàåìûõ àòîìîâ (À.Ò.Ôîìåíêî, [F℄) (à òàêæå
d-äèàãðàìì äëÿ êëàññè÷åñêèõ óçëîâ). Àòîìû áûëè âïåðâûå ïðåäëîæåíûÀ.Ò.Ôîìåíêî äëÿ êëàññè�èêàöèè èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåììàëîé ñëîæíîñòè, è â äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàëèñü àâòîðîì ïðè ðåøåíèèðàçëè÷íûõ çàäà÷ òåîðèè êëàññè÷åñêèõ è âèðòóàëüíûõ óçëîâ. Òàê, ìåòîäàòîìîâ èñïîëüçîâàí àâòîðîì ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèè ãîìîëîãèé Õîâàíîâàâèðòóàëüíûõ óçëîâ. Ýòîò ìåòîä òàêæå øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ â ïðîáëåìàõðàñïîçíàâàíèÿ ìèíèìàëüíîñòè äèàãðàìì êëàññè÷åñêèõ è âèðòóàëüíûõ çà-öåïëåíèé è ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü åäèíóþ òî÷êó çðåíèÿ íà âñå âèðòóàëüíûåóçëû, íåîòúåìëåìîé ÷àñòüþ êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèå óçëû. Êàêîêàçàëîñü, ðîä àòîìà, òåñíî ñâÿçàííûé ñ òîëùèíîé ãîìîëîãèé Õîâàíîâà(ñì. ãë. 5) òàêæå äàåò îöåíêè äëÿ ãîìîëîãèé Îæâàòà-Ñàáî [Low℄.



1.4. Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ 37Êðîìå ñàìèõ àòîìîâ, äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèè ãîìîëîãèé Õîâàíîâà ñ ïðî-èçâîëüíûìè êîý��èöèåíòàìè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ â ãëà-âå 6 ïîòðåáîâàëîñü èñïîëüçîâàòü íàáîð íîâûõ èäåé: ñêðó÷åííûå êîý��è-öèåíòû, âçÿòèå âíåøíåãî ïðîèçâåäåíèÿ âìåñòî ñèììåòðè÷åñêîãî è çàìåíàáàçèñà â àëãåáðå Ôðîáåíèóñà.Â ãëàâàõ 4, 5 è 6 èñïîëüçîâàëèñü òàêæå ñòàíäàðòíûå ìåòîäû, èñïîëüçóå-ìûå â òåîðèè ãîìîëîãèé Õîâàíîâà: ìåòîä ñîêðàùåíèÿ äëÿ êîìïëåêñîâ, ìå-òîä ìàêñèìàëüíîãî äåðåâà Òèñòëòóýéòà (�Âåðëè-Êî�ìàíà�×àìïàíåðêàðà)Â òåîðèè äëèííûõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ àâòîðîì ïðåäëîæåí ìåòîä äëèí-íûõ ãðóïïîèäîâ; ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà ðåøåíà ïðîáëåìà íåêîììóòèðó-åìîñòè âèðòóàëüíûõ óçëîâ.Òàêæå â äèññåðòàöèè èñïîëüçîâàëèñü êëàññè÷åñêèå ìåòîäû è èõ îáîáùå-íèÿ. Òàê, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà àëãîðèòìè÷åñêîé ðàñïîçíàâàåìîñòè âèðòó-àëüíûõ çàöåïëåíèé, à òàêæå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåòðèâèàëüíîñòè ñâÿçíîéñóììû âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé áûëè èñïîëüçîâàíû ìåòîäû òðåõìåðíîéòîïîëîãèè � òåîðèÿ Õàêåíà-Õåìèîíà-Ìàòâååâà â ñî÷åòàíèè ñî ñòðóêòóð-íîé òåîðåìîé Êóïåðáåðãà î åäèíñòâåííîñòè ìèíèìàëüíîãî ïðåäñòàâèòåëÿçàäàííîãî êëàññà âèðóòàëüíûõ çàöåïëåíèé.Ïðè ïîñòðîåíèè ðàçëè÷íûõ êîìáèíàòîðíûõ èíâàðèàíòîâ âèðòóàëüíûõóçëîâ àâòîðîì ïðåäëîæåíî ðàññìàòðèâàòü äîïîëíèòåëüíóþ àëãåáðàè÷åñêóþñòðóêòóðó â âèðòóàëüíûõ ïåðåêðåñòêàõ.Îòìåòèì, ÷òî â äèññåðòàöèè, ïîìèìî ïðåäëîæåííûõ àâòîðîì íîâûõ ìå-òîäîâ, ïðèìåíÿþòñÿ òàêæå ïðàêòè÷åñêè âñå îñíîâíûå íàïðàâëåíèÿ, èñ-ïîëüçîâàâøèåñÿ äðóãèìè àâòîðàìè ïðè èññëåäîâàíèè âèðòóàëüíûõ óçëîâ:ìåòîäû òðåõìåðíîé òîïîëîãèè, àëãåáðàè÷åñêèå ìåòîäû, ñâÿçàííûå ñ äèñ-òðèáóòèâíûì ãðóïïîèäîì è åãî îáîáùåíèÿìè, ðàçëè÷íûå ïîëèíîìèàëüíûåèíâàðèàíòû, â òîì ÷èñëå ìàòðè÷íûå, �îðìàëüíî êîìáèíàòîðíûå, ìåòîäûòåîðèè âèðòóàëüíûõ êîñ è äð.ß ãëóáîêî ïðèçíàòåëåí Ëóèñó Õèðøó Êàó�ìàíó, Âèêòîðó Àíàòîëüåâè-÷ó Âàñèëüåâó, Àíàòîëèþ Òèìî�ååâè÷ó Ôîìåíêî è Ìèõàèëó Õîâàíîâó çàïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå è ìíîãî÷èñëåííûå ïëîäîòâîðíûå êîíñóëüòà-öèè.



1.5. Íàó÷íàÿ íîâèçíà 381.5. Íàó÷íàÿ íîâèçíàÍàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì äîñòàòî÷íî ïîëíûì ñèñòåìàòè-÷åñêèì èññëåäîâàíèåì, öåëèêîì ïîñâÿùåííîì íîâîé áóðíî ðàçâèâàþùèìñÿâåòâÿì ìàëîìåðíîé òîïîëîãèè � òåîðèè âèðòóàëüíûõ óçëîâ è òåîðèè ãî-ìîëîãèé Õîâàíîâà.Âñå îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ äèññåðòàöèè, âûäâèãàåìûå íà çàùèòó, ÿâëÿþò-ñÿ íîâûìè.1.6. Ïîëîæåíèÿ äèññåðòàöèè, âûíîñèìûå íà çàùèòóÈç âòîðîé ãëàâû äèññåðòàöèè íà çàùèòó âûíîñèòñÿ ñëåäóþùåå ïîëîæå-íèå:
• Òåîðåìà î òîì, ÷òî ëþáàÿ ñâÿçíàÿ ñóììà äâóõ âèðòóàëüíûõ óçëîâíåòðèâèàëüíà, åñëè õîòÿ áû îäèí èç óçëîâ íåòðèâèàëåí (òåîðåìà 2.3).Èç òðåòüåé ãëàâû íà çàùèòó äèññåðòàöèè âûíîñèòñÿ
• Ïîñòðîåíèå òåîðèè âèðòóàëüíûõ äëèííûõ óçëîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì íî-âîé òåõíèêè äëèííûõ ãðóïïîèäîâ (òåîðåìà 3.14, â ÷àñòíîñòè, äîêàçàòåëü-ñòâî òîãî, ÷òî äëèííûå âèðòóàëüíûå óçëû â îáùåì ñëó÷àå íå êîììóòèðóþò,ñì. ñòð. 126).Èç ãëàâû 4 íà çàùèòó âûíîñèòñÿ:
• Ïîñòðîåíèå èíâàðèàíòíîãî ïîëèíîìà Ξ (òåîðåìà 4.8), èññëåäîâàíèåñâîéñòâ ýòîãî ïîëèíîìà äëÿ îöåíêè ìèíèìàëüíîñòè íåêîòîðûõ äèàãðàììâèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé.Èç ãëàâû 5 íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå ïîëîæåíèÿ.
•Ïîñòðîåíèå òåîðèè ãîìîëîãèé Õîâàíîâà äëÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ ñ êîý�-�èöèåíòàìè èç Z2 (òåîðåìà 5.1) è ïðîèçâîëüíûìè êîý��èöèåíòàìè â íåêî-òîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ (òåîðåìà 5.3). Îáîáùåíèå êîíñòðóêöèè Õîâàíîâà�ðîáåíèóñîâûõ ðàñøèðåíèé äëÿ ïîëó÷åíèÿ òåîðèè ãîìîëîãèé âèðòóàëüíûõçàöåïëåíèé (òåîðåìû 5.9,5.10,5.11). Ïîñòðîåíèå çàòÿãèâàþùåãî äåðåâà äëÿêîìïëåêñà Õîâàíîâà. Ïðèìåíåíèå ãîìîëîãèé Õîâàíîâà ê îöåíêàì íà ìè-íèìàëüíûé ðîä àòîìà è ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïåðåêðåñòêîâ äèàãðàì-ìû (âèðòóàëüíîãî) çàöåïëåíèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî ìèíèìàëüíîñòè íåñêîëü-êèõ áåñêîíå÷íûõ ñåðèé âèðòóàëüíûõ äèàãðàìì.



1.6. Ïîëîæåíèÿ äèññåðòàöèè, âûíîñèìûå íà çàùèòó 39
• Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ãëàâû 6 ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíî-ãî êîëüöà êîý��èöèåíòîâ ïî äèàãðàììå ïðîèçâîëüíîãî âèðòóàëüíîãî çà-öåïëåíèÿ êîìïëåêñà, êîòîðûé â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå èìååò òå æå ãîìîëî-ãèè, ÷òî è îáû÷íûé êîìïëåêñ Õîâàíîâà (òåîðåìû 6.3,6.4,6.5).Èç ãëàâû 8 íà çàùèòó âûíîñèòñÿ:
• Äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Âàñèëüåâà î ðåàëèçóåìîñòè ñèíãóëÿðíûõ çà-öåïëåíèé íà ïëîñêîñòè (òåîåðåìà 8.6).1.6.1. Äðóãèå âàæíûå ðåçóëüòàòûÎòìåòèì òàêæå ðÿä íîâûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â äèññåðòàöèè.
• Òåîðåìà î òîì, ÷òî âèðòóàëüíûå óçëû àëãîðèòìè÷åñêè ðàñïîçíàâàåìû(òåîðåìà 2.6).
• Ïîñòðîåíèå òåîðèè âèðòóàëüíûõ ãðóïïîèäîâ, îïðåäåëåíèå ðÿäà èíâà-ðèàíòîâ, ñ íèìè ñâÿçàííûõ, è óñòàíîâëåíèå íåêîòîðûõ ñâîéñòâ ýòèõ èíâà-ðèàíòîâ (òåîðåìû 3.3,3.12).
• Ïîñòðîåíèå èíâàðèàíòîâ âèðòóàëüíûõ è êëàññè÷åñêèõ óçëîâ ñî çíà÷å-íèÿìè â (áåñêîíå÷íîìåðíûõ) àëãåáðàõ Ëè (òåîðåìà 3.16).
• Ïîñòðîåíèå èíâàðèàíòîâ èåðàðõè÷åñêèõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ (òåîðåìà3.18).
• Ïîñòðîåíèå èíâàðèàíòà âèðòóàëüíûõ êîñ, îáîáùàþùåãî îäèí ïîëíûéèíâàðèàíò êëàññè÷åñêèõ êîñ (ãëàâà 7).
• Ïîñòðîåíèå íåñêîëüêèõ ñåðèé èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà êëàññè÷åñêèõ èâèðòóàëüíûõ óçëîâ (òåîðåìà 8.4).1.6.2. Ïðèìåðû�åçóëüòàòû íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ïîäêðåïëÿþòñÿ ïðèìåðàìè. Ïðèâå-äåì îòäåëüíî ñïèñîê ïðèìåðîâ, ïîëó÷åííûõ àâòîðîì âïåðâûå:1. Â [Man6℄ (ñì. ãëàâó 3 íà ñòð. 102) âïåðâûå óñòàíîâëåíà íåýêâèâàëåíò-íîñòü ñâÿçíûõ ñóìì äâóõ òðèëèñòíèêîâ (âïåðâûå èçîáðàæåííûõ íà ñòð.51).2. Â ãëàâå 3 íà ñòð. 125 âïåðâûå ïðèâåäåí ïðèìåð íåêîììóòèðóåìîñòèäëèííûõ óçëîâ.



1.7. Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè. Ïóáëèêàöèè ïî òåìå äèññåðòàöèè 403. Â ãëàâå 3 íà ñòð. 144 àâòîðîì âïåðâûå ïîêàçàíà íåòðèâèàëüíîñòü�èåðàðõè÷åñêîãî òðèëèñòíèêà� è �èåðàðõè÷åñêèõ êîëåö Áîððîìåî�.4. Â ãëàâå 5 íà ñòð. 263 ïðèâåäåíà áåñêîíå÷íàÿ ñåðèÿ ïðèìåðîâ ìèíè-ìàëüíûõ äèàãðàìì äëèííûõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ. Ïîñòðîåíèå ýòèõ ïðèìå-ðîâ íå îïèðàåòñÿ íà ïîñòðîåíèå ãîìîëîãèé Õîâàíîâà äëÿ âèðòóàëüíûõ óç-ëîâ.5. Â ãëàâå 5 íà ñòð. 215 ïðèâåäåí ïðèìåð âèðòóàëüíîãî óçëà, íå èìåþùå-ãî äèàãðàììû ñ íåîðèåíòèðóåìûì àòîìîì. Ýòîò ïðèìåð íå ðàñïîçíàåòñÿñêîáêîé Êàó�ìàíà, à ðàñïîçíàåòñÿ òîëüêî ãîìîëîãèÿìè Õîâàíîâà.Îòìåòèì òàêæå âàæíûå ïðèìåðû, ïðèíàäëåæàùèå äðóãèì àâòîðàì.Òàê, íà ðèñ. 3.19 íà ñòð. 114 èçîáðàæåí ïðèìåð �.Ñàâîëëåêà, îáðàòè-ìîñòü êîòîðîãî ðàçëè÷àåòñÿ èíâàðèàíòîì ζ. Ýòîò èíâàðèàíò áûë íåçàâè-ñèìî îò àâòîðà (è íåñêîëüêî ðàíüøå) ïðåäëîæåí Ñàâîëëåêîì, Êàó�ìàíîìè �ýä�îðäîì, à òàêæå Ñèëüâåðîì è Óèëüÿìñ. Ñàâîëëåê ïîêàçàë, ÷òî ýòîòèíâàðèàíò ñâîäèòñÿ ê èíâàðèàíòàì Âàñèëüåâà ñèíãóëÿðíûõ óçëîâ.Â ãëàâå 8 ïîêàçàíî (òåîðåìà 8.7), ÷òî ó äëÿ êàæäîãî êîìïàêòíîãî âèð-òóàëüíîãî óçëà K èìååòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ äëèííûõ óçëîâ,èìåþùèõ óçåë K â êà÷åñòâå çàìûêàíèÿ. Ýòîò ðåçóëüòàò (íà äðóãèõ ïðèìå-ðàõ) áûë íåñêîëüêî ðàíåå ïîëó÷åí Ä.Ñèëüâåðîì è Ñ.Óèëüÿìñ.1.7. Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè. Ïóáëèêàöèè ïî òåìå äèññåðòàöèèÂñå îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ äèññåðòàöèè, âûäâèãàåìûå íà çàùèòó, îïóáëè-êîâàíû â êíèãàõ àâòîðà [Ìà1, Man1℄, ñòàòüÿõ [Ìà2, Ìà3, Ìà4, Ìà5, Ìà6,Ìà7, Ìà8, Ìà9, Ìà10, Ma11, Ma12, Ma13, Ma14, Ìà15, Man2, Man3, Man4,Man5, Man6, Man7, Man8, Man9℄, à òàêæå ñîâìåñòíûõ ñòàòüÿõ [KM1, KM2℄.Â ðàáîòå [KM1℄ àâòîðó ïðèíàäëåæèò ïîñòðîåíèå âèðòóàëüíûõ ãðóïïîèäîâè áèãðóïïîèäîâ, áèãðóïïîèäîâ, ñâÿçàííûõ ñ äëèííûìè âèðòóàëüíûìè óç-ëàìè, èíâàðèàíòîâ óçëîâ ñî çíà÷åíèÿìè â áåñêîíå÷íîìåðíûõ àëãåáðàõ Ëè.Â ðàáîòå [KM2℄ àâòîðó ïðèíàäëåæàò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îá àëãîðèò-ìè÷åñêîé ðàñïîçíàâàåìîñòè âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé è î íåòðèâèàëüíîñòèñâÿçíîé ñóììû íåòðèâèàëüíûõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ.Â ñïèñêå ëèòåðàòóðû âñòðå÷àþòñÿ äðóãèå ðàáîòû àâòîðà; îíè äîáàâëåíû



1.8. Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè 41äëÿ ïîëíîòû áèáëèîãðà�èè.1.8. Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèèÄèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç 8 ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. �ëàâà ïåðâàÿ ÿâ-ëÿåòñÿ ââåäåíèåì. Â íåé ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è èçâåñòíûå�àêòû èç òåîðèè óçëîâ, ïåðå÷èñëÿþòñÿ îñíîâíûå äîñòèæåíèÿ äèññåðòàöèè,âûíîñèìûå íà çàùèòó.�ëàâà âòîðàÿ ïîñâÿùåíà ìåòîäàì òðåõìåðíîé òîïîëîãèè â òåîðèè âèðòó-àëüíûõ óçëîâ.Äîêàçàíû äâå òåîðåìû: îá àëãîðèòìè÷åñêîé ðàñïîçíàâàåìîñòè âèðòóàëü-íûõ çàöåïëåíèé è î íåòðèâèàëüíîñòè ñâÿçíîé ñóììû íåòðèâèàëüíûõ âèð-òóàëüíûõ óçëîâ.Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èíâàðèàíòàì âèðòóàëüíûõ óçëîâ è çàöåïëåíèé,ñâÿçàííûõ ñ äèñòðèáóòèâíûì ãðóïïîèäîì è ðàçëè÷íûìè åãî îáîáùåíèÿìè.Öåíòðàëüíûì â òðåòüåé ãëàâå ÿâëÿåòñÿ ïðåäëîæåííàÿ àâòîðîì òåîðèÿèíâàðèàíòîâ äëèííûõ óçëîâ è ïîíÿòèå äëèííîãî ãðóïïîèäà.×åòâåðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ èíâàðèàíòîâ, ñâÿçàííûõ ñî ñêîá-êîé Êàó�ìàíà. Ïîñòðîåíû ðàçëè÷íûå èíâàðèàíòû âèðòóàëüíûõ óçëîâ, ñâÿ-çàííûå ñî ñêîáêîé Êàó�ìàíà.Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ïîñòðîåí èíâàðèàíò Ξ, êîòîðûé ïðèâîäèò (ñì. ãë. 8)ê òðåõïàðàìåòðè÷åñêîé ñåðèè èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà âèðòóàëüíûõ óçëîâ.Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ïÿòîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå òåîðèè ãîìîëî-ãèé Õîâàíîâà äëÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ äëÿ ìíîãèõ âàæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ(îðèåíòèðóåìûå àòîìû, êîý��èöèåíòû Z2), ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòîâ ïðî-èçâîëüíûõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ ñ ïîìîùüþ ãåîìåòðè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé èãîìîëîãèé Õîâàíîâà, à òàêæå äîêàçàòåëüñòâî ðÿäà òåîðåì ìèíèìàëüíîñòè(ïî êîëè÷åñòâó êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêîâ) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âèðòóàëü-íûõ óçëîâ.Øåñòàÿ ãëàâà � öåíòðàëüíàÿ â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè � ïîñâÿùåíà ïî-ñòðîåíèþ òåîðèè ãîìîëîãèé Õîâàíîâà ñ ïðîèçâîëüíûìè êîý��èöèåíòàìèäëÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ (à òàêæå ñêðó÷åííûõ óçëîâ). Â íåé ïîñòðîåí êîì-ïëåêñ, èìåþùèé òå æå ãîìîëîãèè, ÷òî è êîìïëåêñ Õîâàíîâà â ñëó÷àå êëàñ-



1.8. Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè 42ñè÷åñêèõ çàöåïëåíèé, à òàêæå âî âñåõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ, îïèñàííûõ â ãëàâå5. Ìíîãèå ïðèëîæåíèÿ èç ãëàâû 5 äîïóñêàþò îáîáùåíèå íà ïðîèçâîëüíûåâèðòóàëüíûå çàöåïëåíèÿ ïîñðåäñòâîì êîíñòðóêöèè, ïðåäëîæåííîé â ãëàâå6. Ñåäüìàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà âèðòóàëüíûì êîñàì: â íåé ïîñòðîåí èíâàðèàíòâèðòóàëüíûõ êîñ, ÿâëÿþùèéñÿ îáîáùåíèåì ïîëíîãî èíâàðèàíòà êëàññè÷å-ñêèõ êîñ.Âîñüìàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èíâàðèàíòàì Âàñèëüåâà. Îñíîâíûìè ðåçóëü-òàòàìè ÿâëÿþòñÿ: ïîñòðîåíèå áåñêîíå÷íûõ ñåðèé èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâàâèðòóàëüíûõ óçëîâ, à òàêæå äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Âàñèëüåâà î ïëà-íàðíîñòè ÷åòûðåõâàëåíòíûõ ãðà�îâ ñ êðåñòîâîé ñòðóêòóðîé, íå èìåþùèõïàðû öèêëîâ ñ ðîâíî îäíîé òî÷êîé òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåêðåñòüÿ.Îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 387 ñòðàíèö. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåð-æèò 204 íàèìåíîâàíèÿ.�åçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà:
• Ìåæäóíàðîäíîì ìàòåìàòè÷åñêîì êîíãðåññå-2002, Ïåêèí.
• Ìåæäóíàðîäíîì ìàòåìàòè÷åñêîì êîíãðåññå-2006, Ìàäðèä.
•Ìåæäóíàðîäíîé ðîññèéñêî-�ðàíöóçñêîé êîí�åðåíöèè �Autour des tresses�,Ìîñêâà, 2002.
• Êîí�åðåíöèè �Knots in Poland�, Âàðøàâà-Áåäëåâî, 2003, äâà äîêëàäà.
• Êîí�åðåíöèè, ïîñâÿùåííîé ñòîëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Ë.Â.Êåëäûø,Ìîñêâà, 2004 (ïðèãëàøåííûé äîêëàä),
• Êîí�åðåíöèè �Categori�
ation in algebra and topology�, Uppsala, Øâå-öèÿ, 2006,
•Êîí�åðåíöèè �Algebrai
 Topology: Old and New�, ïîñâÿùåííîé 80-ëåòèþñî äíÿ ðîæäåíèÿ Ì.Ì.Ïîñòíèêîâà, Áåäëåâî, Ïîëüøà, èþíü 2007.
• Êîí�åðåíöèè �Topology and Physi
s � In Memory of Xiao-Song Lin�,Òÿíüöçèíü, Êèòàé, èþëü 2007.à òàêæå íà ñåìèíàðàõ:
• ñåìèíàðå �Óçëû è äèñêðèìèíàíòû� àêàä. Â.À.Âàñèëüåâà (Íåçàâèñèìûéìîñêîâñêèé óíèâåðñèòåò, 2002, äâàæäû â 2004).
• Ñåìèíàðå êà�åäðû äè��åðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è ïðèëîæåíèé, ðóê.àêàä. À.Ò.Ôîìåíêî, Ì�Ó, 2004, 2006, 2007 - ìíîãîêðàòíî.



1.8. Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè 43
• Ñåìèíàðå �Ñîâðåìåííûå ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû� ïîä ðóê. àêàäÀ.Ò.Ôîìåíêî, ïðî�. À.Ñ.Ìèùåíêî, ïðî�. À.Â.Áîëñèíîâà, Ì�Ó (2002,2003).
• ñåìèíàðå ïî àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè ïðî�. Â.Ì.Áóõøòàáåðà è ïðî�.À.Â.×åðíàâñêîãî (Ì�Ó, â 2005 òðèæäû, 2007).
• ñåìèíàðå ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàä. Î.Á.Ëóïàíîâà, Ì�Ó, 2003, 2005.
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• Ïåòåðáóðãñêîì ãîðîäñêîì òîïîëîãè÷åñêîì ñåìèíàðå èì. Â.À. �îõëèíà,ðóê. ïðî�. Í.Þ.Íåöâåòàåâ è ïðî�. Â.Ì.Íåæèíñêèé (2005, äâàæäû).
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• ñåìèíàðàõ â Ruhr-Universit�at Bo
hum (Hubert Flenner, Uwe Abres
h),2002.
• ñåìèíàðå â Alfred R�enyi Int�ezet, Budapest (Andr�as Sz�u
s), 2005.
• ñåìèíàðå Î.ß.Âèðî (Uppsala Universitetet), ìíîãîêðàòíî â 2006.



�ëàâà 2Âèðòóàëüíûå óçëû è òðåõìåðíàÿ òîïîëîãèÿÒðåõìåðíàÿ òîïîëîãèÿ èãðàåò âàæíóþ ðîëü â êëàññè÷åñêîé òåîðèè óç-ëîâ. Ñàìûìè ïåðâûìè èíâàðèàíòàìè êëàññè÷åñêèõ óçëîâ è çàöåïëåíèéáûëè òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû, ñâÿçàííûå ñ äîïîëíåíèåì ê òðóá÷àòîéîêðåñòíîñòè çàöåïëåíèÿ. Ê òàêîâûì îòíîñÿòñÿ �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà(äîïîëíåíèÿ ê çàöåïëåíèþ) è ïîëèíîì Àëåêñàíäåðà [Ale1, Ale2℄. Êàê ñòàëîÿñíî ïîçäíåå, òîïîëîãèÿ äîïîëíåíèÿ ê óçëó ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò åãî èçî-òîïè÷åñêèé òèï (òåîðåìà �îðäîíà-Ëþêêå [GL℄; àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèåäëÿ çàöåïëåíèé íåâåðíî). Êðîìå òîãî, áëàãîäàðÿ òîïîëîãè÷åñêîé òåîðåìåÂàëüäõàóçåíà [Wal℄ î òîì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà òðåõìåðíûõ ìíîãîîá-ðàçèé (êîòîðûå íàçûâàþòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèìè) âñÿêèé èçîìîð�èçì�óíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï ïîðîæäàåòñÿ íåêîòîðûì ãîìåîìîð�èçìîì ìíîãî-îáðàçèé, áûë ïîñòðîåí �îðìàëüíî-àëãåáðàè÷åñêè ïîëíûé èíâàðèàíò êëàñ-ñè÷åñêèõ çàöåïëåíèé � ñì. ðàáîòû Ñ.Â.Ìàòâååâà [Matv℄ è Ä.Äæîéñà [Joy℄.Êëþ÷åâûì çäåñü ÿâëÿåòñÿ òîò �àêò, ÷òî äîïîëíåíèå ê îòêðûòîé òðóá÷àòîéîêðåñòíîñòè íåòðèâèàëüíîãî óçëà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì òðåõìåð-íûì ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåì.Íàñòîÿùàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó äâóõ îñíîâíûõ ðåçóëüòà-òîâ: äîêàçàíà àëãîðèòìè÷åñêàÿ ðàñïîçíàâàåìîñòü âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèéè ïîêàçàíî, ÷òî âñÿêàÿ ñâÿçíàÿ ñóììà äâóõ íåòðèâèàëüíûõ óçëîâ âñåãäàíåòðèâèàëüíà. Ýòè ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â [Ìà1, KM2℄.Ïåðâûé àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ êëàññè÷åñêèõ óçëîâ è çàöåïëåíèé òàê-æå ñâÿçàí ñ òðåõìåðíîé òîïîëîãèåé: à èìåííî, îí îñíîâàí íà òåîðèè íîð-ìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé, ïðåäëîæåííîé Â.Õàêåíîì [Hak℄ è ðàçâèòîé �.Õå-ìèîíîì [Hem℄ è Ñ.Â.Ìàòâååâûì [Matv℄. Îñíîâíàÿ èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîâ �õîðîøèõ� òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ (áûòü ìîæåò, ñ êðàåì) èìååòñÿ



Âèðòóàëüíûå óçëû è òðåõìåðíàÿ òîïîëîãèÿ 45êëàññ íîðìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé � ïîâåðõíîñòåé, èìåþùèõ �ïðàâèëüíîå�ðàñïîëîæåíèå ïî îòíîøåíèþ ê ïîäðàçáèåíèþ ìíîãîîáðàçèÿ (íàïðèìåð, êåãî òðèàíãóëÿöèè). Îñíîâíîå ïîëîæåíèå òåîðèè Õàêåíà ñîñòîèò â òîì, ÷òîòàêèå ïîâåðõíîñòè ïîëó÷àþòñÿ èç êîíå÷íîãî àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìîãîíàáîðà áàçèñíûõ íîðìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé. Ïðè ýòîì äëÿ ìíîãèõ âàæíûõñâîéñòâ P ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå: åñëè ñóùåñòâóåò ïîâåðõíîñòü, îáëàäà-þùàÿ ñâîéñòâîì P , òî ñóùåñòâóåò áàçèñíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü, îáëà-äàþùàÿ òåì æå ñâîéñòâîì. Íà ìíîæåñòâå íîðìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé îïðå-äåëåíà òàê íàçûâàåìàÿ îïåðàöèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ñóììèðîâàíèÿ; êàæäàÿïîâåðõíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ êîíå÷íûì íàáîðîì íåîòðèöàòåëüíûõ öåëî÷èñ-ëåííûõ õàðàêòåðèñòèê, êîòîðûå ñêëàäûâàþòñÿ ïðè òàêîì ñóììèðîâàíèè.Íàõîæäåíèå áàçèñíûõ íîðìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþáàçèñíûõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé êîíå÷íîé öåëî÷èñëåí-íîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Ýòà ïðîáëåìà àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìà, íî ååðåøåíèå ÷ðåçâû÷àéíî ãðîìîçäêî â êîíêðåòíûõ ñëó÷àÿõ, ñâÿçàííûõ ñ çàäà-÷àìè òðåõìåðíîé òîïîëîãèè.Îáçîð òåîðèè íîðìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ ê òðåõìåðíîéòîïîëîãèè ñì. â êíèãàõ Ñ.Â.Ìàòâååâà [Matv℄ è À.Ò.Ôîìåíêî è Ñ.Â.Ìàòâååâà[ÔÌ℄.Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãèå ïðîáëåìû â òðåõìåðíîé òîïîëîãèè ìîãóò áûòüàëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøåíû, åñëè ïåðå�îðìóëèðîâàòü èõ íà ÿçûêå ïîâåðõ-íîñòåé è èõ ñâîéñòâ. Ê òàêèì ïðîáëåìàì, â ÷àñòíîñòè, îòíîñèòñÿ ïðîáëåìàðàñïîçíàâàíèÿ êëàññè÷åñêèõ óçëîâ. Ïåðâîå ïîëíîå áåçóïðå÷íîå äîêàçàòåëü-ñòâî âñåõ îñíîâíûõ óòâåðæäåíèé òåîðèè Õàêåíà ìîæíî íàéòè â ìîíîãðà-�èè Ìàòâååâà [Matv℄.Ñ ñàìîãî íà÷àëà áûëà âèäíà ñâÿçü âèðòóàëüíûõ óçëîâ ñ òðåõìåðíîéòîïîëîãèåé. Ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèè Ë.Êàó�ìàí îïèðàëñÿ íà òåîðèþ óç-ëîâ â �óòîëùåííûõ ïîâåðõíîñòÿõ�, ðàçâèòóþ Ë.Êàó�ìàíîì, Ô.Æèæåðîìè Þ.Ñàëåðîì [JKS℄. Âàæíûì øàãîì â ïîíèìàíèè ýòîé âçàèìîñâÿçè ñòàëàòåîðåìà �.Êóïåðáåðãà (òåîðåìà 2.1), óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî ó êàæäîãî âèðòó-àëüíîãî óçëà ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêàÿ ìèíèìàëüíàÿ (ïî ðîäó ïîâåðõíîñòè)ðåàëèçàöèÿ.Ìû èñïîëüçóåì ýòîò �àêò, à òàêæå êëþ÷åâûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè Õàêåíà-



Âèðòóàëüíûå óçëû è òðåõìåðíàÿ òîïîëîãèÿ 46Ìàòâååâà äëÿ ðåøåíèÿ äâóõ ïðîáëåì òåîðèè âèðòóàëüíûõ óçëîâ: äîêàçà-òåëüñòâà òîãî, ÷òî ñâÿçíàÿ ñóììà íåòðèâèàëüíûõ óçëîâ íåòðèâèàëüíà èàëãîðèòìè÷åñêîãî ðàñïîçíàâàíèÿ âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé.�åçóëüòàò îá àëãîðèòìè÷åñêîé ðàñïîçíàâàåìîñòè âèðòóàëüíûõ çàöåïëå-íèé âàæåí ïî ñëåäóþùèì ïðè÷èíàì:1. Ñ ìîìåíòà ïîÿâëåíèÿ òåîðèè âèðòóàëüíûõ óçëîâ çàäà÷à àëãîðèòìè÷å-ñêîãî ðàñïîçíàâàíèÿ ÿâëÿëàñü öåíòðàëüíîé çàäà÷åé âñåé òåîðèè.2. Â ìàëîìåðíîé òîïîëîãèè ÷àñòî èìååò ìåñòî àëãîðèòìè÷åñêàÿ íåðàñ-ïîçíàâàåìîñòü. Ïîýòîìó çíàíèå âàæíîãî �àêòà î òîì, ÷òî òå èëè èíûåîáúåêòû àëãîðèòìè÷åñêè ðàñïîçíàâàåìû, äåëàåò àêòóàëüíîé çàäà÷ó îïîñòðîåíèè ý��åêòèâíîãî àëãîðèòìà.3. Äîêàçàòåëüñòâî, ïîìèìî òåîðåìû Êóïåðáåðãà è íåñêîëüêèõ îñíîâíûõïîëîæåíèé òåîðèè Õàêåíà, âêëþ÷àåò òàêæå ðàññóæäåíèÿ, ðàçðàáîòàí-íûå ñïåöèàëüíî äëÿ ñëó÷àÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ (ëåììà 2.8 è ïîøàãîâûéàëãîðèòì äåñòàáèëèçàöèè â êîíöå íàñòîÿùåé ãëàâû).Îòìåòèì, ÷òî àëãîðèòìè÷åñêîå ðàñïîçíàâàíèå çàöåïëåíèé (êàê âèðòó-àëüíûõ, òàê è êëàññè÷åñêèõ) ïðèíöèïèàëüíî ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì ðåçóëü-òàòîì: õîòÿ �îðìàëüíîå îïèñàíèå âñåõ øàãîâ àëãîðèòìà (äëÿ êëàññè÷åñêî-ãî èëè âèðòóàëüíîãî ñëó÷àÿ) è âûïèñûâàåòñÿ êîíñòðóêòèâíî (ñî ññûëêàìèíà àëãîðèòìû èç [Matv℄), íî ýòîò àëãîðèòì èìååò î÷åíü áîëüøóþ ñëîæíîñòüè âðÿä ëè (áåç äîïîëíèòåëüíûõ èäåé óïðîùåíèÿ) ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàííà êîìïüþòåðå äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé.Â íàñòîÿùåé ãëàâå ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì îïðåäåëåíèåìâèðòóàëüíûõ óçëîâ è çàöåïëåíèé.Îïðåäåëåíèå 2.0. Âèðòóàëüíîå çàöåïëåíèå � ýòî êëàññ ýêâèâàëåíòíî-ñòè çàöåïëåíèé â óòîëùåííûõ ïîâåðõíîñòÿõ M × I ñ òî÷íîñòüþ äî ñòàáè-ëèçàöèè/äåñòàáèëèçàöèè (ñì. äàëåå).Âèðòóàëüíîå çàöåïëåíèå L = L1 ⊔L2 · · · ⊔Lk íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàí-íûì, åñëè îðèåíòèðîâàíî ñîîòâåòñòâóþùåå çàöåïëåíèå â M×I, ò.å. êàæäàÿèç îêðóæíîñòåé S1, . . . , S1 � ïðîîáðàçîâ êîìïîíåíò çàöåïëåíèÿ � ñíàáæå-íà îðèåíòàöèåé. Ïðè ýòîì ìíîãîîáðàçèå M è îòðåçîê I ïðåäïîëàãàþòñÿîðèåíòèðîâàííûìè, à îðèåíòàöèÿ � �èêñèðîâàííîé.



Âèðòóàëüíûå óçëû è òðåõìåðíàÿ òîïîëîãèÿ 47Àíàëîãè÷íî, îñíàùåííûå âèðòóàëüíûå çàöåïëåíèÿ (ñð. îïð. íà ñòð. 10)ìîæíî çàäàâàòü â âèäå íàáîðîâ ëåíò S1 × I, âëîæåííûõ â óòîëùåííûåïîâåðõíîñòè.Ïðè ýêâèâàëåíòíîñòè îðèåíòèðîâàííûõ çàöåïëåíèé ìû òðåáóåì ñîõðà-íåíèÿ îðèåíòàöèè íà âñåõ êîìïîíåíòàõ.Çàìå÷àíèå 2.1. Ïîä óòîëùåííîé ïîâåðõíîñòüþ ìû ïîíèìàåì äåêàðòîâîïðîèçâåäåíèå M × I, ãäå I � îòðåçîê [0, 1], à M � çàìêíóòîå îðèåíòè-ðóåìîå äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, íå îáÿçàòåëüíî ñâÿçíîå. Ïðè ýòîì ìûòðåáóåì, ÷òîáû äëÿ êàæäîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû Mi äâóìåðíîãî ìíîãî-îáðàçèÿ M óòîëùåííàÿ ïîâåðõíîñòü Mi×I ñîäåðæàëà áû ïî êðàéíåé ìåðåîäíó êîìïîíåíòó çàöåïëåíèÿ.Â ÷àñòíîñòè, êîãäà ìû èìååì äåëî ñ óçëàìè, ìíîãîîáðàçèå âñåãäà äîëæíîáûòü ñâÿçíûì, ò.å. ïîâåðõíîñòü M ãîìåîìîð�íà ñ�åðå ñ íåêîòîðûì êîëè-÷åñòâîì ðó÷åê.Ïîä äåñòàáèëèçàöèåé ìû ïîíèìàåì ñëåäóþùåå. Ïóñòü S � íåêîòîðàÿíåñòÿãèâàåìàÿ îêðóæíîñòü íà ïîâåðõíîñòè M , äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò öè-ëèíäð C ñ êðàÿìè íà ðàçíûõ êðàÿõ ìíîãîîáðàçèÿ M ⊗ {0, 1}, ãîìîòîïíûé(â êëàññå ñîáñòâåííûõ (ñì. ñòð. 48) âëîæåíèé) öèëèíäðó C × I, íå ïå-ðåñåêàþùèé çàöåïëåíèÿ ñ êðàåì öèëèíäðà). Òîãäà äåñòàáèëèçàöèÿ � ýòîðàçðåçàíèå òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M × I âäîëü öèëèíäðà ñ çàêëåèâà-íèåì âíîâü ïîÿâèâøèõñÿ êîìïîíåíò êðàÿ øàéáàìè D2×I, ñì. ðèñ. 2.1. Ïðèýòîì åñëè ðàçðåçàíèå ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ ïóñòîé êîìïîíåíòû, òî ýòóêîìïîíåíòó ñëåäóåò óäàëèòü, ÷òîáû íå íàðóøàòü èçíà÷àëüíîé äîãîâîðåí-íîñòè (çàìå÷àíèå 2.1): â êàæäîé êîìïîíåíòå Mi × I äîëæíà ëåæàòü õîòÿáû îäíà êîìïîíåíòà çàöåïëåíèÿ.Ìû áóäåì òàêæå èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèå äåñòàáèëèçàöèÿ âäîëü öèëèí-äðà (êîëüöà) C.Ïîä ñòàáèëèçàöèåé ïîíèìàåòñÿ îïåðàöèÿ, îáðàòíàÿ ê äåñòàáèëèçàöèè.Èíûìè ñëîâàìè, ñòàáèëèçàöèÿ è äåñòàáèëèçàöèÿ � ýòî äîáàâëåíèå è óäà-ëåíèå ðó÷åê ê ïîâåðõíîñòè M ; ïðè ýòîì äîáàâëÿåìûå/óäàëÿåìûå ðó÷êè íåäîëæíû ñîäåðæàòü îáùèõ òî÷åê ñ ðàññìàòðèâàåìûì çàöåïëåíèåì.Î÷åâèäíî, ÷òî ñòàáèëèçàöèþ (äîáàâëåíèå ðó÷åê) ìîæíî ïðèìåíÿòü êëþáîé äèàãðàììå.



Âèðòóàëüíûå óçëû è òðåõìåðíàÿ òîïîëîãèÿ 48

�èñ. 2.1. Äåñòàáèëèçàöèÿ ïàðû (S2 × I,K)Âàæíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ, íàñêîëüêî äîëãî ìîæíî äåñòàáèëèçèðîâàòüäèàãðàììó. Ïóñòü âèðòóàëüíîå çàöåïëåíèå L çàäàíî çàöåïëåíèåì L̄ â óòîë-ùåííîé ïîâåðõíîñòè M × I.Íàçîâåì òàêîå çàäàíèå ìèíèìàëüíûì, åñëè ê íåìó íåëüçÿ ïðèìåíèòüäåñòàáèëèçàöèè.Íà ïðîòÿæåíèè íàñòîÿùåé ãëàâû ïîä ñëîâîì �ìíîãîîáðàçèå� ìû áóäåìïîíèìàòü òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå M , áûòü ìîæåò, ñ êðàåì, ïîä ñëîâîì�ïîâåðõíîñòü� ìû áóäåì ïîíèìàòü äâóìåðíóþ ïîâåðõíîñòü F ⊂ M , ïðèýòîì ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ÷òî ïîâåðõíîñòüÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé. Ýòî çíà÷èò, ÷òî F ∩ ∂M = ∂F , ãäå ∂M è ∂F �ãðàíèöà ìíîãîîáðàçèÿ M è ãðàíèöà ïîâåðõíîñòè F ñîîòâåòñòâåííî.Áîëåå òîãî, âñå òðåõìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ íà ïðîòÿæåíèè íàñòîÿùåé ãëà-âû ïðåäïîëàãàþòñÿ îðèåíòèðîâàííûìè, ïðè÷åì îðèåíòàöèÿ ÿâëÿåòñÿ�èêñèðîâàííîé, è âñå äàëüíåéøèå îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìû, �îðìóëèðóå-ìûå î òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, îòíîñÿòñÿ ê îðèåíòèðîâàííûì ìíîãî-îáðàçèÿì (êàê ïðàâèëî ñ êðàåì); ïðè ýòîì ïîä ãîìåîìîð�èçìîì âñåãäàïîíèìàåòñÿ ãîìåîìîð�èçì, ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ.



2.1. Òåîðåìà Êóïåðáåðãà 492.1. Òåîðåìà ÊóïåðáåðãàÑ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ òðåõìåðíîé òîïîëîãèè �ðåã Êóïåðáåðã äîêà-çàë ñëåäóþùóþ âàæíóþ òåîðåìó [Kup℄:Òåîðåìà 2.1. Ìèíèìàëüíûé ïðåäñòàâèòåëü êàæäîãî âèðòóàëüíîãî çà-öåïëåíèÿ K åäèíñòâåí ñ òî÷íîñòüþ äî äè��åîìîð�èçìà ïàðû (M×I, K ⊂
M × I) íà ñåáÿ, ïåðåâîäÿùåãî âåðõíþþ êîìïîíåíòó êðàÿ M × {1} â ñåáÿ.Â ñëó÷àå, êîãäà ìû èìååì äåëî ñ óçëîì, èëè � áîëåå îáùî, ñ íåðàñïàäàþ-ùèìñÿ çàöåïëåíèåì, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîâåðõíîñòü äîëæíà áûòü ñâÿçíîé,ò.å. èìåòü âèä Sg � ñ�åðû ñ g ðó÷êàìè.Îïðåäåëåíèå 2.1.Íàçîâåì ïîäëåæàùèì ðîäîì íåðàñïàäàþùåãîñÿ âèð-òóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ L ðîä g ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè Sg, òàêîé ÷òî çà-öåïëåíèå L ðåàëèçóåìî â Sg × I.Çàìå÷àíèå 2.2. Ïîäëåæàùèé ðîä íóëü èìåþò êëàññè÷åñêèå çàöåïëåíèÿè òîëüêî îíè.Çàìå÷àíèå 2.3. Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ââåñòè åùå íåñêîëü-êî õàðàêòåðèñòèê êëàññè÷åñêèõ è âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé, íàçûâàåìûõñëîâîì �ðîä�: ðîä ïîäëåæàùåé ïîâåðõíîñòè, ðîä àòîìà, ðîä Çåé�åðòà.Èíîãäà ìû áóäåì îïóñêàòü õàðàêòåðèñòèêó �ïîäëåæàùèé� è ïèñàòü ïðî-ñòî �ðîä�, åñëè èç êîíòåêñòà ÿñíî, î êàêîì ðîäå èäåò ðå÷ü. Ïîä ðîäîìóòîëùåííîé ïîâåðõíîñòè M × I âñåãäà ïîíèìàåòñÿ ðîä ïîâåðõíîñòè M .Èç òåîðåìû Êóïåðáåðãà ñëåäóåò, ÷òî åñëè äâà âèðòóàëüíûõ óçëà K1 è K2îáà èìåþò ðîä g, òî îíè ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà îäèí èç íèõ ìîæåò áûòü ïåðåñòðîåí â äðóãîé â êëàññå âèðòóàëüíûõóçëîâ ðîäà g, ò.å. èçîòîïèÿìè â Sg × I (è ãîìåîìîð�èçìàìè Sg íà ñåáÿ). Â÷àñòíîñòè, ïðè g = 0 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äâå êëàññè÷åñêèå äèàãðàììû óçëîâ(çàöåïëåíèé) ÿâëÿþòñÿ âèðòóàëüíî ýêâèâàëåíòíûìè òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà îíè çàäàþò èçîòîïíûå çàöåïëåíèÿ.Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòîÒåîðåìà 2.2. Êëàññè÷åñêèå çàöåïëåíèÿ îáðàçóþò ïîäìíîæåñòâî â ìíî-æåñòâå âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè äâå êëàññè÷åñêèå



2.2. �îä âèðòóàëüíîãî óçëà 50äèàãðàììû ýêâèâàëåíòíû (êàê âèðòóàëüíûå äèàãðàììû), òî îíè çàäàþòèçîòîïíûå êëàññè÷åñêèå çàöåïëåíèÿ.Ýòà òåîðåìà áûëà âïåðâûå äîêàçàíà â ðàáîòå [GPV℄ ñ ïîìîùüþ êîíñòðóê-öèè äèñòðèáóòèâíîãî ãðóïïîèäà. Ê ýòîìó âîïðîñó ìû âåðíåìñÿ â ãëàâå 3.2.2. �îä âèðòóàëüíîãî óçëàÍåñâÿçíàÿ ñóììà âèðòóàëüíûõ äèàãðàìì (óçëîâ èëè çàöåïëåíèé) K1 è
K2 îïðåäåëÿåòñÿ êàê äèàãðàììà íà ïëîñêîñòè, ðàçäåëåííîé ïðÿìîé ëèíèåé
l íà äâå ïîëóïëîñêîñòè, ïðè ýòîì ïåðåñå÷åíèå äèàãðàììû íåñâÿçíîé ñóììûñ îäíîé ïîëóïëîñêîñòüþ ñîñòîèò èç äèàãðàììû K1, à ïåðåñå÷åíèå ñ äðóãîéïîëóïëîñêîñòüþ � èç äèàãðàììû K2. Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííóþ ñâÿçíóþ ñóì-ìó ÷åðåçK1⊔K2. Î÷åâèäíî, ÷òî íåñâÿçíàÿ ñóììà âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèéêîððåêòíî îïðåäåëåíà: êëàññ âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ K1⊔K2 íå çàâèñèòîò âûáîðà äèàãðàìì-ïðåäñòàâèòåëåé çàöåïëåíèé K1 è K2.Íàçîâåì âèðòóàëüíóþ äèàãðàììó ñâÿçíîé, åñëè îíà íå ìîæåò áûòü ïî-ëó÷åíà èç íåñâÿçíîé ñóììû äâóõ íåïóñòûõ âèðòóàëüíûõ äèàãðàìì ïðèìå-íåíèåì äâèæåíèÿ îáúåçäà.Ïóñòü K1, K2 � äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ äèàãðàììû îðèåíòèðîâàííûõâèðòóàëüíûõ óçëîâ íà îðèåíòèðîâàííîé ïëîñêîñòè P , êîòîðûå îáëàäàþòòåì ñâîéñòâîì, ÷òî íåêîòîðûé äâóìåðíûé äèñê E ïåðåñåêàåò K1 ⊔ K2 ïîäâóì äóãàì AB ∈ K1 è CD ∈ K2, èìåþùèì ïðîòèâîïîëîæíûå îðèåíòà-öèè, ò.å. ïåðâàÿ äóãà îðèåíòèðîâàíà îò A ê B, à âòîðàÿ � îò C ê D, ïðèýòîì ïðè îáõîäå îêðóæíîñòè ∂E ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå ÷åòûðå òî÷êè âñòðå-÷àþòñÿ â ïîðÿäêå A, B, C, D. Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ
l, ïåðåñåêàþùàÿ äèñê E è íå ïåðåñåêàþùàÿ äèàãðàìì K1, K2, òàêàÿ ÷òîäèàãðàììû K1 è K2 ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò l.Îïðåäåëåíèå 2.2. Íàçîâåì ñâÿçíîé ñóììîé äèàãðàìì K1 è K2 (îáîçíà-÷åíèå: K1#K2) äèàãðàììó, ïîëó÷åííóþ èç äèàãðàììû íåñâÿçíîé ñóììû
K1 ⊔ K2 óäàëåíèåì äóã AB è CD è äîáàâëåíèåì äóã DA è CB ñ ðàñïðî-ñòðàíåíèåì îðèåíòàöèè äèàãðàìì K1 è K2 íà ïîëó÷èâøóþñÿ äèàãðàììó
K1#K2, ñì. ðèñ. 2.4.Îòìåòèì, ÷òî ñâÿçíàÿ ñóììà âèðòóàëüíûõ óçëîâ íå ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî



2.2. �îä âèðòóàëüíîãî óçëà 51îïðåäåëåííîé. Íà ðèñóíêàõ 2.2 è 2.3 èçîáðàæåíû äâå íåýêâèâàëåíòíûå äðóãäðóãó ñâÿçíûå ñóììû âèðòóàëüíîãî òðèëèñòíèêà ñ ñàìèì ñîáîé.
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�èñ. 2.2. Ñâÿçíàÿ ñóììà K#K
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�èñ. 2.3. Äðóãàÿ ñâÿçíàÿ ñóììà K#KÍå ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî îïðåäåëåííûì è êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ñâÿçíîéñóììû äâóõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ. Ïîýòîìó áóäåì óïîòðåáëÿòü òåðìèí ñâÿç-íàÿ ñóììà âèðòóàëüíûõ óçëîâ äëÿ ëþáîé èç ñâÿçíûõ ñóìì, ïîëó÷àåìûõñâÿçíûì ñóììèðîâàíèåì íåêîòîðûõ èõ äèàãðàìì.Èíòåðåñíî òàêæå ðàññìîòðåíèå ñâÿçíîé ñóììû äëèííûõ âèðòóàëü-íûõ óçëîâ: îíà îïðåäåëåíà êîððåêòíî. Îïèñàíèþ äëèííûõ âèðòóàëüíûõóçëîâ ïîñâÿùåíà ÷àñòü 3.2 ãëàâû 3.Öåëüþ íàñòîÿùåãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðå-ìû.Òåîðåìà 2.3. Äëÿ ëþáûõ äâóõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ K1, K2, õîòÿ áû îäèíèç êîòîðûõ íåòðèâèàëåí, ëþáàÿ èõ ñâÿçíàÿ ñóììà K1#K2 ÿâëÿåòñÿ íåòðè-âèàëüíûì âèðòóàëüíûì óçëîì.
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L

L

�èñ. 2.4. Ïðèìåð ñâÿçíîé ñóììû âèðòóàëüíûõ óçëîâÝòà òåîðåìà áóäåò ñëåäñòâèåì òåîðåìû 2.5 î (ïîäëåæàùåì) ðîäå è ëåììû2.1.Â ñëó÷àå êëàññè÷åñêèõ çàöåïëåíèé òåîðåìà, àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìå 2.3 îíåòðèâèàëüíîñòè ñâÿçíîé ñóììû óçëîâ, áûëà äîêàçàíà Õîðñòîì Øóáåðòîì[S
hu℄.Â íåé èñïîëüçîâàëèñü ñîîáðàæåíèÿ, àíàëîãè÷íûå èäåå äîêàçàòåëüñòâàòåîðåìå 2.5. À èìåííî, áûëà äîêàçàíà àääèòèâíîñòü ðîäà Çåé�åðòà � íåîò-ðèöàòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêè êëàññè÷åñêèõ óçëîâ, ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèåíóëü òîëüêî íà òðèâèàëüíîì óçëå.Íàïîìíèì, ÷òî âñÿêîå êëàññè÷åñêîå çàöåïëåíèå L ⊂ R3 äîïóñêàåò îðèåí-òèðóåìóþ ñâÿçíóþ ïîâåðõíîñòü F ⊂ R3, òàêóþ, ÷òî ∂F = L. Ìèíèìàëüíûéðîä òàêîé ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ ðîäîì Çåé�åðòà çàöåïëåíèÿ L.Â ñëó÷àå êëàññè÷åñêèõ óçëîâK1 èK2, êëàññè÷åñêèå äèàãðàììû êîòîðûõ



2.2. �îä âèðòóàëüíîãî óçëà 53ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò íåêîòîðîé ïðÿìîé l ìû âûáèðàåì êëàññè÷å-ñêèå äèàãðàììû K1 è K2 ýòèõ óçëîâ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äëÿ íåêîòî-ðîãî êðóãà E, ïåðåñåêàþùåãî l â äâóõ òî÷êàõ íà ïëîñêîñòè, ïåðåñå÷åíèå
E ∩ (K1 ∪ K2) ñîñòîÿëî èç äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ äóã AB è CD, ëåæà-ùèõ ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò l, íàïðàâëåííûõ âíóòðè êðóãà â ïðîòèâîïîëîæ-íûå ñòîðîíû. Ïîñëå ýòîãî ñâÿçíàÿ ñóììàK1#K2 îïðåäåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîìäèàãðàììû K1#K2 = K1 ⊔ K2\(AB ∪ CD) ∪ (DA ∪ CB) ñ î÷åâèäíîé îðè-åíòàöèåé.Ýòî îïðåäåëåíèå äëÿ êëàññè÷åñêèõ óçëîâ çàäàåò êëàññè÷åñêóþ ñâÿçíóþñóììó. Ïîëó÷åííûé êëàññè÷åñêèé óçåë ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî îïðåäåëåííûì:åãî èçîòîïè÷åñêèé êëàññ íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëåé K1 è K2.Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî �àêòà îáùåèçâåñòíî, ñì., íàïð., [BZ, Ìà1℄.Áóäåì íàçûâàòü òàêóþ ñâÿçíóþ ñóììó êëàññè÷åñêîé ñâÿçíîé ñóììîéêëàññè÷åñêèõ óçëîâ. Â îòëè÷èå îò îáùåãî ñëó÷àÿ âèðòóàëüíîé ñâÿçíîéñóììû (êîòîðóþ ìîæíî ïðèìåíÿòü è ê äèàãðàììàì êëàññè÷åñêèõ óçëîâ),êëàññè÷åñêàÿ ñóììà ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî îïðåäåëåííîé.Òåîðåìà Øóáåðòà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.Òåîðåìà 2.4 ([S
hu℄). Åñëè êëàññè÷åñêàÿ ñâÿçíàÿ ñóììà äâóõ êëàññè÷å-ñêèõ óçëîâ K1, K2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðèâèàëüíûé êëàññè÷åñêèé óçåë,òî êàæäûé èç óçëîâ Ki, i = 1, 2, òðèâèàëåí.Îïðåäåëåíèå 2.3. Ñêàæåì, ÷òî ìèíèìàëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ âèðòóàëüíî-ãî óçëà K â âèäå óçëà â óòîëùåííîé ïîâåðõíîñòè M × I ÿâëÿåòñÿ îñîáîé,åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãîìîòîïè÷åñêè íåòðèâèàëüíàÿ âëîæåííàÿ îêðóæ-íîñòü S ⊂ M , íå ðàçäåëÿþùàÿ ïîâåðõíîñòü M íà äâå ÷àñòè è âëîæåííîåêîëüöî C ⊂ M×I, òàêîå ÷òî ∂C = C∩(M×{0, 1}), ïðè ýòîì C∩(M×{1})ãîìîòîïíî S × {1}, à ïåðåñå÷åíèå C ∩ K òðàíñâåðñàëüíî è ñîñòîèò ðîâíîèç îäíîé òî÷êè.Çàìå÷àíèå 2.4. Îòìåòèì, ÷òî èç òîãî, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ñîñòîèò ðîâíîèç îäíîé òî÷êè ñëåäóåò, ÷òî êîëüöî C íå ðàçäåëÿåò M×I íà äâå ñâÿçíûåêîìïîíåíòû.Ïðèìåð îñîáîé ðåàëèçàöèè ïîêàçàí íà ðèñ. 2.5.
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�èñ. 2.5. Îñîáàÿ ìèíèìàëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ íà óòîëùåííîì òîðåÊëþ÷åâûì óòâåðæäåíèåì â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.3 ÿâëÿåòñÿ ñëåäó-þùàÿÒåîðåìà 2.5. Äëÿ êàæäûõ äâóõ âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé K1, K2 è êàæ-äîé èõ ñâÿçíîé ñóììû K1#K2 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
g(K1#K2) > g(K1) + g(K2) − 1, ïðè ýòîì
g(K1#K2) > g(K1) + g(K2), åñëè ìèíèìàëüíûé ïðåäñòàâèòåëü êàêîãî-ëèáî èç âèðòóàëüíûõ óçëîâ K1, K2 íå ÿâëÿåòñÿ îñîáûì.Çàìå÷àíèå 2.5. Îòìåòèì, ÷òî ýòè íåðàâåíñòâà íåëüçÿ çàìåíèòü íàðàâåíñòâà. Â ãëàâå 4 áóäåò îïèñàí óçåë Êèøèíî, èìåþùèé ïîäëåæàùèéðîä äâà è ÿâëÿþùèéñÿ ñâÿçíîé ñóììîé äâóõ òðèâèàëüíûõ óçëîâ (ðîäàíóëü).Â äàëüíåéøåì íàì òàêæå ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿËåììà 2.1. Åñëè íåêîòîðàÿ ñâÿçíàÿ ñóììà äâóõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ K1, K2ðîäà íóëü èìååò ðîä íóëü (ò.å. ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êëàññè÷åñêèé óçåë),òî îáà óçëà K1 è K2 èìåþò ðîä íóëü, à ýòà ñâÿçíàÿ ñóììà ýêâèâàëåíòíàèõ êëàññè÷åñêîé ñâÿçíîé ñóììå.Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.1 áóäåò ñëåäîâàòü èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû2.5.



2.2. �îä âèðòóàëüíîãî óçëà 55Èç òåîðåìû 2.5 è ëåììû 2.1 ñëåäóåò òåîðåìà 2.3. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
K1 è K2 � äâà âèðòóàëüíûõ óçëà. Åñëè õîòÿ áû îäèí èç íèõ (ñêàæåì K1)èìååò (ìèíèìàëüíûé) ïîäëåæàùèé ðîä áîëüøå íóëÿ, òî K1#K2 òàêæå èìå-åò ðîä áîëüøå íóëÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé òðèâè-àëüíûé óçåë. À èìåííî, ñîãëàñíî òåîðåìå 2.5, åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü,ïðè êîòîðîé g(K1#K2) = 0 � ýòî ñëó÷àé, êîãäà g(K1) = 0, g(K2) = 1 (èëè
g(K1) = 1, g(K2) = 0), ïðè ýòîì îáà ìèíèìàëüíûõ ïðåäñòàâèòåëÿ äîëæíûáûòü îñîáûìè, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ íåâîçìîæíî â ñëó÷àå ðîäà íóëü (òàêêàê íà ñ�åðå íåò íåòðèâèàëüíûõ öèêëîâ).Â ñëó÷àå, åñëè îáà óçëà ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèìè, ìû ìîæåì â ñèëó ëåì-ìû 2.1 ðàññìîòðåòü èõ êëàññè÷åñêóþ ñâÿçíóþ ñóììó. Ïîñëåäíÿÿ ïðåäñòàâ-ëÿåò ñîáîé íåòðèâèàëüíûé óçåë â ñèëó òåîðåìûØóáåðòà (â ïðåäïîëîæåíèèíåòðèâèàëüíîñòè õîòÿ áû îäíîãî èç äâóõ óçëîâ).Ïåðåéäåì òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.5.Çàìå÷àíèå 2.6. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îáîçíà÷àòü àáñòðàêòíûå âèð-òóàëüíûå óçëû è ïðåäñòàâëÿþùèå èõ óçëû â óòîëùåííûõ ïîâåðõíîñòÿõîäíîé è òîé æå áóêâîé. Òàê, íàïðèìåð, âèðòóàëüíûé óçåë K çàäàåòñÿóçëîì K â óòîëùåííîé ïîâåðõíîñòè Sg × I.2.2.1. Äâà òèïà ñâÿçíîãî ñóììèðîâàíèÿÏóñòü äâà âèðòóàëüíûõ óçëà K1 è K2 ïðåäñòàâëåíû ïîñðåäñòâîì óçëîââ óòîëùåííûõ ïîâåðõíîñòÿõ è �èêñèðîâàíà íåêîòîðàÿ èõ ñâÿçíàÿ ñóììà.Â ýòîì ñëó÷àå ìîãóò èìåòü ìåñòî åñòåñòâåííûå âîçìîæíîñòè ïðåäñòàâèòüñâÿçíóþ ñóììó ïðåäñòàâèòåëåé ýòèõ óçëîâ â âèäå (ïðåäñòàâèòåëÿ) óçëà âóòîëùåííîé ïîâåðõíîñòè, ñì. ðèñ. 2.6, à.á.Îäèí ñïîñîá ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ìû ðàññìàòðèâàåì óòîëùåííûå ïî-âåðõíîñòè (M1× I) ⊃ K1 è (M2× I) ⊃ K2 è âûðåçàåì â íèõ äâà âåðòèêàëü-íûõ öèëèíäðè÷åñêèõ îòâåðñòèÿ Di × I, ãäå Di ⊂ Mi, òàê ÷òî ïåðåñå÷åíèå
(Di× I)∩Ki ãîìåîìîð�íî îòðåçêó. Ïîñëå ýòîãî ìû ñêëåèâàåì ïîëó÷åííûåêðàÿ âìåñòå (îòîæäåñòâëÿÿ ∂D1 × I è ∂D2 × I ñïîñîáîì, ñîãëàñîâàííûìñ îðèåíòàöèåé ìíîãîîáðàçèÿ, íàïðàâëåíèåì èíòåðâàëà I òàêèì îáðàçîì,÷òîáû êîíöû óçëîâ ñîåäèíèëèñü, è ýòî ñîåäèíåíèå áûëî ñîãëàñîâàíî ñ îðè-åíòàöèåé óçëîâ). Òåì ñàìûì ìû ïîëó÷àåì (M × I) = ((M1#M2) × I) ñ
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�èñ. 2.6. Äâà òèïà ñâÿçíîãî ñóììèðîâàíèÿóçëîì K1#K2 âíóòðè.Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ýòîì g(M) = g(M1) + g(M2).Äðóãîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ñâÿçíîé ñóììû ðàáîòàåò òîëüêî â ñëó÷àå, êî-ãäà ðåàëèçàöèè îáîèõ óçëîâ K1 è K2 ÿâëÿþòñÿ îñîáûìè. Îí ñîñòîèò â ñëå-äóþùåì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî K1 è K2 ëåæàò â M1 × I è M2 × I, ïðè÷åìêàæäûé èç äâóõ ðîäîâ g(M1) è g(M2) áîëüøå íóëÿ, ïðè ýòîì ñóùåñòâóþòíåòðèâèàëüíûå (íåãîìîòîïíûå íóëþ) êðèâûå γ1 ∈ M1 è γ2 ∈ M2, òàêèå÷òî ìíîæåñòâî (γi × I) ∩ Ki ñîñòîèò ðîâíî èç îäíîé òî÷êè (îòìåòèì, ÷òîâ ýòîì ñëó÷àå êðèâàÿ γi íå ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëÿþùåé). Ñëåäîâàòåëüíî, ìûìîæåì ðàçðåçàòü ìíîãîîáðàçèÿ (Mi × I) âäîëü êîëåö γi × I è ñêëåèòü èõäðóã ñ äðóãîì (â ýòîì ñëó÷àå ñêëåèâàþòñÿ äâå ïàðû öèëèíäðîâ). Çäåñüìû òàêæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñêëåéêà ñîãëàñîâàíà ñ ðàñïîëîæåíèåì òî÷åêïåðåñå÷åíèÿ ñ óçëàìè è îðèåíòàöèåé óçëîâ.Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì ìíîãîîáðàçèå M × I, ãäå g(M) = g(M1) +

g(M2) − 1 äëÿ íåêîòîðîé ñâÿçíîé ñóììû K1#K2, ëåæàùåé â M .Â äàëüíåéøåì ïðè äåñòàáèëèçàöèè è îïðåäåëåíèè ðîäà âèðòóàëüíîãîóçëà íàì ïîíàäîáÿòñÿ òîëüêî ýòè äâà òèïà ñâÿçíîãî ñóììèðîâàíèÿ.Òåîðåìà Êóïåðáåðãà èñïîëüçóåòñÿ íàìè äëÿ êîððåêòíîé îïðåäåëåííîñòèïîíÿòèÿ ðîäà âèðòóàëüíîãî óçëà.2.2.2. Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.5�àññìîòðèì äâà âèðòóàëüíûõ óçëà K1 è K2 è íåêîòîðóþ èõ ñâÿçíóþ ñóì-ìó K1#K2. �åàëèçóåì ýòó ñâÿçíóþ ñóììó êðèâûìè â óòîëùåííûõ ïîâåðõ-íîñòÿõ ïåðâûì ñïîñîáîì. Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå ïîâåðõíîñòè ÷åðåç
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M1, M2, M1#M2, à ñîîòâåòñòâóþùèå óçëû � ÷åðåç K1, K2, K1#K2. Áóäåìòðàíñ�îðìèðîâàòü óòîëùåííóþ ïîâåðõíîñòü (M1#M2) × I è óçëû âíóòðèíåå.Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé ìû áóäåì ïèñàòü M = M1#M2, à òàêæå
M = M1 ∪ M2. Ìû ïðåäïî÷èòàåì âòîðîå îáîçíà÷åíèå, êîãäà íàì íóæíîïîä÷åðêíóòü, ÷òî M1 è M2 ÿâëÿþòñÿ ÷àñòÿìè ìíîãîîáðàçèÿ M ; ïåðâîå îáî-çíà÷åíèå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðè ðàññìîòðåíèè M1 è M2 êàê îòäåëüíîñòîÿùèõ ìíîãîîáðàçèé.Áóäåì ïðèìåíÿòü ïðîöåññ äåñòàáèëèçàöèè ê óçëó, ïîëó÷åííîìó â âèäåñâÿçíîé ñóììû, îïèñàííîé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.Ïðîöåññ äåñòàáèëèçàöèè áóäåò ñîñòîÿòü èç íåñêîëüêèõ øàãîâ.Ìû ïîêàæåì, ÷òî ïîñëå êàæäîãî øàãà äåñòàáèëèçàöèè âûïîëíÿþòñÿ ñëå-äóþùèå óòâåðæäåíèÿ (âñå îáîçíà÷åíèÿ îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè íà ïðîòÿ-æåíèè âñåãî ïðîöåññà äåñòàáèëèçàöèè); äàëåå M � çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü:1. Îáúåìëþùåå ìíîãîîáðàçèå M × I ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäåñâÿçíîé ñóììû äâóõ ÷àñòåé M1#M2 èëè æå â âèäå ñêëåéêè M1 è M2ïî äâóì âûðåçàííûì öèëèíäðàì (êàê â ñëó÷àå âòîðîãî ñïîñîáà ñÿçàíîãîñóììèðîâàíèÿ) òàêèì îáðàçîì, ÷òî Mi × I ñîäåðæèò óçåë Ki, i = 1, 2(ò.å. ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì çàìûêàíèè ìû ïîëó÷èì ðåàëèçàöèþ óçëà

Ki) .Çäåñü ïîä çàìûêàíèåì ìû ïîíèìàåì çàêëåèâàíèå îáðàçîâàâøèõñÿ öè-ëèíäðè÷åñêèõ îòâåðñòèé S1
i × I òðåõìåðíûìè øàéáàìè D2

i × I, òàê÷òîáû ïîëó÷èòü äâå óòîëùåííûå ïîâåðõíîñòè.2. Ïåðåñå÷åíèåM = M1∩M2 ñîñòîèò èç îäíîé èëè äâóõ êîìïîíåíò; òàêèìîáðàçîì (M1 × I) ∩ (M2 × I) ñîñòîèò èç îäíîãî èëè äâóõ êîëåö.3. Óçåë K1#K2 ïåðåñåêàåò ìíîãîîáðàçèå (M1∩M2) â òî÷íîñòè â äâóõ òî÷-êàõ; ïðè ýòîì åñëè ìíîæåñòâî M1∩M2 íåñâÿçíî, ýòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿëåæàò â ðàçíûõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíòàõ.4. Ïðîöåññ äåñòàáèëèçàöèè, îñòàíàâëèâàåòñÿ çà êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî øà-ãîâ. Â ýòîò ìîìåíò g(M1#M2) çàäàåò ìèíèìàëüíûé ðîä äëÿ óçëàK1#K2.



2.2. �îä âèðòóàëüíîãî óçëà 58Çäåñü ìû èñïîëüçóåì òåîðåìó Êóïåðáåðãà î òîì, ÷òî ìèíèìàëüíûé ïðåä-ñòàâèòåëü åäèíñòâåí, è îí çàäàåò ìèíèìàëüíûé ðîä óçëà K1#K2. Ïðîöåññäåñòàáèëèçàöèè ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà äåñòàáèëèçàöèÿ âîçìîæíà,ò.å. ðîä íå ìèíèìàëåí.Åñëè ìû îðãàíèçóåì ïðîöåññ òàê, êàê îïèñàíî âûøå, ìû äîêàæåì òåî-ðåìó 2.5. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëå êàæäîãî øàãà äåñòàáèëèçàöèè ìû áóäåìèìåòü óçëû K1 è K2, ïðåäñòàâëåííûå óçëàìè â óòîëùåííûõ ïîâåðõíîñòÿõíåêîòîðûõ ðîäîâ g1 è g2 ñîîòâåòñòâåííî. Óçåë K1#K2 ëåæèò ïðè ýòîìâ óòîëùåííîé ïîâåðõíîñòè ðîäà g1 + g2, åñëè ìû èìååì äåëî ñî ñâÿçíîéñóììîé ïåðâîãî òèïà èëè æå ðîä g1 + g2 − 1, åñëè ìû èìååì äåëî ñîñâÿçíîé ñóììîé âòîðîãî òèïà. Òî æå ñàìîå èìååò ìåñòî è êîãäà ïðîöåññîñòàíàâëèâàåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïîëó÷àåì g(K1#K2) = g1 + g2 èëè
g(K1#K2) = g1+g2−1, ïðè÷åì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî åñëèìû èìååì äåëî ñî ñâÿçíîé ñóììîé âòîðîãî òèïà (ñëåäîâàòåëüíî, îáà ðîäà
g1 è g2 ñòðîãî áîëüøå íóëÿ). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî gi ïðåäñòàâëÿ-åò ñîáîé ðîä ïîâåðõíîñòè (íå îáÿçàòåëüíî ìèíèìàëüíîé), ïðåäñòàâëÿþùåéóçåë Ki, ìû ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.2.2.3. Ïðîöåññ äåñòàáèëèçàöèèÂ íàñòîÿùåì ïîäðàçäåëå ìû îïèøåì, êàê ïðîöåññ ðàáîòàåò.�àññìîòðèì ñíà÷àëà ñâÿçíóþ ñóììó òèïà j (j = 1 èëè j = 2) äëÿ äâóõâèðòóàëüíûõ óçëîâ K1 è K2. Îñíîâíîå óòâåðæäåíèå ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.Óòâåðæäåíèå 2.1. Åñëè ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü äåñòàáèëèçèðîâàòüñâÿçíóþ ñóììó M1#M2 (ñ óçëîì K1#K2 âíóòðè), òîãäà âåðíî îäíî èçñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:1. Ìû ìîæåì ïðîâåñòè äåñòàáèëèçàöèþ âíóòðè Mi (äëÿ i = 1 èëè i =

2) áåç èçìåíåíèÿ M3−i è òèïà ñâÿçíîé ñóììû. Òàêèì îáðàçîì, ìûóìåíüøàåì ðîä îäíîãî èç Mi íà åäèíèöó; ðîä ñâÿçíîé ñóììû M1#M2ïðè ýòîì òàêæå óìåíüøàåòñÿ íà åäèíèöó.2. Ïóñòü ñâÿçíàÿ ñóììà ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé ñóììîé ïåðâîãî òèïà. Òîãäàåå ìîæíî ïåðåäåëàòü â ñâÿçíóþ ñóììó âòîðîãî òèïà. Ïðè ýòîì ðîä
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M1#M2 óìåíüøàåòñÿ íà åäèíèöó, à ðîäû ïîâåðõíîñòåé M1 è M2 íåìåíÿþòñÿ.3. Ïóñòü ñâÿçíàÿ ñóììà ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé ñóììîé âòîðîãî òèïà. Òîãäàâîçìîæíî ïåðåäåëàòü åå ïîñðåäñòâîì äåñòàáèëèçàöèè â ñâÿçíóþ ñóì-ìó ïåðâîãî òèïà. Ïðè ýòîì êàæäàÿ èç òðåõ âåëè÷èí g(M1), g(M2),
g(M1#M2) óìåíüøàåòñÿ ðîâíî íà åäèíèöó.Âìåñòå ñ ïðèâåäåííûì âûøå ïëàíîì, ýòî óòâåðæäåíèå ïðèâîäèò ê çà-âåðøåíèþ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.5.Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2.1. �àññìîòðèì ñíà÷àëà ïåðâûé òèï ñâÿç-íîé ñóììû. Ìû èìååì M = M1#M2. Ïóñòü D � êîëüöî, ðàçäåëÿþùåå Míà äâå ÷àñòè M1 èM2. Êàê áûëî ñêàçàíî ðàíåå, äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèéáóäåì ïèñàòü èíîãäà M = M1#M2, à èíîãäà M = M1 ∪ M1.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ê ïàðå ((M1#M2) × I, K1#K2) âîçìîæíî ïðèìåíèòüäåñòàáèëèçàöèþ. Òîãäà ñóùåñòâóåò âåðòèêàëüíîå êîëüöî C â (M1#M2)× I(ò.å. êîëüöî, êîìïîíåíòû êðàÿ êîòîðîãî ëåæàò íà ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ êðàÿ

(M1#M2)×{0} è (M1#M2)×{1}), êîòîðîå íå ïåðåñåêàåò óçëàK1#K2. Åñëèîäíî èç òàêèõ êîëåö íå ïåðåñåêàåò êîëüöà D, òî ìû ìîæåì äåñòàáèëèçèðî-âàòü ëèáî (M1, K1), ëèáî (M2, K2) âäîëü ýòîãî êîëüöà C; ýòî ïðåäñòàâëÿåòñîáîé ïåðâûé ñëó÷àé óòâåðæäåíèÿ 2.1.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëþáîå èç (íåòðèâèàëüíûõ) êîëåö, âäîëü êîòîðûõ ìûìîæåì ïðèìåíèòü äåñòàáèëèçàöèþ, ïåðåñåêàåò êîëüöî D. Áóäåì ðàññìàò-ðèâàòü òîëüêî òàêèå êîëüöà, ïåðåñå÷åíèå êîòîðûõ ñ D òðàíñâåðñàëüíî è,ñëåäîâàòåëüíî, ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ñâÿçíûõ êîìïîíåíò. Ïóñòü n �ìèíèìàëüíîå âîçìîæíîå ÷èñëî êîìïîíåíò ïåðåñå÷åíèÿ C ∩D (êîòîðîå ìûïðåäïîëàãàåì íåíóëåâûì).Òàê êàê C è D ÿâëÿþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿìè ñ êðàåì (âåðòèêàëüíûìè êîëü-öàìè), èõ ïåðåñå÷åíèå â îáùåì ïîëîæåíèè ìîæåò ñîñòîÿòü èç:1. òðèâèàëüíûõ îêðóæíîñòåé;2. òðèâèàëüíûõ äóã;3. ãîðèçîíòàëüíûõ îêðóæíîñòåé;



2.2. �îä âèðòóàëüíîãî óçëà 604. âåðòèêàëüíûõ äóã;Ïðè ýòîì îêðóæíîñòü íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíîé, åñëè îíà çàäàåò åäè-íè÷íûé ýëåìåíò �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû êîëüöà C; â ïðîòèâíîì ñëó÷àåáóäåì íàçûâàòü îêðóæíîñòü ãîðèçîíòàëüíîé. Äóãà íàçûâàåòñÿ òðèâèàëü-íîé, åñëè îíà ñîåäèíÿåò òî÷êè íà îäíîé è òîé æå êîìïîíåíòå êðàÿ êîëüöà;â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äóãà íàçûâàåòñÿ âåðòèêàëüíîé.Åñëè â ïåðåñå÷åíèè C ∩ D èìååòñÿ òðèâèàëüíàÿ îêðóæíîñòü, òî ìû ìî-æåì ðàññìîòðåòü ñàìóþ âíóòðåííþþ (ïî âêëþ÷åíèþ) îêðóæíîñòü γ = ∂∆(ïðè ýòîì ∆ ⊂ C). Âíóòðåííîñòü ýòîé îêðóæíîñòè íå ñîäåðæèò òî÷åê èç
D. Òàê êàê äèñê ∆ âìåñòå ñ äèñêîì èç D îãðàíè÷èâàåò òðåõìåðíûé øàð(ñì. ðèñ. 2.7), ìû ìîæåì ñëåãêà ìîäè�èöèðîâàòü êîëüöî C òàêèì îáðàçîì,÷òîáû îáùåå ÷èñëî êîìïîíåíò ïåðåñå÷åíèÿ ìåæäó C è D óìåíüøèëîñü èïðè ýòîì C îñòàëîñü êîëüöîì ñ íåòðèâèàëüíîé ñðåäíåé ëèíèåé (âäîëü êî-òîðîãî ìîæíî äåñòàáèëèçèðîâàòü). Òà æå ñàìàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî âñëó÷àå íàëè÷èÿ òðèâèàëüíîé äóãè, ñì. ðèñ. 2.8.

�èñ. 2.7. Íåãîðèçîíòàëüíûå äóãè â A1Ñ�îðìóëèðóåì òåïåðü äâå âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû.Ëåììà 2.2. Ïóñòü Sg � îðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü ðîäà g, è ïóñòü
∆ � äèñê, âëîæåííûé â Sg. Òîãäà åñëè çàìêíóòàÿ íåñàìîïåðåñåêàþùà-ÿñÿ êðèâàÿ γ ⊂ Sg\∆ òðèâèàëüíà â Sg è íåòðèâèàëüíà â Sg\∆, òî îíà
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�èñ. 2.8. Óäàëåíèå ïåðåñå÷åíèÿ âäîëü íåâåðòèêàëüíîé äóãèïàðàëëåëüíà ∂∆ (ò.å. γ ∪ ∂∆ îãðàíè÷èâàåò öèëèíäð â Sg).Äåéñòâèòåëüíî, åñëè êðèâàÿ γ, íå èìåþùàÿ îáùèõ òî÷åê ñ ∆, îãðàíè÷è-âàåò äèñê â Sg, òî γ ñòÿãèâàåòñÿ â Sg\∆ íà êðàé.Ñëåäóþùàÿ ëåììà î÷åâèäíà.Ëåììà 2.3. Åñëè ñîáñòâåííîå êîëüöî C ′ ñâîáîäíî ãîìîòîïíî êîëüöó D (âêëàññå ñîáñòâåííûõ êîëåö), òî êîëüöî C ′ èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñóçëîì K1#K2.Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå C ∩ D ñîñòîèò ëèáî òîëüêî èç âåð-òèêàëüíûõ äóã, ëèáî òîëüêî èç ãîðèçîíòàëüíûõ îêðóæíîñòåé (â îáùåì ïî-ëîæåíèè ñóùåñòâîâàíèå âåðòèêàëüíîé äóãè ïðîòèâîðå÷èò ñóùåñòâîâàíèþãîðèçîíòàëüíîé îêðóæíîñòè).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ñîñòîèò òîëüêî èç ãîðèçîíòàëüíûõ îêðóæ-íîñòåé. Òîãäà êîëüöî C ãîìîòîïíî êîëüöó D è, ñîãëàñíî ëåììå 2.3, êîëüöî
C ïåðåñåêàåò óçåë K1#K2. Ýòî ïðèâîäèò íàñ ê ïðîòèâîðå÷èþ.Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå C ∩ D ñîñòîèò òîëüêî èç âåðòè-êàëüíûõ äóã. Òîãäà êîëüöî C ðàçáèâàåòñÿ âåðòèêàëüíûìè äóãàìè íà 2k÷àñòåé C1, . . . , C2k òàêèì îáðàçîì, ÷òî ÷àñòè C2l+1 ëåæàò â M1 × I, à ÷àñòèâèäà C2l ëåæàò M2 × I, ãäå l ∈ {1, . . . , k}. Òàêèì îáðàçîì, êîëüöî C ∩ Dðàçáèâàåòñÿ íà 2k ñåêòîðîâ ðàäèóñàìè (áîëåå òî÷íî, ðàäèàëüíûìè ñåãìåí-òàìè); íåêîòîðûå èç ïîëó÷åííûõ ñåêòîðîâ ñîäåðæàò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ



2.2. �îä âèðòóàëüíîãî óçëà 62óçëîì, (îíè èçîáðàæåíû æèðíûìè òî÷êàìè) ñì. ðèñ. 2.9. Áåç îãðàíè÷å-íèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè òî÷êè íå ïîïàäàþò íà ðàäèàëüíûåñåãìåíòû. Îáîçíà÷èì ýòè ðàäèàëüíûå ñåãìåíòû ÷åðåç r1, . . . , r2k.

�èñ. 2.9. Êîëöî C, ðàçáèòîå íà ñåêòîðàÊîëüöîD äåëèòM×I íà äâå ÷àñòè. Íàçîâåì îäíó èç íèõ ïîëîæèòåëüíîé,à äðóãóþ � îòðèöàòåëüíîé. Äàëåå, êàæäàÿ ÷àñòü Ci êîëüöà C èíöèäåíòíàäâóì ðàäèóñàì rj è rk. Ýòè äâà ðàäèóñà ðàçáèâàþò êîëüöî D íà äâå ÷à-ñòè; îáîçíà÷èì èõ (â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå) ÷åðåç D+
jk, è D−

jk. Äàëåå åñòü÷åòûðå âîçìîæíûõ âàðèàíòà îòâåòà íà ñëåäóþùèå äâà âîïðîñà:1. Âåðíî ëè, ÷òî êàæäàÿ èç äâóõ ÷àñòåé D+
jk è D−

jk ïåðåñåêàåò óçåë ðîâíîâ îäíîé òî÷êå?2. Âåðíî ëè, ÷òî êîëüöî, ïîëó÷åííîå ïðèêëåéêîé Ci ê îäíîé èç ÷àñòåé
D+

jk èëè D−
jk, âûñåêàåò øàð (òàê ÷òî åñëè ìû ïðèêëåèì Ci ê äðóãîìóèç ýòèõ äâóõ �ðàãìåíòîâ, ìû ïîëó÷èì êîëüöî, ãîìîòîïíîå êîëüöó D)?Çàìå÷àíèå 2.7. Çäåñü ìû èìååì â âèäó, ÷òî ñîáñòâåííàÿ ïîâåðõíîñòü(íàïðèìåð, êîëüöî) F ⊂ M âûñåêàåò øàð, åñëè M\F ñîñòîèò èç äâóõñâÿçíûõ êîìïîíåíò, îäíà èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òîïîëîãè÷å-ñêèé øàð. Èíûìè ñëîâàìè, F îãðàíè÷èâàåò øàð âìåñòå ñ íåêîòîðîé ÷à-ñòüþ P ãðàíèöû ∂M ìíîãîîáðàçèÿ M , òàê ÷òî P∪F ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéñ�åðó.



2.2. �îä âèðòóàëüíîãî óçëà 63�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà îòâåò íà ïåðâûé âîïðîñ îòðèöàòåëüíûé, ò.å.îäíà èç äâóõ ÷àñòåé, ñêàæåì,D+
jk, íå ïåðåñåêàåò óçåë (â òî âðåìÿ êàê âòîðàÿ÷àñòü D−

jk ïåðåñåêàåò óçåë â äâóõ òî÷êàõ).Åñëè êîëüöî, ïîëó÷åííîå ñêëåéêîé Ci ñ D+
jk, âûñåêàåò øàð, òî ìû ìîæåì�ïðîòÿíóòü� D+

jk ñêâîçü Ci; ýòî óìåíüøèò ÷èñëî êîìïîíåíò ïåðåñå÷åíèÿìåæäó C è D, ÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ ïðåäïîëîæåíèåì ìèíèìàëü-íîñòè.Åñëè êîëüöî, ïîëó÷åííîå ñêëåéêîé Ci è D−
jk âûñåêàåò øàð, òî êîëüöî

Ci ∪ D+
jk ãîìîòîïíî D; òàêèì îáðàçîì, îíî äîëæíî ïåðåñåêàòü óçåë. Ýòîîïÿòü ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ.Åñëè îòâåòû íà îáà âîïðîñà ÿâëÿþòñÿ óòâåðäèòåëüíûìè, ìû ñíîâà ïðè-õîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ: óçåë íå ìîæåò ïåðåñåêàòü ãðàíèöó øàðà ðîâíî âîäíîé òî÷êå.Åñëè îáà îòâåòà ÿâëÿþòñÿ îòðèöàòåëüíûìè, òî îäíà èç ñêëååê Ci ∪ D+

jkèëè Ci ∪ D−
jk çàäàåò íåòðèâèàëüíîå êîëüöî, íå ïåðåñåêàþùåå óçëà. Ìàëûìøåâåëåíèåì ìîæíî ñäåëàòü ýòî êîëüöî íå ïåðåñåêàþùèì êîëüöà D. Òàêèìîáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ òåì, ÷òî C èìååò ìèíèìàëüíîåïåðåñå÷åíèå ñ D ñðåäè âñåõ êîëåö, âäîëü êîòîðûõ ìîæíî äåñòàáèëèçèðî-âàòü.Íàêîíåö, åñëè, ñêàæåì, D+

jk ñîäåðæèò â òî÷íîñòè îäíó òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿñ óçëîì K1#K2, ïðè ýòîì íè îäíà èç ïðèêëååê D+
jk ∪ Ci è D−

jk ∪ Ci íåâûñåêàåò øàð, òî ÷èñëî êîìïîíåíò ïåðåñå÷åíèÿ C ∩D äîëæíî áûòü ðàâíîäâóì.Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòî ÷èñëî ñòðîãî áîëüøå äâóõ, òî åãî ìîæíî óìåíü-øèòü ñïîñîáîì, èçîáðàæåííûì íà ðèñ. 2.10. Áîëåå òî÷íî, ñðåäè âñåõ ÷àñòåé
Ci êîëüöà C ìû âûáåðåì ëèøü äâå ÷àñòè è ñîñòàâèì èç íèõ íåòðèâèàëüíîåêîëüöî C ′, âäîëü êîòîðîãî óòîëùåííàÿ ïîâåðõíîñòü (M1#M2) × I ñ óçëîì
K1#K2 âíóòðè ìîæåò áûòü äåñòàáèëèçèðîâàíà.Èíûìè ñëîâàìè, åñëè ó íàñ åñòü áîëåå äâóõ êîìïîíåíò â Ci, òî ìû ìî-æåì íàéòè äâå èç íèõ è ïåðåêëåèòü èõ, òàê ÷òîáû ïîëó÷åííîå êîëüöî C ′ïåðåñåêàëî êîëüöî D ïî ìåíüøåìó ÷èñëó êðèâûõ è ïðè ýòîì íå ïåðåñåêàëîóçëà K1#K2.Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïåðåñå÷åíèåC∩D ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì (ïî ÷èñëó



2.2. �îä âèðòóàëüíîãî óçëà 64

�èñ. 2.10. Óïðîùåíèå êðèâîé Cñâÿçíûõ êîìïîíåíò), ÷èñëî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò äîëæíî ðàâíÿòüñÿ äâóì.Â ýòîì ñëó÷àå äåñòàáèëèçàöèÿ âäîëü òàêîãî êîëüöà C ìåíÿåò òèï ñâÿçíîéñóììû: ïîñëå ýòîãî ìû ïîëó÷èì ñâÿçíóþ ñóììó âòîðîãî òèïà.Äåéñòâèòåëüíî, äèñê D ðàçáèâàåòñÿ ïîñëå òàêîé äåñòàáèëèçàöèè íà äâå÷àñòè, è äâå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äèñêà ñ óçëîì îêàçûâàþòñÿ â ðàçíûõ ñâÿç-íûõ êîìïîíåíòàõ.Äîêàçàòåëüñòâî â ñëó÷àå, êîãäà ìû èìååì ñâÿçíóþ ñóììó âòîðîãî òèïà(è äåñòàáèëèçàöèÿ ïåðåâîäèò åå â ñâÿçíóþ ñóììó ïåðâîãî òèïà) ïðîõîäèòâ òîì æå êëþ÷å. Ëèáî åñòü âîçìîæíîñòü äåñòàáèëèçèðîâàòü îäíó èç óòîë-ùåííûõ ïîâåðõíîñòåé M1 èëè M2 ñ ñîîòâåòñòâóþùèì óçëîì âíóòðè, ëèáîâñå êîëüöà âäîëü êîòîðûõ âîçìîæíà äåñòàáèëèçàöèÿ, ïåðåñåêàþò ìíîæå-ñòâî M1 ∩ M2 (ýòî ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò). �àññìàòðèâàÿêîëüöî, èìåþùåå ìèíèìàëüíîå ïåðåñå÷åíèå ñ M1 ∩M2, ìû ïðèõîäèì ê èç-ìåíåíèþ òèïà ñâÿçíîé ñóììû (ñî âòîðîãî íà ïåðâûé).Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè íå òîëüêî òåîðåìó 2.5, íî è ëåììó 2.1. Äåé-ñòâèòåëüíî, åñëè ìû ïîëó÷èëè ñâÿçíóþ ñóììó ðîäà íîëü â êîíöå ïðîöåññàäåñòàáèëèçàöèè, òî ýòà ñâÿçíàÿ ñóììà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâÿçíóþ ñóì-ìó â óòîëùåííîé ñ�åðå S2 × I, ÷òî, î÷åâèäíî, ýêâèâàëåíòíî êëàññè÷åñêîéñâÿçíîé ñóììå êëàññè÷åñêèõ óçëîâ.



2.3. �àñïîçíàâàíèå âèðòóàëüíûõ óçëîâ 652.3. Òåîðèÿ Õàêåíàè àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿâèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèéÎñíîâíîé öåëüþ íàñòîÿùåãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþ-ùåé òåîðåìû.Òåîðåìà 2.6. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, îïðåäåëÿþùèé, ÿâëÿþòñÿ ëè äâàçàäàííûõ âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèÿ ýêâèâàëåíòíûìè èëè íåò.�ëàâíàÿ èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà � ðàñïîçíàâàíèå íåêîòîðîãî êëàññà òðåõ-ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé (òàê íàçûâàåìûõ ìíîãîîáðàçèé Õàêåíà) è èçó÷åíèå�íîðìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé� â ýòèõ ìíîãîîáðàçèÿõ � ðàíåå øèðîêî ïðèìå-íÿëàñü äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ çàäà÷ òðåõìåðíîé òîïî-ëîãèè. Â ÷àñòíîñòè, â ðàìêàõ ýòîé òåîðèè áûëà ðåøåíà ïðîáëåìà ðàñïî-çíàâàíèÿ êëàññè÷åñêèõ çàöåïëåíèé.Èçâåñòíî [Moi℄, ÷òî ëþáîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå òðèàíãóëèðóåìî. Âäàëüíåéøåì âñå ðàññìàòðèâàåìûå òðåõìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ ïðåäïîëàãà-þòñÿ òðèàíãóëèðîâàííûìè; ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàåìûå ïîäìíîæåñòâà òðåõ-ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé, íàïðèìåð, ñîáñòâåííûå ïîâåðõíîñòè â íèõ, ïðåäïî-ëàãàþòñÿ ïîäïîëèýäðàìè çàäàííîé òðèàíãóëÿöèè.Â êàæäîì òðèàíãóëèðîâàííîì òðåõìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M (áûòü ìî-æåò, ñ íåïóñòûì êðàåì) ðàññìàòðèâàþòñÿ ñîáñòâåííûå äâóìåðíûå ïîâåðõ-íîñòè F .Íàïîìíèì, ÷òî ïîâåðõíîñòü F íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííîé, åñëè F ∩ ∂M =
∂F . Èç êëàññà ñîáñòâåííûõ ïîâåðõíîñòåé âûäåëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûé êëàññíîðìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé.Íîðìàëüíûå ïîâåðõíîñòè � ýòî ñîáñòâåííûå ïîâåðõíîñòè, êîòîðûå, ãðó-áî ãîâîðÿ, âåäóò ñåáÿ íîðìàëüíî ïî îòíîøåíèþ ê òðèàíãóëÿöèè. Â ýòîìñìûñëå îïðåäåëåíèå çàâèñèò îò òðèàíãóëÿöèè, õîòÿ â äàëüíåéøåì îïè-ñûâàåìûå íàìè ñâîéñòâà íîðìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé ÿâëÿþòñÿ óíèâåðñàëü-íûìè.Ñðåäè íîðìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé âûäåëÿåòñÿ êëàññ �óíäàìåíòàëüíûõèëè áàçèñíûõ, èç êîòîðîãî âñå íîðìàëüíûå ïîâåðõíîñòè ïîëó÷àþòñÿ ïî-ñðåäñòâîì ïðèìåíåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ñóììèðîâàíèÿ (ïîäðîáíåå ñì. [Matv℄).



2.3. �àñïîçíàâàíèå âèðòóàëüíûõ óçëîâ 66Ïîíÿòèå íîðìàëüíîé è �óíäàìåíòàëüíîé ïîâåðõíîñòåé îáîáùàåòñÿ íàìíîãîîáðàçèå ñ óçîðîì � ãðà�îì áåç èçîëèðîâàííûõ òî÷åê � íà êðàå.Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè Õàêåíà íîðìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé ñîñòîÿòâ ñëåäóþùåì:1. Íàáîð �óíäàìåíòàëüíûõ íîðìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé êîíå÷åí è ñòðîèò-ñÿ àëãîðèòìè÷åñêè.2. Äëÿ ìíîãèõ åñòåñòâåííûõ ñâîéñòâ a ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäå-íèå: åñëè â ìíîãîîáðàçèè M ñóùåñòâóåò íîðìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü F ,îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì a, òî ñóùåñòâóåò è �óíäàìåíòàëüíàÿ ïîâåðõ-íîñòü, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì a.Èç ýòèõ ïîëîæåíèé âûòåêàåò, ÷òî íàõîæäåíèå íîðìàëüíîé ïîâåðõíîñòè,îáëàäàþùåé �åñòåñòâåííûìè� ñâîéñòâàìè, ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòèìè÷åñêè ðàç-ðåøèìîé çàäà÷åé.Ê ñâîéñòâàì ïóíêòà 2 óïîìÿíóòûõ îñíîâíûõ ïîëîæåíèé Õàêåíà îòíîñèò-ñÿ, íàïðèìåð, ñëåäóþùåå: ñâîéñòâî ïîâåðõíîñòè F áûòü ñ�åðîé è çàäàâàòüíåòðèâèàëüíûé ýëåìåíò âòîðîé ãîìîòîïè÷åñêîé ãðóïïû ìíîãîîáðàçèÿ M .Ê òàêèì æå ñâîéñòâàì îòíîñèòñÿ âîçìîæíîñòü ñòàáèëèçàöèè/äåñòàáèëèçàöèèäëÿ çàäàííîãî ïðåäñòàâèòåëÿ âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ (ñì. íèæå).Ìû íå áóäåì äàâàòü òî÷íîå îïðåäåëåíèå íîðìàëüíîé ïîâåðõíîñòè è �óí-äàìåíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè. Íàøå äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.6áóäåò îñíîâàíî íà òåîðåìå Êóïåðáåðãà è ðÿäå ëåìì èç òåîðèè íîðìàëü-íûõ ïîâåðõíîñòåé, äîêàçàòåëüñòâî áîëüøèíñòâà èç êîòîðûõ ìîæíî íàéòèâ êíèãå Ñ.Â.Ìàòâååâà [Matv℄.Íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå îïðåäåëåíèÿ.Ìíîãîîáðàçèå M íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì, åñëè êàæäàÿ âëîæåííàÿñ�åðà â M îãðàíè÷èâàåò øàð â M .Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îïðåäåëåíèå âèðòóàëüíûõ óçëîâ êàê óçëîâ âóòîëùåííûõ ïîâåðõíîñòÿõ M × I, ðàññìîòðåííûõ ñ òî÷íîñòüþ äî ñòàáè-ëèçàöèé/äåñòàáèëèçàöèé. Çäåñü M � ýòî êîìïàêòíàÿ äâóìåðíàÿ ïîâåðõ-íîñòü, íå îáÿçàòåëüíî ñâÿçíàÿ. Ïðè ýòîì ìû òðåáóåì, ÷òîáû äëÿ êàæäîéñâÿçíîé êîìïîíåíòû Mi ïîâåðõíîñòè M, ìíîãîîáðàçèå Mi × I ñîäåðæàëîïî êðàéíåé ìåðå îäíó êîìïîíåíòó çàöåïëåíèÿ L.



2.3. �àñïîçíàâàíèå âèðòóàëüíûõ óçëîâ 67Íàïîìíèì, ÷òî ðåàëèçàöèÿ âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ íàçûâàåòñÿ ìèíè-ìàëüíîé, åñëè åå íåëüçÿ äåñòàáèëèçèðîâàòü.Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ òåîðåìà 2.1 Êóïåðáåðãà [Kup℄.Äëÿ ñðàâíåíèÿ âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé íàì äîñòàòî÷íî óìåòü íàõîäèòüèõ ìèíèìàëüíûõ ïðåäñòàâèòåëåé è ñðàâíèâàòü èõ. Àëãîðèòì, êîòîðûé ìûïðèâîäèì íèæå, èñïîëüçóåò òðåõìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ ñ óçîðîì íà êðàå(ñì. îïðåäåëåíèÿ íèæå), êîòîðûå ñâÿçàíû ñ âèðòóàëüíûìè çàöåïëåíèÿìè.Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìû èç òåîðèèÕàêåíà-Ìàòâååâà, ñì. [Matv℄ à òàêæå [ÔÌ℄.Ñæèìàþùèì äèñêîì äëÿ ïîâåðõíîñòè F â 3-ìíîãîîáðàçèè M ñ êðàåì
∂M íàçûâàåòñÿ âëîæåííûé (íåñîáñòâåííûé) äèñê D ⊂ M , ïåðåñåêàþùèé
F ïî ãðàíèöå äèñêà, ò.å. D ∩ F = ∂D.Ïîâåðõíîñòü (áûòü ìîæåò, íåñâÿçíàÿ) F ⊂ M íàçûâàåòñÿ ñæèìàåìîé âîäíîì èç ñëåäóþùèõ äâóõ ñëó÷àåâ:1. Îíà äîïóñêàåò ñæèìàþùèé äèñê D ⊂ M , òàêîé ÷òî êðèâàÿ ∂D íåîãðàíè÷èâàåò äèñêà íà ïîâåðõíîñòè F ;2. Ñóùåñòâóåò øàð B â M , òàêîé ÷òî B ∩ F = ∂B.Ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ íåñæèìàåìîé, åñëè îíà íå ÿâëÿåòñÿ ñæèìàå-ìîé.Ïîâåðõíîñòü F ⊂ M íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íî ñæèìàåìîé, åñëè ñóùåñòâóåò(íåñîáñòâåííûé) äèñê D2 ⊂ M , òàêîé ÷òî D2 ∩ (∂M ∪ F ) = ∂D2, ïðèýòîì D2 ∩ F ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåòðèâèàëüíóþ äóãó â F (ò.å. äóãó, íåâûñåêàþùóþ äèñê èç ïîâåðõíîñòè F ).Äàëåå, ìíîãîîáðàçèå M íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íî íåïðèâîäèìûì, åñëè äëÿâñÿêîãî ñîáñòâåííîãî äèñêà D ⊂ M , åãî êðàé ∂D îãðàíè÷èâàåò äèñê â ∂M .Ïóñòü äàíî òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå. Ïîä óçîðîì (ïîíÿòèå âïåðâûå ââå-äåíî Ê. Èîãàííñîíîì, ñì. [Joh℄) ìû ïîíèìàåì �èêñèðîâàííûé 1�ïîëèýäð(ãðà�) áåç èçîëèðîâàííûõ âåðøèí íà êðàå ìíîãîîáðàçèÿ (ìû ïðåäïîëàãà-åì, ÷òî ýòîò ãðà� ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëèýäðîì �èêñèðîâàííîé òðèàíãóëÿöèè).Ñóùåñòâîâàíèå óçîðà íà êðàå íå ìåíÿåò îïðåäåëåíèé íåñæèìàåìîé ïî-âåðõíîñòè è íåïðèâîäèìîãî ìíîãîîáðàçèÿ.



2.3. �àñïîçíàâàíèå âèðòóàëüíûõ óçëîâ 68Ïîíÿòèÿ ãðàíè÷íî íåñæèìàåìîé ïîâåðõíîñòè è ãðàíè÷íî íåïðèâîäèìîãîìíîãîîáðàçèÿ îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé ìíîãîîáðàçèé ñ óçîðîì íà êðàå ñëå-äóþùèì îáðàçîì. Äèñê D ⊂ M íàçûâàåòñÿ ÷èñòûì, åñëè îí íå ïåðåñåêàåòóçîðà íà êðàå.Äëÿ ãðàíè÷íîé íåïðèâîäèìîñòè ìû òðåáóåì, ÷òîáû äëÿ êàæäîãî ÷èñòîãîäèñêà D ⊂ M, ∂D ⊂ M , êðàé ∂D îãðàíè÷èâàë äèñê â â F ⊂ M .Äàëåå, ãðàíè÷íî ñæèìàþùèé äèñê (íåñîáñòâåííûé) äëÿ ïîâåðõíîñòè F� ýòî ÷èñòûé äèñê D ⊂ M , êîòîðûé ïåðåñåêàåò F âäîëü l ⊂ ∂D è äóãè
F ∩ ∂M . Â ýòîì ñëó÷àå äèñê D íåñóùåñòâåííûé, åñëè l âûñåêàåò äèñê D′èç F , ò.÷. ∂D′ ñîñòîèò èç äóãè l è ÷èñòîé äóãè â ∂M .Ïîâåðõíîñòü F ⊂ (M, Γ) íàçîâåì ãðàíè÷íî íåñæèìàåìîé, åñëè ó íåå íåòñóùåñòâåííûõ ãðàíè÷íî ñæèìàþùèõ äèñêîâ.Îðèåíòèðîâàííîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå M íàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íîáîëüøèì, åñëè îíî ñîäåðæèò ñîáñòâåííóþ íåñæèìàåìóþ ãðàíè÷íî íåñæè-ìàåìóþ ïîâåðõíîñòü, îòëè÷íóþ îò äâóìåðíîé ñ�åðû è äâóìåðíîãî äèñêà.Åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü ïîíÿòèå äîñòàòî÷íî áîëüøîãî òðåõìåðíîãîìíîãîîáðàçèÿ âìåñòå ñî ñâîéñòâàìè íåïðèâîäèìîñòè è ãðàíè÷íîé íåïðèâî-äèìîñòè. Ýòî ïðèâîäèò íàñ ê ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ.Â íåñâÿçíîì ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Õàêåíà, åñ-ëè êàæäàÿ åãî êîìïîíåíòà ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Õàêåíà.Îïðåäåëåíèå 2.4. Ñâÿçíîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå áåç óçîðà íà êðàåíàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Õàêåíà, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì, ãðà-íè÷íî íåïðèâîäèìûì è äîñòàòî÷íî áîëüøèì.Ñâÿçíîå íåïðèâîäèìîå ãðàíè÷íî íåïðèâîäèìîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå
(M, Γ) ñ óçîðîì Γ íà êðàå íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Õàêåíà, ëèáî åñëè îíîäîñòàòî÷íî âåëèêî, ëèáî åñëè óçîð Γ íåïóñò (ïðè ýòîì íåïóñòî è ∂M), à Mÿâëÿåòñÿ òåëîì ñ ðó÷êàìè, íî íå øàðîì.Îïðåäåëåíèå 2.5. Ïóñòü M � íåïðèâîäèìîå ãðàíè÷íî íåïðèâîäèìîåòðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå (áåç óçîðà íà êðàå). Ñîáñòâåííîå êîëüöî A ⊂ Míàçûâàåòñÿ íåñóùåñòâåííûì, ëèáî åñëè îíî ïàðàëëåëüíî îòíîñèòåëüíî ∂íåêîòîðîìó êîëüöó íà êðàå ∂M , ëèáî åñëè îñü ýòîãî êîëüöà A ñòÿãèâàåìàâ ìíîãîîáðàçèè M . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå êîëüöî A íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåí-íûì.



2.3. �àñïîçíàâàíèå âèðòóàëüíûõ óçëîâ 69Ñóùåñòâåííîå (îòíîñèòåëüíî ìíîãîîáðàçèÿ Sg×I, èç êîòîðîãî âûêèíóòîçàöåïëåíèå, ñì. äàëåå) êîëüöî, äâå êîìïîíåíòû êðàÿ êîòîðîãî ëåæàò íàðàçíûõ êîìïîíåíòàõ êðàÿ Sg × {0} è Sg × {1} � ýòî êàê ðàç òàêîå êîëüöî,âäîëü êîòîðîãî ìû ìîæåì ïðîâåñòè äåñòàáèëèçàöèþ.Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùååÏðåäëîæåíèå 2.1 (Äæåéêî-�óáèíøòåéí-Òîìïñîí, ñì., íàïð.,[Tho,Matv℄). Âñÿêîå ñâÿçíîå íåïðèâîäèìîå 3-ìíîãîîáðàçèå ñ íåïóñòûì êðàåìÿâëÿåòñÿ ëèáî äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ëèáî òåëîì ñ ðó÷êàìè.Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ ìíîãîîáðàçèÿìè ñ íåïóñòûì óçî-ðîì íà êðàå. ×òîáû òàêîå ìíîãîîáðàçèå áûëî ìíîãîîáðàçèåì Õàêåíà, íàìäîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî îíî (òî÷íåå, âñÿêàÿ åãî ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà) ÿâ-ëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì è ãðàíè÷íî íåïðèâîäèìûì, íî íå ÿâëÿåòñÿ øàðîì.Ëåììà 2.4 (Äæåéêî-�óáèíøòåéí-Òîìïñîí, ñì., íàïð., [Tho, Matv℄).Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ðàñïîçíàþùèé, ÿâëÿåòñÿ ëè çàäàííîå ìíîãîîáðà-çèå M ïðèâîäèìûì; åñëè ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ òàêîâûì, òî àëãîðèòìäîñòàâëÿåò äâóìåðíóþ ñ�åðó S ⊂ M , íå îãðàíè÷èâàþùóþ øàðà â M .Ëåììà 2.5. ([Matv℄) Êëàññè÷åñêèå çàöåïëåíèÿ àëãîðèòìè÷åñêè ðàñïîçíà-âàåìû.Ýòà ëåììà ñëåäóåò èç òåîðèè Õàêåíà íîðìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé; äîêà-çàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ñëåäóþùèõ èäåÿõ: äëÿ êàæäîãî íåòðèâèàëüíîãîíåðàñïàäàþùåãîñÿ çàöåïëåíèÿ äîïîëíåíèå ê åãî îòêðûòîé òðóá÷àòîé îêðåñò-íîñòè â S3 ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Õàêåíà. Ñíàáæàÿ ýòî ìíîãîîáðàçèå óçî-ðîì íà êðàå, ìû ñìîæåì âîññòàíîâèòü èñõîäíîå çàöåïëåíèå. Ïîñëå ýòîãîïðîáëåìà ñâîäèòñÿ ê ïðîáëåìå ðàñïîçíàâàíèÿ ìíîãîîáðàçèé Õàêåíà, ïî-äðîáíîñòè ñì. â [Matv℄.Ëåììà 2.6. ([Matv℄) Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, îïðåäåëÿþùèé, èìååò ëèäàííîå ìíîãîîáðàçèå Õàêåíà M ÷èñòîå ñóùåñòâåííîå êîëüöî. Åñëè òà-êîå êîëüöî ñóùåñòâóåò, îíî ñòðîèòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè. Áîëåå òîãî, äëÿêîìïîíåíò êðàÿ U, V ìíîãîîáðàçèÿ M àëãîðèòìè÷åñêè ðåøàåòñÿ è âî-ïðîñ íàõîæäåíèÿ ñóùåñòâåííîãî êîëüöà, ó êîòîðîãî ïî êðàéíåé ìåðå îäíàêîìïîíåíòà ëåæèò â U , ïðè ýòîì íè îäíà êîìïîíåíòà êðàÿ íå ëåæèòâ V .



2.3. �àñïîçíàâàíèå âèðòóàëüíûõ óçëîâ 70Çàìå÷àíèå 2.8. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòó ëåììó äëÿ ðåøåíèÿ âîïðîñàî òîì, ìîæíî ëè äåñòàáèëèçèðîâàòü íåêîòîðóþ ðåàëèçàöèþ âèðòóàëü-íîãî çàöåïëåíèÿ. Äëÿ ýòîãî â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà V ìû âûáåðåì êîìïî-íåíòû êðàÿ � ãðàíèöû òðóá÷àòûõ îêðåñòíîñòåé êîìïîíåíò çàöåïëåíèÿ.Òåì ñàìûì îñòàíóòñÿ ëèøü ñóùåñòâåííûå êîëüöà, êîìïîíåíòû êðàÿ êî-òîðûõ ëåæàò íà êîìïîíåíòàõ êðàÿ óòîëùåííîé ïîâåðõíîñòè. Äëÿ äå-ñòàáèëèçàöèè íàì ïîòðåáóåòñÿ, ÷òîáû êîìïîíåíòû êðàÿ íàøåãî êîëüöàëåæàëè íà ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ êðàÿ óòîëùåííîé ïîâåðõíîñòè.Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ è íàõîæäåíèÿ òàêèõ êîëåöòàêæå ðàñïîçíàåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè.Ëåììà 2.7. ([Matv℄) Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé ïî äâóì ìíîãîîá-ðàçèÿì Õàêåíà ñ óçîðàìè íà êðàå � (M, Γ) è (M ′, Γ′) � îïðåäåëÿåò, ñóùå-ñòâóåò ëè ãîìåîìîð�èçì ïåðâîãî ìíîãîîáðàçèÿ íà âòîðîå, ïåðåâîäÿùèéóçîð Γ â óçîð Γ′.Ïåðåéäåì òåïåðü ê ïðîñòðîåíèþ ïðîöåññà ðàñïîçíàâàíèÿ âèðòóàëüíûõçàöåïëåíèé.�àññìîòðèì âèðòóàëüíîå çàöåïëåíèå L è åãî ïðîèçâîëüíîãî ïðåäñòàâè-òåëÿ, ò.å. ïàðó (M, L), ãäå M = M̃ ×I äëÿ íåêîòîðîé çàìêíóòîé äâóìåðíîéïîâåðõíîñòè M̃ , à L � çàöåïëåíèå â M (ìû èñïîëüçóåì îäíó è òó æå áóêâó
L äëÿ îáîçíà÷åíèÿ èñõîäíîãî çàöåïëåíèÿ è çàöåïëåíèÿ â ìíîãîîáðàçèè Mäëÿ ýêîíîìèè îáîçíà÷åíèé). Ïóñòü N � ìàëàÿ îòêðûòàÿ òðóá÷àòàÿ îêðåñò-íîñòü çàöåïëåíèÿ L. Âûðåæåì N èç M . Ìû ïîëó÷èì ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì,êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç ML. Êðàé ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñîñòîèò èç êîìïî-íåíò êðàÿ ìíîãîîáðàçèÿ M (äâóõ, åñëè ìíîãîîáðàçèå M ñâÿçíî) è íåñêîëü-êèõ òîðîâ; êîëè÷åñòâî òîðîâ ðàâíî êîëè÷åñòâó êîìïîíåíò çàöåïëåíèÿ L.Ñíàáäèì êàæäûé òàêîé òîð óçîðîì ΓL íà êðàå: ýòîò óçîð ïðåäñòàâëÿåò ñî-áîé ìåðèäèàí ñîîòâåòñòâóþùåé êîìïîíåíòû ñ òðåìÿ òî÷êàìè íà íåì: ìûäîáàâëÿåì òî÷êè äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðåâðàòèòü îêðóæíîñòü â ãðà� � ïîä-ãðà� íåêîòîðîé òðèàíãóëÿöèè. Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èì ìíîãîîáðàçèå
(ML, ΓL) ñ óçîðîì íà êðàå.Î÷åâèäíî, ÷òî âèðòóàëüíîå çàöåïëåíèå L (è ïàðà (M, L)) âîññòàíàâëè-âàåòñÿ ïî (ML, ΓL), òàê êàê ìû çíàåì ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ Mïîñðåäñòâîì ïðèêëåéêè ïîëíîòîðèé ê êîìïîíåíòàì êðàÿ ìíîãîîáðàçèÿML,



2.3. �àñïîçíàâàíèå âèðòóàëüíûõ óçëîâ 71ó êîòîðîãî ìåðèäèàíû ýòèõ ïîëíîòîðèé âûäåëåíû óçîðîì.Ëåììà 2.8. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàöåïëåíèå L íå ïðåäñòàâèìî â âèäåíåñâÿçíîé ñóììû (íåïóñòîãî) êëàññè÷åñêîãî çàöåïëåíèÿ è (áûòü ìîæåò,ïóñòîãî) âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ. Òîãäà ìíîãîîáðàçèå (ML, ΓL) ñ óçîðîì
ΓL ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Õàêåíà.Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîãî-îáðàçèå ML ñâÿçíî; äåéñòâèòåëüíî: ðàññìîòðèì ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ìíî-ãîîáðàçèÿ M è, åñëè ó çàöåïëåíèÿ L íåò êëàññè÷åñêèõ îòäåëüíî ñòîÿùèõêîìïîíåíò, òî êàæäàÿ èç êîìïîíåíò ìíîãîîáðàçèÿ (ML, ΓL) ÿâëÿåòñÿ ìíî-ãîîáðàçèåì Õàêåíà; çíà÷èò, òàêîâûì ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿåòñÿ è (ML, ΓL).Ìû ðàññìàòðèâàåì ñâÿçíûé ñëó÷àé. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.1, íàì äî-ñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî ìíîãîîáðàçèå (ëþáàÿ åãî ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà)ñ óçîðîì íà êðàå ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì è ãðàíè÷íî íåïðèâîäèìûì: ïîîïðåäåëåíèþ, îíî íå ìîæåò áûòü òåëîì ñ ðó÷êàìè.Â ñëó÷àå g = 0 ìû èìååì äåëî ñ êëàññè÷åñêèìè çàöåïëåíèÿìè. Ïðåäïî-ëîæèì, ÷òî g > 0. Òîãäà äëÿ êàæäîé ñâÿçíîé îðèåíòèðóåìîé äâóìåðíîéïîâåðõíîñòè Sg ìíîãîîáðàçèå Sg × I ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì. Òàêèì îá-ðàçîì, åñëè çàöåïëåíèå L íå ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì (ò.å. g 6= 0), òî äëÿåãî îòêðûòîé îêðåñòíîñòè N(L) ìíîãîîáðàçèå (Sg × I)\N(L) ìîæåò áûòüïðèâîäèìûì åñëè è òîëüêî åñëè îíî ñîäåðæèò ñ�åðó S, îãðàíè÷èâàþùóþøàð â Sg × {0, 1}, ñîäåðæàùèé íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî êîìïîíåíòçàöåïëåíèÿ L. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ýòè êîìïîíåíòû îáðàçóþò êëàññè÷åñêîåïîäçàöåïëåíèå çàöåïëåíèÿ L, îòäåëåííîå îò îñòàëüíûõ êîìïîíåíò. Ïðîòè-âîðå÷èå äîêàçûâàåò ïðèâîäèìîñòü.Äàëåå, òàê êàê L íå ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíîé ñóììîé òðèâèàëüíîãî óçëà ñíåêîòîðûì âèðòóàëüíûì óçëîì, ìíîãîîáðàçèåML ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íî íåïðè-âîäèìûì.Äåéñòâèòåëüíî, êàæäàÿ êðèâàÿ â Sg × {0} èëè â Sg × {1}, êîòîðàÿ ìî-æåò îãðàíè÷èâàòü äèñê â Sg × I, ÿâëÿåòñÿ ñòÿãèâàåìîé ïî êðàþ. Òàêèìîáðàçîì, ãðàíè÷íàÿ ïðèâîäèìîñòü ìîæåò èìåòü ìåñòî ëèøü â òîì ñëó÷àå,åñëè èìååòñÿ ñîáñòâåííûé äèñê ñ êðàåì, ëåæàùèì íà îäíîì èç òîðîâ �êðàå îäíîãî èç âûðåçàííûõ ïîëíîòîðèé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîìïîíåíòà çà-öåïëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîìó ïîëíîòîðèþ ÿâëÿåòñÿ îòäåëüíî ñòîÿùèì



2.3. �àñïîçíàâàíèå âèðòóàëüíûõ óçëîâ 72òðèâèàëüíûì óçëîì.Òàêèì îáðàçîì, ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûìè ãðàíè÷íî íåïðèâîäèìûì è, ñëåäîâàòåëüíî (ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.1),ìíîãîîáðàçèåì Õàêåíà.Ïåðåéäåì òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó îñíîâíîé òåîðåìû. Ïóñòü L, L′ � âèð-òóàëüíûå çàöåïëåíèÿ. Àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëü-íîì ïðèìåíåíèè ñëåäóþùèõ ÷åòûðåõ øàãîâ:Øàã 1. �àññìîòðèì íåêîòîðûå ðåàëèçàöèè (M, L), (M ′, L′) âèðòóàëüíûõ çàöåï-ëåíèé L, L′. Ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùèå èì ìíîãîîáðàçèÿ ñ óçîðàìè íàêðàÿõ. Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç (ML, Γ), (M ′
L′, Γ′).Øàã 2. Îïðåäåëèì, ÿâëÿåòñÿ ëè îäíî èç ìíîãîîáðàçèé ML èëè M ′

L′ ïðèâîäè-ìûì. Åñëè îäíî èç íèõ ÿâëÿåòñÿ òàêîâûì, òî, ñîãëàñíî ëåììå 2.4, ìûìîæåì íàéòè ñ�åðó, íå îãðàíè÷èâàþùóþ øàðà, è òàêèì îáðàçîì îòäå-ëèòü íåêîòîðûå îòäåëüíî ñòîÿùèå êëàññè÷åñêèå êîìïîíåíòû îò îäíîãî(èëè îáîèõ) ðàññìàòðèâàåìûõ çàöåïëåíèé.Ñäåëàåì çàìåíó îáîçíà÷åíèé: îáîçíà÷èì ñòàðûìè èìåíàìè M, M ′ ìíî-ãîîáðàçèÿ, ïîëó÷åííûå èç M, M ′ âûðåçàíèåì øàðîâ, ñîäåðæàùèõ êîì-ïîíåíòû çàöåïëåíèÿ (ñ ïîñëåäóþùèì çàêëåèâàíèåì äûð øàðàìè). Îáî-çíà÷èì òàêæå ÷åðåç L, L′ òå ïîäçàöåïëåíèÿ çàöåïëåíèé L, L′, êîòîðûåîñòàëèñü ïîñëå óäàëåíèÿ êëàññè÷åñêèõ îòäåëüíî ñòîÿùèõ êîìïîíåíò.Áóäåì çàïîìèíàòü óäàëåííûå êëàññè÷åñêèå ïîäçàöåïëåíèÿ.Øàã 3. Îïðåäåëèì (ñîãëàñíî ëåììå 2.6), âîçìîæíî ëè ïðèìåíèòü äåñòàáèëèçà-öèþ ê îäíîìó èç ìíîãîîáðàçèé (M, L) èëè (M ′, L′).Åñëè ýòî âîçìîæíî, ïðèìåíèì òàêóþ äåñòàáèëèçàöèþ. Âåðíåìñÿ ê øàãó2.Áóäåì ïðèìåíÿòü øàãè 2 è 3, ïîêà ýòî âîçìîæíî. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðî-öåññ îñòàíîâèòñÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ: íà êàæäîì øàãå ìû ëèáî óáèðàåìíåêîòîðîå êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò çàöåïëåíèé, ëèáî óìåíüøàåì ðîä îä-íîé èç ïîâåðõíîñòåé.Êëàññè÷åñêèå çàöåïëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè ðàñïîçíàâàåìû-ìè. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ñðàâíèòü îòäåëüíî ñòîÿùèå êëàññè÷å-



2.3. �àñïîçíàâàíèå âèðòóàëüíûõ óçëîâ 73ñêèå ïîäçàöåïëåíèÿ çàöåïëåíèé L è L′. Åñëè ýòè äâà çàöåïëåíèÿ íåèçîòîïíû, ìû îñòàíàâëèâàåìñÿ: ðàññìàòðèâàåìûå âèðòóàëüíûå çàöåï-ëåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû ïðîäîë-æàåì.Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïåðâûõ òðåõ øàãîâ ìû ñâåäåì ïðîáëåìó ê ñëó÷àþ,êîãäà ó çàöåïëåíèé íåò îòäåëüíî ñòîÿùèõ êëàññè÷åñêèõ êîìïîíåíò, àèõ ðåàëèçàöèè ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè. Ñ íàñòîÿùåãî ìîìåíòà âñåìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿì Õàêåíà (ñ óçîðîì íà êðàå) ïîëåììå 2.8.Øàã 4. Êàæäàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ìíîãîîáðàçèé (ML, Γ) è (M ′
L′, Γ′) ÿâëÿåò-ñÿ ìíîãîîáðàçèåì Õàêåíà ñ óçîðîì íà êðàå. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåìàëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèòü âîïðîñ î òîì, ñóùåñòâóåò ëè ãîìåîìîð�èçì

f : ML → M ′
L′, ïåðåâîäÿùèé Γ â Γ′ (ïî ëåììå 2.7). Åñëè òàêîé ãîìåî-ìîð�èçì ñóùåñòâóåò, òî âèðòóàëüíûå çàöåïëåíèÿ L, L′ ÿâëÿþòñÿ ýêâè-âàëåíòíûìè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çàöåïëåíèÿ L è L′ íå ýêâèâàëåíòíû.Âûïîëíÿÿ øàãè, îïèñàííûå âûøå, ìû ðåøàåì ïðîáëåìó ðàñïîçíàâàíèÿ.Òåîðåìà 2.6 äîêàçàíà.Çàìå÷àíèå 2.9. Äîêàçàòåëüñòâî, ïðèâåäåííîå âûøå, ïðîõîäèò òàêæåäëÿ ñëó÷àÿ îðèåíòèðîâàííûõ âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé è îñíàùåííûõ âèð-òóàëüíûõ çàöåïëåíèé.



�ëàâà 3Äèñòðèáóòèâíûå ãðóïïîèäû â òåîðèèâèðòóàëüíûõ óçëîâÍà íà÷àëüíîì ýòàïå ðàçâèòèÿ òåîðèè óçëîâ îñíîâíûì èíâàðèàíòîì áûëòîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò � �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà äîïîëíåíèÿ ê óçëóèëè ãðóïïà óçëà. Íà åå îñíîâå áûë ïîñòðîåí ïðîñòîé è óäîáíûé èíâàðèàíò� ïîëèíîì Àëåêñàíäåðà, [Ale1, Ale2℄.Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà äîïîëíåíèÿ ìîæåò áûòü çàäàíà êîìáèíàòîð-íî � ïîñðåäñòâîì êîïðåäñòàâëåíèÿ Âèðòèíãåðà, êîòîðîå áûëî îïèñàíî âïåðâîé ãëàâå. Èç êîïðåäñòàâëåíèÿ Âèðòèíãåðà �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïûìîæíî ïîëó÷èòü ïîëèíîì Àëåêñàíäåðà íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè; îäèí èçíèõ � ñâîáîäíîå èñ÷èñëåíèå Ôîêñà, ñì. [ÊÔ℄. Ïîëèíîì Àëåêñàíäåðà è òî-ïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû óçëîâ òåñíî ñâÿçàíû ñ êðó÷åíèÿìè, ñì. [Tur3℄.Ïðîñòåéøèì ñïîñîáîì äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî òðèëèñòíèê íåòðèâèà-ëåí, ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå òàê íàçûâàåìîãî èíâàðèàíòà ðàñêðàñîê. �àñ-ñìàòðèâàåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ äèàãðàììà L è åå äóãè � ñâÿçíûå êîìïîíåíòû(ìû ñ÷èòàåì âåòâü ïðîõîäà ðàçðûâíîé, êàê îíà îáû÷íî èçîáðàæàåòñÿ íàïëîñêîñòè). Áóäåì ðàñêðàøèâàòü âñå äóãè äèàãðàììû â òðè öâåòà, ïðèýòîì íàçîâåì ðàñêðàñêó ïðàâèëüíîé, åñëè â êàæäîì ïåðåêðåñòêå òðè èí-öèäåíòíûå åìó äóãè ëèáî ïîêðàøåíû â îäèí öâåò, ëèáî èìåþò òðè ðàçíûõöâåòà. Ïîñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî ïðàâèëüíûõ ðàñêðàñîê è îáîçíà÷èì åãî ÷å-ðåç CI(K). Êàæäûé êëàññè÷åñêèé óçåë èìååò òðè îäíîöâåòíûõ ïðàâèëü-íûõ ðàñêðàñêè. Íåñëîæíî äîêàçûâàåòñÿ [ÊÔ℄, ÷òî êîëè÷åñòâî ïðàâèëü-íûõ ðàñêðàñîê ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì çàöåïëåíèÿ (ìîæíî íåïîñðåäñòâåííîïîêàçàòü ýòî, ïðîâåðÿÿ, êàê �ïåðåñòðàèâàþòñÿ� ðàñêðàñêè ïðè ïðèìåíåíèèòîãî èëè äðóãîãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà).



Äèñòðèáóòèâíûå ãðóïïîèäû â òåîðèè âèðòóàëüíûõ óçëîâ 75Çàìå÷àíèå 3.1. Êàê áóäåò ñëåäîâàòü èç îáùåé òåîðèè, èíâàðèàíò ðàñ-êðàñîê ïðîäîëæàåòñÿ è íà âèðòóàëüíûå óçëû è çàöåïëåíèÿ.Ó ïðîñòåéøåé äèàãðàììû òðèâèàëüíîãî óçëà âñåãî îäíà (öèêëè÷åñêàÿ)äóãà, ïîýòîìó êîëè÷åñòâî ïðàâèëüíûõ ðàñêðàñîê òðèâèàëüíîãî óçëà ðàâíîòðåì: òðèâèàëüíàÿ äèàãðàììà èìååò ëèøü òðè ðàñêðàñêè � îäíîöâåòíûå.Òàêèì îáðàçîì, åñëè äèàãðàììà óçëà èìååò íåîäíîöâåòíóþ ðàñêðàñêó,òî çàäàâàåìûé åþ óçåë íåòðèâèàëåí. Àíàëîãè÷íî, äëÿ òðèâèàëüíîãî çàöåï-ëåíèÿ èç m êîìïîíåíò êîëè÷åñòâî ïðàâèëüíûõ ðàñêðàñîê ðàâíî 3m.Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî êîëè÷åñòâî ïðàâèëüíûõ ðàñêðàñîê òðèëèñòíèêàðàâíî äåâÿòè, òàê êàê ïîìèìî òðåõ îäíîöâåòíûõ ðàñêðàñîê ó ïðîñòåéøåéäèàãðàììû òðèëèñòíèêà èìååòñÿ òàêæå øåñòü ðàñêðàñîê â òðè öâåòà: ìûèìååì òðè äóãè, ïðè÷åì â êàæäîì ïåðåêðåñòêå ñõîäÿòñÿ âñå òðè äóãè (îäíàèç íèõ ïðîõîäèò ñêâîçü ïåðåêðåñòîê, à äâå äðóãèå ïðèìûêàþò ê íåìó).Ýòîò ïðèìåð ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì âàðèàíòîì ãëóáîêîé àëãåáðàè÷åñêîéòåîðèè, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê ìíîãî÷èñëåííûì èíâàðèàíòàì êëàññè÷åñêèõ èâèðòóàëüíûõ óçëîâ, ðàññìàòðèâàåìûì â íàñòîÿùåé ãëàâå.Äðóãîå îïèñàíèå èíâàðèàíòà ðàñêðàñîê òàêîâî: êàæäûé öâåò ðàññìàòðè-âàåòñÿ êàê ýëåìåíò èç Z3; ðàñêðàñêà íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè â êàæ-äîì ïåðåêðåñòêå èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå c ≡ 2b − a(mod 3), åñëè äóãà
a ïðîõîäèò ñâåðõó, à äóãè b è c ïðèìûêàþò ê íåé ñïðàâà è ñëåâà ñîãëàñíîîðèåíòàöèè äóãè a.Êàê îêàçûâàåòñÿ, êîëè÷åñòâî ðàñêðàñîê ýëåìåíòàìè ïðîèçâîëüíîãî êîëü-öà (ñ ïðàâèëüíî ïîäîáðàííîé îïåðàöèåé â ïåðåêðåñòêàõ) ÿâëÿåòñÿ èíâàðè-àíòîì. Ýòî (â áîëåå îáùåé �îðìå) áóäåò ïîêàçàíî â äàëüíåéøåì.Êàê �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà, òàê è èíâàðèàíò ðàñêðàñîê îáîáùàþò-ñÿ äî ïî÷òè ïîëíîãî1 èíâàðèàíòà óçëîâ � äèñòðèáóòèâíîãî ãðóïïîèäàèëè êâàíäëà, ïðåäëîæåííîãî â êîíöå 70-õ � íà÷àëå 80-õ ãîäîâ íåçàâèñèìîÑ.Â.Ìàòâååâûì è Ä.Äæîéñîì.Ïîëíîòà äèñòðèáóòèâíîãî ãðóïïîèäà ñëåäóåò èç ïîëíîòû �óíäàìåíòàëü-íîé ãðóïïû ñ ïåðè�åðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé; ïîñëåäíåå âûòåêòàåò èç çíàìå-íèòîé òîïîëîãè÷åñêîé òåîðåìû Âàëüäõàóçåíà, ñì. [Wal℄.1Óçåë ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî îäíîâðåìåííîãî îáðàùåíèÿ îðèåíòàöèè óçëà è îðèåíòàöèè îáúåìëþùåãî ïðî-ñòðàíñòâà.



Äèñòðèáóòèâíûå ãðóïïîèäû â òåîðèè âèðòóàëüíûõ óçëîâ 76�ðóïïîèä, êàê è �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà, ìîæåò áûòü îïðåäåëåí ãåî-ìåòðè÷åñêè (êàê êëàññ ãîìîòîïèè ïóòåé, èñõîäÿùèõ èç �èêñèðîâàííîé òî÷-êè ñ êîíöîì, ëåæàùèì íà êðàå òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòè óçëà; ïðè ãîìîòîïèèòðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïåðâûé êîíåö îñòàâàëñÿ íåïîäâèæíûì, à âòîðîé äâèãàëñÿïî òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòè), òàê è àëãåáðàè÷åñêè � ñ ïîìîùüþ �îðìàëüíî-ãî �êîïðåäñòàâëåíèÿ�, ïîäîáíîãî êîïðåäñòàâëåíèþ Âèðòèíãåðà.Äèñòðèáóòèâíûé ãðóïïîèä îêàçàëñÿ óäîáåí òåì, ÷òî åãî ÷àñòíûå ñëó÷àèäàþò ìíîãèå èíâàðèàíòû óçëîâ, ñ êîòîðûìè óäîáíî ðàáîòàòü. Ê ÷èñëó ýòèõèíâàðèàíòîâ îòíîñÿòñÿ �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà è ïîëèíîì Àëåêñàíäåðà, àòàêæå íåêîòîðûå íîâûå èíâàðèàíòû, îòêðûòèå êîòîðûõ ïîñëåäîâàëî ñðàçóçà èçîáðåòåíèåì äèñòðèáóòèâíîãî ãðóïïîèäà.Â ñåðåäèíå 80-õ ãîäîâ íåçàâèñèìî Î.ß.Âèðî [Viro3℄ è �.Ôåííîì [FRS1,FRS2℄ áûëè ïðåäëîæåíû äàëüíåéøèå îáîáùåíèÿ ïîíÿòèÿ ãðóïïîèäà, îñíî-âàííûå íà áîëåå ñëîæíîé ñòðóêòóðå ñîîòíîøåíèé â êëàññè÷åñêèõ ïåðå-êðåñòêàõ. Áîëåå ñèëüíûå èíâàðèàíòû óçëîâ ïîñòðîåíû íå áûëè, èáî óæåäèñòðèáóòèâíûé ãðóïïîèä ïðåäñòàâëÿë ñîáîé (ïî÷òè) ïîëíûé èíâàðè-àíò óçëîâ, íî ýòî èçîáðåòåíèå ïðèâåëî ê íåêîòîðûì íîâûì ìåòîäàì ïî-èñêà èíâàðèàíòîâ óçëîâ.Èíòåðåñ ê äèñòðèáóòèâíûì ãðóïïîèäàì è èõ îáîáùåíèÿì âîçîáíîâèëñÿñ âîçíèêíîâåíèåì òåîðèè âèðòóàëüíûõ óçëîâ: îáîáùåíèå ïîëíîãî èíâàðè-àíòà êëàññè÷åñêèõ óçëîâ íà ñëó÷àé âèðòóàëüíûõ óçëîâ äàåò ìãíîâåííîåäîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî â ñëó÷àå êëàññè÷åñêèõ óçëîâ êëàññè÷åñêàÿ è âèð-òóàëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ñîâïàäàþò [GPV℄ (î ÷åì óæå áûëî óïîìÿíóòî âïðåäûäóùåé ãëàâå).Îäíàêî ñàì äèñòðèáóòèâíûé ãðóïïîèä îêàçàëñÿ âåñüìà ñëàáûì èíâàðè-àíòîì äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ, ÷òî ïðèâåëî àâòîðà [Ìà4℄,[Man6℄ê èäåå áîëåå ãëóáîêîãî ïîäõîäà ê àëãåáðàè÷åñêèì ñòðóêòóðàì è ââåäåíèþíîâûõ îïåðàöèé â âèðòóàëüíûõ ïåðåêðåñòêàõ; ïîëó÷àåìûé òàêèì îáðàçîìèíâàðèàíò íàçûâàåòñÿ âèðòóàëüíûì ãðóïïîèäîì (äðóãèå àâòîðû ðàññìàò-ðèâàëè íåêîòîðûå èíûå îáîáùåíèÿ ñòðóêòóðû ãðóïïîèäà, ñì. [KR, Saw,SW℄).Èäåè, ïðåäëîæåííûå â [Man6℄, áûëè çàòåì ðàçâèòû Á.Ìåëëîðîì è Ò.Ôëåì-èíãîì äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèè âèðòóàëüíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ãðà�îâ,



Äèñòðèáóòèâíûå ãðóïïîèäû â òåîðèè âèðòóàëüíûõ óçëîâ 77[FM℄.Íà óêàçàííîì ïóòè àâòîðó óäàëîñü ïîñòðîèòü ðÿä íîâûõ èíâàðèàíòîââèðòóàëüíûõ óçëîâ è ïîëó÷èòü ðÿä ðåçóëüòàòîâ; òàê, íàïðèìåð, íåêîòî-ðûå èíâàðèàíòû îáðàùàþòñÿ â íóëü íà êëàññè÷åñêèõ óçëàõ, ñëåäîâàòåëü-íî, ïîçâîëÿþò ëåãêî óñòàíîâèòü íåêëàññè÷íîñòü íåêîòîðûõ óçëîâ. Ñ äðóãîéñòîðîíû, íàø ïîäõîä ê äèñòðèáóòèâíûì ãðóïïîèäàì (âêóïå ñ íåêîòîðûìèíîâûìè êîíñòðóêöèÿìè) ïðèâåë ê ïîñòðîåíèþ èíâàðèàíòîâ äëèííûõâèðòóàëüíûõ óçëîâ, îñíîâàííûõ íà ïîíÿòèè äëèííîãî ãðóïïîèäà, ðå÷üî êîòîðûõ ïîéäåò â ðàçäåëå 3.2.Ïîñòðîåíèå èíâàðèàíòîâ äëèííûõ óçëîâ ïîñðåäñòâîì äèñòðèáóòèâíûõãðóïïîèäîâ ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ãëàâû. Êîíñòðóê-öèÿ ðàçäåëà 3.2 ïîçâîëèëà àâòîðó ðàñïîçíàâàòü íåòðèâèàëüíîñòü äëèííûõâèðòóàëüíûõ óçëîâ ïðîñòûìè àðè�ìåòè÷åñêèìè ìåòîäàìè, à òàêæå óñòà-íîâèòü âïåðâûå òîò �àêò, ÷òî äëèííûå âèðòóàëüíûå óçëû, âîîáùå ãîâîðÿ,íå êîììóòèðóþò.Äàëåå â íàñòîÿùåé ãëàâå ïîñòðîåíà ðåàëèçàöèÿ äèñòðèáóòèâíîãî ãðóï-ïîèäà, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê ïîñòðîåíèþ èíâàðèàíòîâ êëàññè÷åñêèõ è âèð-òóàëüíûõ çàöåïëåíèé ñî çíà÷åíèÿìè â (áåñêîíå÷íîìåðíûõ) àëãåáðàõ Ëè.Â íàñòîÿùåé ãëàâå ñòðîÿòñÿ è èññëåäóþòñÿ èíâàðèàíòû âèðòóàëüíûõçàöåïëåíèé èñõîäÿ èç ïëîñêèõ äèàãðàìì. Íàøà öåëü � ïîñòðîèòü ïî äèà-ãðàììå çàöåïëåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèé îáúåêò, èíâàðèàíòíûé îòíîñèòåëüíîîáîáùåííûõ äâèæåíèé �åéäåìåéñòåðà. Îáùèé ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ â ñëå-äóþùåì. Ìû ðàññìàòðèâàåì äèàãðàììó âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ êàê ÷å-òûðåõâàëåíòíûé ãðà�, ëåæàùèé íà ïëîñêîñòè.�åáðàì ãðà�à ìû ñîïîñòàâëÿåì íåêîòîðûå �îðìàëüíûå ýëåìåíòû, êî-òîðûå áóäóò èãðàòü ðîëü îáðàçóþùèõ äëÿ èíâàðèàíòíîãî àëãåáðàè÷åñêîãîîáúåêòà, à ïåðåêðåñòêè áóäóò óêàçûâàòü ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýëåìåíòàìè,ñîîòâåòñòâóþùèìè èíöèäåíòíûì èì äóãàì. Èíâàðèàíòíîñòü ïîñòðîåííîãîîáúåêòà ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ðàññìîòðåíèåì îáîáùåííûõ äâè-æåíèé �åéäåìåéñòåðà.Â êîíöå íàñòîÿùåé ãëàâû ìû ïðèâåäåì òàêæå íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿäèñòðèáóòèâíûõ ãðóïïîèäîâ ê òåîðèè ïëîñêèõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ.Ñâåðõ òîãî áóäóò îïèñàíû èåðàðõè÷åñêèå âèðòóàëüíûå óçëû � êîìáèíà-



3.1. �ðóïïîèäû è èõ îáîáùåíèÿ 78òîðíûå îáîáùåíèÿ ïëîñêèõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ, äëÿ êîòîðûõ ìîæíî ñòðî-èòü èíâàðèàíòû ñïîñîáàìè, ïîõîæèìè íà òå, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü ïðèèçó÷åíèè âèðòóàëüíûõ óçëîâ.3.1. �ðóïïîèäû è èõ îáîáùåíèÿÏóñòü äàíà âèðòóàëüíàÿ äèàãðàììà L. Óäàëèì èç íåå âñå âèðòóàëüíûåïåðåêðåñòêè. Ïîëó÷èì (íåñâÿçíîå) ìíîæåñòâî L̃, ñîñòîÿùåå èç ñâÿçíûõ êîì-ïîíåíò, êîòîðûå ìû íàçîâåì äóãàìè. Êàæäàÿ äóãà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèáîîêðóæíîñòü � ëèáî êîìïîíåíòó çàöåïëåíèÿ, êîòîðàÿ íå èìååò âèðòóàëü-íûõ ïåðåêðåñòêîâ, à â êàæäîì êëàññè÷åñêîì ïåðåêðåñòêå ïðîõîäèò ñâåðõó,ëèáî èíòåðâàë. Íà÷àëî è êîíåö ýòîãî èíòåðâàëà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëè-áî óäàëåííûé âèðòóàëüíûé ïåðåêðåñòîê, ëèáî êëàññè÷åñêèé ïåðåêðåñòîê �ïðîõîä; âñå âíóòðåííèå ïåðåêðåñòêè ÿâëÿþòñÿ ïåðåõîäàìè. Ïîäðÿä èäóùèåäóãè, ðàçäåëÿåìûå âèðòóàëüíûìè ïåðåêðåñòêàìè, îáðàçóþò äëèííûå äóãè,èäóùèå îò ïðîõîäà äî ñëåäóþùåãî ïðîõîäà. Â ñëó÷àå äèàãðàììû êëàññè-÷åñêîãî çàöåïëåíèÿ ïîíÿòèÿ äóãè è äëèííîé äóãè ñîâïàäàþò.Íàçîâåì äèàãðàììó ïðàâèëüíîé, åñëè îíà íå èìååò öèêëè÷åñêèõ äëèí-íûõ äóã. Ïðèìåíÿÿ ê äèàãðàììå ïåðâîå óâåëè÷èâàþùåå êëàññè÷åñêîå äâè-æåíèå �åéäåìåéñòåðà, ìîæíî ïðåâðàòèòü öèêëè÷åñêóþ äëèííóþ äóãó âäëèííóþ äóãó, íå ÿâëÿþùóþñÿ öèêëè÷åñêîé.Ó ëþáîãî âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ äèàãðàììà.Äåéñòâèòåëüíî, ëþáàÿ äèàãðàììà âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ, èìåþùàÿ öèê-ëè÷åñêóþ äëèííóþ äóãó ïðåîáðàçóåòñÿ â ïðàâèëüíóþ äèàãðàììó ïðèìåíå-íèåì ïåðâîãî êëàññè÷åñêîãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà òàê, êàê ïîêàçàíî íàðèñ. 3.1.Èìååò ìåñòî ñëåäóþùååÓòâåðæäåíèå 3.1. Äâå ïðàâèëüíûå äèàãðàììû çàäàþò ýêâèâàëåíòíûåâèðòóàëüíûå çàöåïëåíèÿ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè îäíà èç íèõìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà â äðóãóþ â êëàññå ïðàâèëüíûõ äèàãðàìì.Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðè ïðåîáðàçîâàíèè äèàãðàììû L ê ýêâèâàëåíò-íîé äèàãðàììå L′ áóäóò âñòðå÷àòüñÿ äèàãðàììû ñ öèêëè÷åñêèìè äóãàìè,ìû ìîæåì äîáàâëÿòü ïåòëè (ïîñðåäñòâîì äâèæåíèÿ Ω1), à çàòåì óáèðàòü
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�èñ. 3.1. Ïðåîáðàçîâàíèå äèàãðàììû ñ öèêëè÷åñêîé äëèííîé äóãîéâ ïðàâèëüíóþ äèàãðàììóèõ. Òàêèì îáðàçîì, öåïî÷êà îáîáùåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé �åéäåìåéñòåðà
L = L0 → L1 · · · → Lk = L′ ïðåâðàòèòñÿ â öåïî÷êó L = L0 = L01 →
. . . L0,i0 → L1 → . . . L1,i1 → . . . Lk1 → . . . Lk,ik = Lk = L′, ãäå âñå äèàãðàì-ìû Lij ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëüíûìè, ïðè÷åì êàæäàÿ èç äèàãðàìì Lij ïîëó÷àåò-ñÿ èç äèàãðàììû Li äîáàâëåíèåì/óäàëåíèåì ïåòåëü � ïîñëåäîâàòåëüíûìïðèìåíåíèåì ïåðâîãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà. Òåì ñàìûì óòâåðæäåíèåäîêàçàíî. Äàëåå â íàñòîÿùåé ãëàâå âñå âèðòóàëüíûå äèàãðàììû ïîäðàçó-ìåâàþòñÿ ïðàâèëüíûìè, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå.Äëèííûå äóãè ðàçáèâàþòñÿ íà äóãè. Ìîæíî ïðîäîëæèòü äåëåíèå äóã èäàëåå, ðàçáèâàÿ êàæäóþ äóãó âî âñåõ êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêàõ, â êîòî-ðûõ îíà îáðàçóåò ïåðåõîä. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü î êîðîòêèõ äó-ãàõ. Ïðèìåð äèàãðàììû ñ äëèííûìè äóãàìè, äóãàìè è êîðîòêèìè äóãàìèèçîáðàæåí íà ðèñ. 3.2. Íàçîâåì ýòîò âèðòóàëüíûé óçåë âèðòóàëüíûì òðè-ëèñòíèêîì. Èòàê, ÷àñòüþ äèàãðàììû, êîòîðîé ìû áóäåì ñîïîñòàâëÿòü îá-ðàçóþùèå àëãåáðàè÷åñêîãî îáúåêòà, ÿâëÿåòñÿ äóãà (èëè äëèííàÿ äóãà èëèêîðîòêàÿ äóãà).�àññìîòðèì ñíà÷àëà âñå äëèííûå äóãè äèàãðàììû L. Â êàæäîì êëàññè-÷åñêîì ïåðåêðåñòêå ñõîäÿòñÿ (ëîêàëüíî) òðè äëèííûå äóãè: îäíà îáðàçóåòïåðåõîä, à äâå îñòàëüíûå � ïðîõîä. Âîîáùå ãîâîðÿ, ãëîáàëüíî äâå èç ýòèõäëèííûõ äóã (èëè âñå òðè) ìîãóò ñîâïàäàòü.Îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêîâ äèàãðàììû L ÷åðåç
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�èñ. 3.2. Äëèííûå äóãè; äóãè; êîðîòêèå äóãè
n. Òîãäà êîëè÷åñòâî äëèííûõ äóã ýòîé äèàãðàììû òàêæå ðàâíî n (òàê êàêäèàãðàììà L ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé).Îòìåòèì îäíî âàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî. Ïðè ïîñòðîåíèè èíâàðèàíòîâ ñèñïîëüçîâàíèåì äëèííûõ äóã ìû èãíîðèðóåì ðàñïîëîæåíèå âèðòóàëüíûõïåðåêðåñòêîâ. Òåì ñàìûì îáúåêò, êîòîðûé ìû áóäåì ñòðîèòü òàêèì îáðà-çîì, áóäåò åñòåñòâåííî èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî äâèæåíèÿ îáúåçäà (ñì.ñòð. 17).Ñîïîñòàâèì ýòèì äëèííûì äóãàì �îðìàëüíûå áóêâû � îáðàçóþùèå
a1, . . . , an. Íàøà öåëü � ïîñòðîèòü èíâàðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî îáîáùåí-íûõ äâèæåíèé �åéäåìåéñòåðà àëãåáðàè÷åñêèé îáúåêò, óäîâëåòâîðÿþùèéíåêîòîðîé àêñèîìàòèêå. Ñîîòíîøåíèÿ íà îáðàçóþùèå ýòîãî îáúåêòà a1, . . . , anìû áóäåì áðàòü èç êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêîâ äèàãðàììû.Ñîãëàñíî Ñ.Â.Ìàòâååâó [Ìàò℄, îïðåäåëèì äèñòðèáóòèâíûé ãðóïïîèä êàêìíîæåñòâî M , ñíàáæåííîå áèíàðíîé îïåðàöèåé ◦, îáëàäàþùåé ñëåäóþùè-ìè ñâîéñòâàìè:1. (Èäåìïîòåíòíîñòü:) Äëÿ êàæäîãî a ∈ M èìååò ìåñòî a ◦ a = a;2. (Íàëè÷èå ëåâîãî îáðàòíîãî:) Äëÿ êàæäûõ b, c ∈ M ñóùåñòâóåò åäèí-ñòâåííûé ýëåìåíò x ∈ M , òàêîé ÷òî x ◦ b = c. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåìïèñàòü: x = c/b;3. (Ïðàâàÿ ñàìîäèñòðèáóòèâíîñòü:) Äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ M èìååò ìåñòî

(a ◦ b) ◦ c = (a ◦ c) ◦ (b ◦ c).Ïîäîáíî ãðóïïàì, äèñòðèáóòèâíûå ãðóïïîèäû ìîæíî çàäàâàòü ñ ïîìî-



3.1. �ðóïïîèäû è èõ îáîáùåíèÿ 81ùüþ îáðàçóþùèõ è ñîîòíîøåíèé. Ýòî äåëàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü
a1, . . . , ak � êîíå÷íûé íàáîð áóêâ (îáðàçóþùèõ). Îïðåäåëèì èíäóêòèâíîìíîæåñòâî Adm äîïóñòèìûõ ñëîâ êàê ìíîæåñòâî, ïîëó÷àþùååñÿ èç îáðà-çóþùèõ ìíîãîêðàòíûì ïðèìåíåíèåì îïåðàöèé ◦ è /. À èìåííî, îïðåäåëèìèíäóêòèâíî ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ñëîâ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó.1. Âñå áóêâû ai ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè ñëîâàìè.2. Åñëè x, y � äîïóñòèìûå ñëîâà, òî ñëîâà (x) ◦ (y) è (x)/(y) òàêæå ÿâëÿ-þòñÿ äîïóñòèìûìè.3. Íå ñóùåñòâóåò äîïóñòèìûõ ñëîâ, çà èñêëþ÷åíèåì ñëîâ, ïîëó÷àþùèõñÿòàê, êàê îïèñàíî â ïóíêòàõ 1,2.Çàìå÷àíèå 3.2. Èíîãäà äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ìû áóäåì îïóñêàòü ñêîá-êè, êîãäà ÿñíî èç êîíòåêñòà, êàêîå âûðàæåíèå èìååòñÿ â âèäó. Òàê, íà-ïðèìåð, âìåñòî (a1) ◦ (a2) ìû áóäåì ïèñàòü ïðîñòî a1 ◦ a2.Ïóñòü òåïåðü äàí íàáîð èç l ñîîòíîøåíèé Ri (íàçûâàåìûõ îïðåäåëÿþ-ùèìè) âèäà ri1 = ri2 ïðè i = 1, . . . , l, ãäå rij � íåêîòîðûå äîïóñòèìûåñëîâà.Íà ìíîæåñòâå Adm âñåõ äîïóñòèìûõ ñëîâ åñòåñòâåííûì îáðàçîì çàäàíûîïåðàöèè ◦ è /.Îïðåäåëèì òåïåðü äèñòðèáóòèâíûé ãðóïïîèä, çàäàííûé îáðàçóþùèìè
a1, . . . , ak è ñîîòíîøåíèÿìè R1, . . . , Rl è îáîçíà÷àåìûé ÷åðåç
Γ〈a1, . . . , ak|R1, . . . Rl〉 êàê �àêòîð�ìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Adm ïî îòíîøå-íèÿì ýêâèâàëåíòíîñòè, çàäàâàåìûì ñëåäóþùèìè ýëåìåíòàðíûìè ýêâèâà-ëåíòíîñòÿìè:1. ∀A ∈ Adm : A ◦ A ∼ A, A/A ∼ A2. ∀A, B ∈ Adm : (A ◦ B)/B ∼ (A/B) ◦ B ∼ A3. ∀A, B, C ∈ Adm : (A ◦ B) ◦ C ∼ (A ◦ C) ◦ (B ◦ C)4. ∀i = 1, . . . , l : ri1 ∼ ri2.Íà ïîëó÷åííîì ìíîæåñòâå îïåðàöèè ◦ è / èíäóöèðîâàíû èç ìíîæåñòâà
Γ; àêñèîìû äèñòðèáóòèâíîãî ãðóïïîèäà î÷åâèäíî âûïîëíÿþòñÿ.



3.1. �ðóïïîèäû è èõ îáîáùåíèÿ 82Âåðíåìñÿ ê äèàãðàììå L ñ n êëàññè÷åñêèìè ïåðåêðåñòêàìè. Â êàæäîìêëàññè÷åñêîì ïåðåêðåñòêå (ñ íîìåðîì i) ýòîé äèàãðàììû îäíà èç äóã îáðà-çóåò ïåðåõîä. Åé ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðàÿ îáðàçóþùàÿ ai1. Ñïðàâà îò ýòîé(äëèííîé) äóãè (ïî îòíîøåíèþ ê åå îðèåíòàöèè) íàõîäèòñÿ (äëèííàÿ) äóãà,îáðàçóþùàÿ ïðîõîä: åé ñîîòâåòñòâóåò îáðàçóþùàÿ ai2, íàêîíåö, ñëåâà ðàñ-ïîëîæåíà (äëèííàÿ) äóãà, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò îáðàçóþùàÿ ai3, ñì. ðèñ.3.3.
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�èñ. 3.3. Ñîîòíîøåíèå äèñòðèáóòèâíîãî ãðóïïîèäàâ êëàññè÷åñêîì ïåðåêðåñòêåÑîïîñòàâèì äàííîìó êëàññè÷åñêîìó ïåðåêðåñòêó ñîîòíîøåíèå
ai2 ◦ ai1 = ai3. (3.1)Îáîçíà÷èì ýòî ñîîòíîøåíèå ÷åðåç Ri.Çàìå÷àíèå 3.3. Îòìåòèì, ÷òî íà ðèñóíêå 3.3 îðèåíòàöèÿ äóã ai2 è ai3íå óêàçàíà; îíà íå èìååò çíà÷åíèÿ. Êàêàÿ áû îíà íè áûëà, ìû âûïèñûâàåìîäíî è òî æå ñîîòíîøåíèå (3.1).Ñîïîñòàâèì òåïåðü äèàãðàììå L äèñòðèáóòèâíûé ãðóïïîèä

Γ(L) = Γ〈a1, . . . , an|R1, . . . , Rn〉. Èìååò ìåñòîÒåîðåìà 3.1. Äëÿ äèàãðàìì L, L′, ïðåäñòàâëÿþùèõ ýêâèâàëåíòíûå âèð-òóàëüíûå óçëû, äèñòðèáóòèâíûå ãðóïïîèäû Γ(L) è Γ(L′) èçîìîð�íû.Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû îñíîâàíî íà òîì �àêòå, ÷òî àêñèîìàòè-êà äèñòðèáóòèâíîãî ãðóïïîèäà îòâå÷àåò åãî èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî



3.1. �ðóïïîèäû è èõ îáîáùåíèÿ 83ïðåîáðàçîâàíèé �åéäåìåéñòåðà. Çäåñü íóæíî ïðîâåðÿòü ëèøü èíâàðèàíò-íîñòü îòíîñèòåëüíî êëàññè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé �åéäåìåéñòåðà, òàê êàêðàñïîëîæåíèå âèðòóàëüíûõ ïåðåêðåñòêîâ íà äëèííûõ äóãàõ íå ó÷èòûâàåò-ñÿ. Äàëåå â íàñòîÿùåé ãëàâå ìû äîêàæåì áîëåå îáùóþ òåîðåìó (òåîðåìà3.3).Â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå ýòà òåîðåìà áûëà âïåðâûå äîêàçàíà Ñ.Â. Ìàòâå-åâûì [Ìàò℄ è (íåçàâèñèìî) Ä.Äæîéñîì [Joy℄. Îáîáùåíèå äèñòðèáóòèâíîãîãðóïïîèäà íà ñëó÷àé âèðòóàëüíûõ óçëîâ è çàöåïëåíèé è äîêàçàòåëüñòâîåãî èíâàðèàíòíîñòè ïðèíàäëåæèò Êàó�ìàíó [Kau1℄.Íà ñàìîì äåëå, Ìàòâååâ è Äæîéñ äîêàçàëè ãîðàçäî áîëüøåå:Òåîðåìà 3.2 (Ìàòâååâ-Äæîéñ). Åñëè äëÿ êëàññè÷åñêèõ óçëîâ L è L′ãðóïïîèäû Γ(L) è Γ(L′) èçîìîð�íû, òî ëèáî óçåë L ýêâèâàëåíòåí (èçî-òîïåí) óçëó L′, ëèáî L ýêâèâàëåíòåí óçëó, ïîëó÷àþùåìóñÿ èç L′ çàìåíîéîðèåíòàöèè óçëà è çàìåíîé âñåõ òèïîâ ïåðåêðåñòêîâ (ïðîõîäà íà ïåðåõîäè íàîáîðîò).Ïîñëåäíÿÿ îïåðàöèÿ îçíà÷àåò îäíîâðåìåííóþ çàìåíó îðèåíòàöèè óçëà èîáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà. Çàìåíà îðèåíòàöèè ïðîñòðàíñòâà ýêâèâàëåíò-íà èçìåíåíèþ íàïðàâëåíèÿ îñè Oz ïî îòíîøåíèþ ê ïëîñêîñòè Oxy; ýòî âû-ðàæàåòñÿ â çàìåíå âñåõ ïðîõîäîâ íà ïåðåõîäû è íàîáîðîò. Òàê, íàïðèìåð,äèñòðèáóòèâíûé ãðóïïîèä íå ðàçëè÷àåò ïðàâîãî è ëåâîãî òðèëèñòíèêîâ:îïåðàöèÿ îáðàùåíèÿ îðèåíòàöèè óçëà íà êàæäîì èç òðèëèñòíèêîâ òîæäå-ñòâåííà, à îáðàùåíèå îðèåíòàöèè ïðîñòðàíñòâà ïåðåâîäèò îäèí èç íèõ âäðóãîé.Ñëåäîâàòåëüíî, äèñòðèáóòèâíûé ãðóïïîèä ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïîëíûì èí-âàðèàíòîì êëàññè÷åñêèõ óçëîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äèñòðèáóòèâíûé ãðóï-ïîèä èìååò îáîáùåíèå íà âèðòóàëüíûå óçëû ñîãëàñíî òåîðåìå 3.1. Èç ýòîãîíàáëþäåíèÿ ñëåäóåò òåîðåìà 2.2.Çàìå÷àíèå 3.4. Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî äèñòðèáóòèâíûé ãðóïïîèä íå ÿâëÿ-åòñÿ ïîëíûì èíâàðèàíòîì êëàññè÷åñêèõ óçëîâ â ñòðîãîì ñìûñëå, äëÿ åãîïîëíîòû íóæíî äîáàâèòü åùå èíâàðèàíò, êîòîðûé ñëåäèë áû çà îðèåí-òàöèåé óçëà è îáîáùàëñÿ åñòåñòâåííûìè îáðàçîì íà âèðòóàëüíûå óçëû.Ýòî è ïðîäåëàíî â ðàáîòå [GPV℄.



3.1. �ðóïïîèäû è èõ îáîáùåíèÿ 84Ñòðóêòóðà äèñòðèáóòèâíîãî ãðóïïîèäà èìååò åñòåñòâåííûå îáîáùåíèÿ,êîòîðûå âîçíèêàþò, åñëè ïåðåéòè îò äëèííûõ äóã ê äóãàì èëè ê êîðîò-êèì äóãàì. Â ñëó÷àå äóã ìû áóäåì ââîäèòü ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó äóãàìè,ñõîäÿùèìèñÿ â âèðòóàëüíûõ ïåðåêðåñòêàõ, à ïåðåõîä ê êîðîòêèì äóãàìïîçâîëèò íàì ìîäè�èöèðîâàòü ñîîòíîøåíèÿ â êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêàõ:âìåñòî îäíîé áèíàðíîé �óíêöèè ìû ïîëó÷èì äâå áèíàðíûå �óíêöèè: ìûèìååì äâå âõîäÿùèå äóãè è äâå èñõîäÿùèå äóãè. Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ,êîãäà èíâàðèàíò ñòðîèòñÿ ïî äëèííûì äóãàì, â ñëó÷àå äóã èëè êîðîòêèõäóã èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî îáúåçäà íå ÿâëÿåòñÿ ñàìîî÷åâèäíîé, è ååíóæíî ïðîâåðÿòü.Ýòî ïðèâîäèò íàñ ê ïîíÿòèþ âèðòóàëüíîãî ãðóïïîèäà.3.1.1. Âèðòóàëüíûé ãðóïïîèäÏîíÿòèå âèðòóàëüíîãî ãðóïïîèäà áûëî âïåðâûå ïðåäëîæåíî â ðàáîòàõàâòîðà [Ìà4, Man6℄. Ïðèâîäèìûå íèæå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â [Ìà4,Man6, Ìà2, Ìà10, Man2℄.Îïðåäåëåíèå 3.0. Íàçîâåì âèðòóàëüíûì ãðóïïîèäîì äèñòðèáóòèâíûéãðóïïîèä (M, ◦), íà êîòîðîì çàäàí àâòîìîð�èçì f : M → M , ò.å. âçàèìíîîäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, òàêîå ÷òî äëÿ ëþáûõ a, b ∈ M èìååò ìåñòî f(a◦
b) = f(a) ◦ f(b).Àíàëîãè÷íî äèñòðèáóòèâíûì ãðóïïîèäàì âèðòóàëüíûå ãðóïïîèäû òàê-æå ìîæíî çàäàâàòü îáðàçóþùèìè aα è îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè
Rβ, ãäå èíäåêñû α è β ïðîáåãàþò íåêîòîðûå êîíå÷íûå ìíîæåñòâà. Ñíà÷àëàìû îïðåäåëÿåì ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ñëîâ ïîñðåäñòâîì îïåðàöèé ◦, /, àòàêæå f è f−1.�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ àêñèîìàòèêó ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòà âèðòóàëü-íûõ çàöåïëåíèé. Ïóñòü äàíî âèðòóàëüíîå çàöåïëåíèå L, è ïóñòü a1, . . . , ak� ìíîæåñòâî åãî äóã. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îïåðàöèþ ◦ äëÿ çàïèñè ñîîò-íîøåíèé ìåæäó äóãàìè, èíöèäåíòíûìè îäíîìó è òîìó æå êëàññè÷åñêîìóïåðåêðåñòêó òàê æå, êàê è ðàíüøå, ñì. (3.1), ðèñ. 3.3; êðîìå òîãî, ìû ââåäåì�îðìàëüíóþ (óíàðíóþ) îïåðàöèþ f äëÿ âèðòóàëüíûõ ïåðåêðåñòêîâ (ýòàîïåðàöèÿ áóäåò àâòîìîð�èçìîì ãðóïïîèäà), à èìåííî: ïóñòü â íåêîòîðîìâèðòóàëüíîì ïåðåêðåñòêå Xj ñõîäÿòñÿ ÷åòûðå äóãè, êîòîðûì ñîîòâåòñòâó-



3.1. �ðóïïîèäû è èõ îáîáùåíèÿ 85þò îáðàçóþùèå aj1, aj2, aj3, aj4 òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.4.
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�èñ. 3.4. Ñîîòíîøåíèå äëÿ âèðòóàëüíîãî ïåðåêðåñòêàÏîñòðîèì �îðìàëüíûé �ñâîáîäíûé âèðòóàëüíûé ãðóïïîèä� îáðàçóþùè-ìè ai � ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ äîïóñòèìûõ ñëîâ ñ ó÷åòîì îïå-ðàöèé ◦, /, f, f−1, à çàòåì ïðî�àêòîðèçóåì ïî åñòåñòâåííûì ñîîòíîøåíèÿìâèðòóàëüíîãî ãðóïïîèäà. Äëÿ ïîëíîòû îïðåäåëåíèÿ â ÷èñëî ýëåìåíòàð-íûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé íóæíî âêëþ÷èòü òàêæå ñîîòíîøåíèÿ âèäà f(aαb) =
f(a)αf(b) è f(f−1(a)) = f−1(f(a)) = a, ãäå a è b � ïðîèçâîëüíûå äîïóñòè-ìûå ñëîâà, α � îïåðàöèÿ ◦ èëè /, ïîëó÷àåìûå èç îáðàçóþùèõ ïîñðåäñòâîìîïåðàöèé ◦, /, f, f−1.Äàëåå ìû �àêòîðèçóåì ïî ñîîòíîøåíèÿì:

aj2 = f(aj1) (3.2)è
aj3 = f(aj4) (3.3)Ïîëó÷åííûé ïîñëå òàêîé �àêòîðèçàöèè ãðóïïîèä îáîçíà÷èì ÷åðåç Γf〈aα|Rβ〉.Îïðåäåëèì òåïåðü âèðòóàëüíûé ãðóïïîèä Γ(L) êàê Γf〈a1, . . . , an|Ri, Rj1, Rj2〉;çäåñü ñîîòíîøåíèÿ Ri îòíîñÿòñÿ ê êëàññè÷åñêèì ïåðåêðåñòêàì ñ íîìåðàìè

i (ñîîòíîøåíèÿ âèäà (3.1)), à ïàðû ñîîòíîøåíèé Rj1, Rj2 îòíîñÿòñÿ ê âèð-òóàëüíûì ïåðåêðåñòêàì (â êàæäîì âèðòóàëüíîì ïåðåêðåñòêå ñ íîìåðîì jìû èìååì äâà ñîîòíîøåíèÿ âèäà (3.2,3.3)).Ïðåäëàãàåìàÿ íèæå òåîðåìà áûëà âïåðâûå äîêàçàíà â [Man6℄, ñì. òàêæå[Ìà4℄.Òåîðåìà 3.3. Âèðòóàëüíûé ãðóïïîèä Γ(L) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì âèð-òóàëüíûõ çàöåïëåíèé. Áîëåå òî÷íî, ïóñòü L, L′ � äâå ýêâèâàëåíòíûå



3.1. �ðóïïîèäû è èõ îáîáùåíèÿ 86âèðòóàëüíûå äèàãðàììû. Òîãäà ñóùåñòâóåò èçîìîð�èçì âèðòóàëüíûõãðóïïîèäîâ ι : Γ(L) → Γ(L′), ñîãëàñîâàííûé ñ îïåðàöèåé f .Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñ÷èòàòü âñå äèàãðàììû ïðàâèëüíûìè (óòâåðæäå-íèå 3.1).Íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ïðèìåíåíèè äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà êâèðòóàëüíîé äèàãðàììå åå âèðòóàëüíûé ãðóïïîèä ïðåîáðàçóåòñÿ â íåêîòî-ðûé èçîìîð�íûé åìó âèðòóàëüíûé ãðóïïîèä.�àññìîòðèì íåêîòîðîå äâèæåíèå �åéäåìåéñòåðà � êëàññè÷åñêîå, âèðòó-àëüíîå èëè ïîëóâèðòóàëüíîå. Ïóñòü L è L′ � äâå âèðòóàëüíûå äèàãðàììû,ïîëó÷àþùèåñÿ îäíà èç äðóãîé ïðèìåíåíèåì ýòîãî äâèæåíèÿ. Äâèæåíèå ÿâ-ëÿåòñÿ ëîêàëüíûì, ò.å. ïðîèñõîäèò âíóòðè íåêîòîðîãî ìàëåíüêîãî êðóãà C.�àçîáüåì âñå äóãè äèàãðàìì L è L′ íà òðè ñåìåéñòâà: îáùåå ìíîæåñòâî
E âíåøíèõ äóã, ïðèíàäëåæàùèõ êàê äèàãðàììå L, òàê è äèàãðàììå L′,îáùåå ìíîæåñòâî S äóã, ïåðåñåêàþùèõ îêðóæíîñòü êðóãà C è ìíîæåñòâà
I, I ′ âíóòðåííèõ (ëåæàùèõ âíóòðè C) äóã, ïðèíàäëåæàùèõ ñîîòâåòñòâåííîê L è ê L′. Òàêèì îáðàçîì, âèðòóàëüíûé ãðóïïîèä Γ(L) èìååò ñëåäóþùèåîáðàçóþùèå è ñîîòíîøåíèÿ.Âî-ïåðâûõ, ìû èìååì îáùèå (äëÿ âñåõ âèðòóàëüíûõ ãðóïïîèäîâ) ñîîòíî-øåíèÿ � äèñòðèáóòèâíîñòü è èäåìïîòåíòíîñòü. Îáîçíà÷èì ýòî ìíîæåñòâîñîîòíîøåíèé ÷åðåç ε.Ñîîòíîøåíèÿ âèäîâ (3.1,3.2,3.3) � òå, êîòîðûå ïðîèñõîäÿò èç ïåðåêðåñò-êîâ � äëÿ äèàãðàìì L, L′ òàêæå ïîäðàçáèâàþòñÿ íà ìíîæåñòâà: âíåøíèåñîîòíîøåíèÿ RE ÿâëÿþòñÿ îáùèìè äëÿ L è L′, à âíóòðåííèå ñîîòíîøåíèÿ
RI , R

′
I îòíîñÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ê L è ê L′. Êðîìå íèõ, êàæäûé èç äâóõâèðòóàëüíûõ ãðóïïîèäîâ èìååò îáùèå äëÿ âñåõ âèðòóàëüíûõ ãðóïïîèäîâñîîòíîøåíèÿ ε (èäåìïîòåíòíîñòü è ïðàâàÿ ñàìîäèñòðèáóòèâíîñòü). Äàëååâ äîêàçàòåëüñòâå ñîîòíîøåíèåì ìû áóäåì íàçûâàòü òîëüêî ñîîòíîøåíèå âíåêîòîðîì ïåðåêðåñòêå (à íå èäåìïîòåíòíîñòü è íå ñàìîäèñòðèáóòèâíîñòü).Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðàïîñðåäñòâîì ñîîòíîøåíèé RI ìîæíî èçáàâèòüñÿ îò îáðàçóþùèõ I, âûðà-çèâ èõ ÷åðåç S. Ýòî ïðèâåäåò ê äîáàâëåíèþ íåêîòîðûõ �âíóòðåííèõ� ñî-îòíîøåíèé RS äëÿ S. Òî æå ñàìîå ìîæåò áûòü ñäåëàíî è äëÿ I ′. Îáîçíà-÷èì ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ ÷åðåç R′

S. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðåîáðàçóåì



3.1. �ðóïïîèäû è èõ îáîáùåíèÿ 87îáà âèðòóàëüíûõ ãðóïïîèäà Γ(L) è Γ(L′) ê èçîìîð�íûì èì âèðòóàëüíûìãðóïïîèäàì Γ̃(L) è Γ̃(L′). Ïîñëåäíèå ïîðîæäåíû îáðàçóþùèìè E, S. Ó íèõåñòü îáùåå ìíîæåñòâî âíåøíèõ ñîîòíîøåíèé RE (à òàêæå ε).Åäèíñòâåííîå, ÷òî íàì íóæíî äîêàçàòü, � ýòî òî, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ RSè R′
S (âìåñòå ñ ñîîòíîøåíèÿìè ε) îïðåäåëÿþò îäíî è òî æå îòíîøåíèåýêâèâàëåíòíîñòè íà S.Âûïîëíèì ýòî äëÿ êîíêðåòíûõ òèïîâ äâèæåíèé �åéäåìåéñòåðà; äðóãèåñëó÷àè ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû òåì, êîòîðûå áóäóò îïèñàíû.Èíâàðèàíòíîñòü ãðóïïîèäà Γ îòíîñèòåëüíî âñåõ êëàññè÷åñêèõ äâèæå-íèé �åéäåìåéñòåðà ìîæåò áûòü ïðîâåðåíà òåì æå ñïîñîáîì, ÷òî è â ñëó-÷àå îáû÷íîãî äèñòðèáóòèâíîãî ãðóïïîèäà, ñì. [Ìàò, Joy℄. Â ñëó÷àå ïåðâî-ãî êëàññè÷åñêîãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà âìåñòî îäíîé äóãè a (è ñîîò-íîøåíèÿ a = a) ìû ïîëó÷àåì äâå äóãè; îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç a′ è a′′. Èçñîîòíîøíèÿ â ïåðåêðåñòêå ÿñíî, ÷òî a′′ = a′ (ýòî ñëåäóåò èç èäåìïîòåíòíî-ñòè îïåðàöèè ◦). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè äîáàâëåíèè ïåòëè òàê, êàê ïîêàçàíîíà ðèñ. 3.5, ìû ïîëó÷àåì âèðòóàëüíûé ãðóïïîèä, èçîìîð�íûé èñõîäíîìó.Îïðåäåëåíèå 3.1. Çäåñü è äàëåå ïîä èçîìîð�èçìîì âèðòóàëüíûõ ãðóï-ïîèäîâ (äëèííûõ ãðóïïîèäîâ) ìû ïîíèìàåì èçîìîð�èçì, ñîõðàíÿþùèéîïåðàöèþ f .Îñòàëüíûå ñëó÷àè ïåðâîãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà ðàññìàòðèâàþòñÿàíàëîãè÷íî.

�èñ. 3.5. Èíâàðèàíòíîñòü ãðóïïîèäà îòíîñèòåëüíî Ω1Â ñëó÷àå âòîðîãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà ìû èìååì ÷åòûðå �âíåøíèå



3.1. �ðóïïîèäû è èõ îáîáùåíèÿ 88äóãè� èç ìíîæåñòâà äóã E, ñì. ðèñ. 3.6 à èìåííî, a, b, c, d. Íà ðèñóíêå ñâåð-õó ñëåâà ñîîòíîøåíèÿ èìåþò âèä a = c, b = d. Íà ðèñóíêå ñïðàâà ñíèçóñîîòíîøåíèÿ âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ìû èìååì, a = c = e, ò.å. eâûðàæàåòñÿ ÷åðåç âíåøíèå îáðàçóþùèå. Äàëåå b ◦ a = g, d ◦ e = g, îòêóäàñëåäóåò b = d (çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ñâîéñòâî ëåâîé îáðàòèìîñòè îïåðàöèè
◦).

�èñ. 3.6. Èíâàðèàíòíîñòü ãðóïïîèäà îòíîñèòåëüíî Ω2Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì â ñëó÷àå òðåòüåãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà, ñì.ðèñ. 3.7, ìû èìååì òðè âõîäÿùèå äóãè a, b, c è òðè èñõîäÿùèå äóãè d, e, g.Ìû íå áóäåì âûïèñûâàòü ïðîìåæóòî÷íûå äóãè; â ñëó÷àå ëåâîé êàðòèíêèìû èìååì a = d, b ◦ a = g, (c ◦ a) ◦ (b ◦ a) = e, â òî âðåìÿ êàê ñïðàâà ìûïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ a = d, b ◦ a = g, (c ◦ b) ◦ a = e.Èíâàðèàíòíîñòü ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ äèñòðèáóòèâíîñòè (c ◦ b) ◦ a =
(c ◦ a) ◦ (b ◦ a).Ïðîâåðèì òåïåðü èíâàðèàíòíîñòü âèðòóàëüíîãî ãðóïïîèäà Γ ïðè ïðèìå-íåíèè ÷èñòî âèðòóàëüíûõ äâèæåíèé �åéäåìåéñòåðà.Ïåðâîå âèðòóàëüíîå äâèæåíèå �åéäåìåéñòåðà èçîáðàæåíî íà ðèñ. 3.8.Íà ëåâîì ðèñóíêå ìû èìååì îäíó îáðàçóþùóþ a. Ìû äîáàâëÿåì åùå îäíóîáðàçóþùóþ b è äâà ñîâïàäàþùèõ ñîîòíîøåíèÿ a = f(b) è b = f−1(a).Íîâàÿ îáðàçóþùàÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èìåþùèåñÿ ðàíåå (à èìåííî, ÷åðåçîáðàçóþùóþ a); íà ñòàðûå îáðàçóþùèå íå íàêëàäûâàåòñÿ íèêàêèõ íîâûõñîîòíîøåíèé; òåì ñàìûì âèðòóàëüíûé ãðóïïîèä ïðåîáðàçóåòñÿ â èçîìîð�-íûé åìó âèðòóàëüíûé ãðóïïîèä.



3.1. �ðóïïîèäû è èõ îáîáùåíèÿ 89

�èñ. 3.7. Èíâàðèàíòíîñòü ãðóïïîèäà îòíîñèòåëüíî Ω3
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a�èñ. 3.8. Èíâàðèàíòíîñòü Γ îòíîñèòåëüíî ïåðâîãî äâèæåíèÿÂ ñëó÷àå, åñëè äóãà, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ. 3.8, îðèåíòèðîâàíà ñïðàâàíàëåâî, àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ b = f(a), ÷òî íåìåíÿåò ñèòóàöèè.Äëÿ êàæäîãî èç ïîñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé ìû áóäåì ïðîâåðÿòü òîëüêîîäèí ñëó÷àé (äðóãèå ñëó÷àè îòëè÷àþòñÿ îò âûáðàííîãî çàìåíîé îðèåíòà-öèè íåêîòîðûõ êîìïîíåíò). Ïðîâåðêà ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íà.Âòîðîå âèðòóàëüíîå äâèæåíèå �åéäåìåéñòåðà (ñì. ðèñ. 3.9) äîáàâëÿåòäâå îáðàçóþùèå c è d è ÷åòûðå ñîîòíîøåíèÿ, òî÷íåå, äâå ïàðû ñîâïàäà-þùèõ ñîîòíîøåíèé: c = f(a), d = f−1(b). Òàêèì îáðàçîì, âèðòóàëüíûéãðóïïîèä Γ ïåðåõîäèò â âèðòóàëüíûé ãðóïïîèä, åìó èçîìîð�íûé.
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�èñ. 3.9. Èíâàðèàíòíîñòü Γ îòíîñèòåëüíî âòîðîãî âèðòóàëüíîãî äâèæåíèÿ



3.1. �ðóïïîèäû è èõ îáîáùåíèÿ 90Â ñëó÷àå òðåòüåãî âèðòóàëüíîãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà ìû èìååì øåñòü�âíåøíèõ äóã�: òðè âõîäÿùèå äóãè (a, b, c) è òðè èñõîäÿùèå äóãè (p, q, r),ñì. ðèñ. 3.10. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ýëåìåíòû ãðóïïîèäà, ñîîòâåòñòâóþùèå òðåìâíóòðåííèì äóãàì, âûðàæåíû ÷åðåç a, b, c, ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó âíåøíèìèäóãàìè èìåþò âèä p = f 2(a), q = b, r = f−2(c).
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�èñ. 3.10. Èíâàðèàíòíîñòü Γ îòíîñèòåëüíî òðåòüåãî âèðòóàëüíîãî äâèæåíèÿ�àññìîòðèì äâèæåíèå Ω′
3. Ìû ïðîâåðèì òîëüêî îäíó âåðñèþ ýòîãî äâè-æåíèÿ, ñì. ðèñ. 3.11.
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�èñ. 3.11. Èíâàðèàíòíîñòü Γ îòíîñèòåëüíî ñìåøàííîãî äâèæåíèÿÍà îáåèõ êàðòèíêàõ ìû èìååì òðè âõîäÿùèõ ðåáðà a, b, c è òðè èñõîäÿ-ùèõ ðåáðà p, q, r. Â ïåðâîì ñëó÷àå èìååì ñîîòíîøåíèå: p = f(a), q = b, r =
f−1(c) ◦ a. Âî âòîðîì ñëó÷àå ìû èìååì: p = f(a), q = b, r = f−1(c ◦ f(a)).Èç ñîîòíîøåíèé äèñòðèáóòèâíîñòè f(x ◦ y) = f(x) ◦ f(y) âûòåêàåò ñî-îòíîøåíèå f−1(c) ◦ a = f−1(c ◦ f(a)). Ñëåäîâàòåëüíî, äâà âèðòóàëüíûõãðóïïîèäà, ñîîòâåòñòâóþùèå äèàãðàììàì äî ïðèìåíåíèÿ ñìåøàííîãî äâè-æåíèÿ è ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ñìåøàííîãî äâèæåíèÿ, ñîâïàäàþò.Äðóãèå ñëó÷àè ñìåøàííîãî äâèæåíèÿ âåäóò ê äðóãèì ñîîòíîøåíèÿì, ïðèýòîì âñå îíè ýêâèâàëåíòíû f(x ◦ y) = f(x) ◦ f(y).Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.



3.1. �ðóïïîèäû è èõ îáîáùåíèÿ 91Êàê è äèñòðèáóòèâíûå ãðóïïîèäû, âèðòóàëüíûå ãðóïïîèäû ÿâëÿþòñÿîáúåêòàìè, ñ êîòîðûìè òðóäíî ðàáîòàòü. À èìåííî, åñëè èìåþòñÿ äâå âèð-òóàëüíûå äèàãðàììû L è L′, è ìû çíàåì íåêîòîðûå êîïðåäñòàâëåíèÿ èõäèñòðèáóòèâíûõ ãðóïïîèäîâ (âèðòóàëüíûõ ãðóïïîèäîâ), òî ìû íå ìîæåìñðàçó ñêàçàòü, ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå äèñòðèáóòèâíûå ãðóïïîèäû (âèð-òóàëüíûå ãðóïïîèäû) èçîìîð�íûìè èëè íåò. Ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ èçî-ìîð�íîñòè äèñòðèáóòèâíûõ ãðóïïîèäîâ, çàäàííûõ êîïðåäñòàâëåíèÿìè, ïî-âèäèìîìó, íå ïðîùå ïðîáëåìû ðàñïîçíàâàíèÿ èçîìîð�íîñòè ãðóïï, êîòî-ðàÿ, êàê èçâåñòíî, â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìîé.Ïîýòîìó èìååò ñìûñë èñêàòü íåêîòîðûå áîëåå ïðîñòûå èíâàðèàíòû, êî-òîðûå ðåàëèçóþòñÿ ñ ïîìîùüþ ìîð�èçìîâ â êàòåãîðèþ äèñòðèáóòèâíûõãðóïïîèäîâ èç íåêîòîðîé áîëåå ïðîñòîé êàòåãîðèè.Ïðîùå ãîâîðÿ, ìû ðàññìàòðèâàåì êàêóþ-íèáóäü êàòåãîðèþ (ñêàæåì, ãðóïïèëè ìîäóëåé) è ïûòàåìñÿ íàéòè â íåé îïåðàöèè, êîòîðûå îáëàäàþò àêñèîìà-ìè äèñòðèáóòèâíîãî ãðóïïîèäà (âèðòóàëüíîãî ãðóïïîèäà). Íàéäÿ èõ, ìûìîæåì ïîñòðîèòü áîëåå ïðîñòûå èíâàðèàíòíûå îáúåêòû, èíâàðèàíòíîñòüêîòîðûõ áóäåò ñëåäîâàòü èç îáùåêàòåãîðíûõ ñîîáðàæåíèé.Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ âèðòóàëüíûõ ãðóïïîèäîâ.1. �ðóïïà 
 âûäåëåííûì ýëåìåíòîì x, ÿâëÿåòñÿ âèðòóàëüíûì ãðóïïîèäîìîòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ◦ âèäà a ◦ b = bnab−n äëÿ íåêîòîðîãî �èêñèðî-âàííîãî íàòóðàëüíîãî n, ãäå f(a) = xax−1.2. �ðóïïà ñ âûäåëåííûì ýëåìåíòîì x, ÿâëÿåòñÿ âèðòóàëüíûì ãðóïïîèäîìïðè a◦b = ba−1b, f(a) = xax−1, à òàêæå ïðè f(a) = xa−1x (a◦b = ba−1b).3. Ìîäóëü íàä êîììóòàòèâíûì êîëüöîì Q[t, t−1, s, s−1], â êîòîðîé a ◦ b =
ta + (1 − t)b, f(a) = sa.Â ýòèõ ñëó÷àÿõ àêñèîìû âèðòóàëüíûõ ãðóïïîèäîâ (à, ñëåäîâàòåëüíî, èäèñòðèáóòèâíûõ ãðóïïîèäîâ) ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.Ýòî ïîçâîëÿåò ñòðîèòü èíâàðèàíòû êëàññè÷åñêèõ è âèðòóàëüíûõ óçëîâ(çàöåïëåíèé) äâóìÿ ñïîñîáàìè: ïåðâûé èç íèõ � �èêñèðîâàòü çàäàííûéäèñòðèáóòèâíûé ãðóïïîèä (âèðòóàëüíûé ãðóïïîèä) Γ è èçó÷àòü ñâîéñòâàñåìåéñòâà ìîð�èçìîâ èç äèñòðèáóòèâíîãî (âèðòóàëüíîãî) ãðóïïîèäà çà-



3.1. �ðóïïîèäû è èõ îáîáùåíèÿ 92öåïëåíèÿ â Γ. Â ñëó÷àå, êîãäà Γ èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ, èìååòñìûñë ãîâîðèòü î êîëè÷åñòâå òàêèõ ìîð�èçìîâ êàê îá èíâàðèàíòå.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäîìó óçëó (çàöåïëåíèþ) ìîæíî ñîïîñòàâëÿòü èí-âàðèàíòíûé äèñòðèáóòèâíûé ãðóïïîèä (âèðòóàëüíûé ãðóïïîèä) â òîé èëèèíîé êàòåãîðèè. Òàê, íàïðèìåð, â êàòåãîðèè ãðóïï äèñòðèáóòèâíûé ãðóïïî-èä ïðåäñòàâëÿåòñÿ �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé, ò.å. ïðè çàïèñè ñîîòíîøåíèéãðóïïîèäà óçëà íà ÿçûêå ãðóïï, ãäå â êà÷åñòâå ñîîòíîøåíèÿ a ◦ b áåðåòñÿ
bab−1, çàäàåò �óíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó óçëà.Âèðòóàëüíûé ãðóïïîèä çàäàåò ñëåäóþùåå îáîáùåíèå �óíäàìåíòàëüíîéãðóïïû äîïîëíåíèÿ ê óçëó.Ëåììà 3.1. [Man6℄ Äëÿ êàæäîé ãðóïïû G ãðóïïà G ∗ {q} (ñâîáîäíîå ïðî-èçâåäåíèå ãðóïïû G ñ áåñêîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé, ïîðîæäåííîé îá-ðàçóþùåé q) ÿâëÿåòñÿ âèðòóàëüíûì ãðóïïîèäîì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé
◦, f(·), îïðåäåëåííûõ êàê a◦b = bab−1, f(c) = qcq−1 äëÿ âñåõ a, b, c ∈ G∗{q}.Äîêàçàòåëüñòâî. Îáðàòèìîñòü îïåðàöèè f , êàê è îáðàòèìîñòü ñîïðÿæåíèÿî÷åâèäíà. Äåéñòâèòåëüíî, íàì íóæíî ïîêàçàòü ëèøü, ÷òî f(a ◦ b) = f(a) ◦
f(b). Â ñàìîì äåëå, f(a◦b) = f(bab−1) = qbab−1q−1 = qbq−1(qaq−1)qb−1q−1 =
f(b)f(a)f(b−1) = f(a) ◦ f(b).Ïîñòðîèì òåïåðü âèðòóàëüíóþ ãðóïïó âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ G(L)ïî âèðòóàëüíîé äèàãðàììå L. Îáîçíà÷èì âñå äóãè äèàãðàììû L ÷åðåç
ai, i = 1, . . . , n. �ðóïïà G(L) � ýòî ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ îáðàçóþùèìè
a1, . . . , an, q ñ îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè âèäîâ (3.1), (3.2), (3.3), â êî-òîðûõ ìû ïîëàãàåì f(x) = qxq−1, y ◦ z = zyz−1. Íàçîâåì êëàññè÷åñêîéãðóïïîé âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ �àêòîðãðóïïó âèðòóàëüíîé ãðóïïû ïîñîîòíîøåíèþ q = 1.Â ñëó÷àå êëàññè÷åñêîé äèàãðàììû ìû ïîëó÷èì â òî÷íîñòè êîïðåäñòàâ-ëåíèå Âèðòèíãåðà ñ îäíîé ëèøíåé îáðàçóþùåé q (êîòîðàÿ íå ó÷àñòâóåò âñîîòíîøåíèÿõ); òàêèì îáðàçîì, îïèñàííàÿ âûøå âèðòóàëüíàÿ ãðóïïà áóäåòïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïïû óçëà íà áåñêîíå÷íóþöèêëè÷åñêóþ ãðóïïó, ïîðîæäåííóþ îáðàçóþùåé q.Íåêîòîðûå âèðòóàëüíûå çàöåïëåíèÿ (è èõ èíâàðèàíòû) ìîãóò îáëàäàòüñâîéñòâàìè, êîòîðûå íå èìåþò ìåñòà â ñëó÷àå êëàññè÷åñêèõ çàöåïëåíèé.



3.1. �ðóïïîèäû è èõ îáîáùåíèÿ 93Íàïðèìåð, êàê â êëàññè÷åñêîì, òàê è â âèðòóàëüíîì ñëó÷àå ìîæíî îïðåäå-ëèòü âåðõíþþ è íèæíþþ ãðóïïû (â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå � �óíäàìåíòàëü-íûå ãðóïïû äîïîëíåíèÿ); íèæíÿÿ ãðóïïà äëÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ îïðåäåëÿ-åòñÿ êàê ãðóïïà çåðêàëüíîãî îáðàçà âèðòóàëüíîãî óçëà. Äëÿ êëàññè÷åñêèõóçëîâ ýòè ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ èçîìîð�íûìè ïî ãåîìåòðè÷åñêèì ïðè÷èíàì.Â âèðòóàëüíîì ñëó÷àå âåðõíåå è íèæíåå êîïðåäñòàâëåíèÿ ìîãóò çàäàâàòüíåèçîìîð�íûå êëàññè÷åñêèå ãðóïïû. Â ïðèâîäèìîì íèæå ïðèìåðå ïðèâî-äèòñÿ ãðóïïà áåç äîïîëíèòåëüíîé îáðàçóþùåé q. Ïåðâûé òàêîé ïðèìåð áûëïðèâåäåí â [GPV℄. Îí âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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�èñ. 3.12. Âèðòóàëüíûé óçåë ñ íåèçîìîð�íûìè âåðõíåé è íèæíåé ãðóïïàìè�àññìîòðèì âèðòóàëüíûé óçåë K, èçîáðàæåííûé íà ðèñ 3.12. Åãî ÷åòûðåäëèííûå äóãè a, b, c, d, óêàçàííûå íà ðèñ. 3.12, ìîæíî âûáðàòü â êà÷åñòâåîáðàçóþùèõ ãðóïïû óçëà. Çäåñü äëèííàÿ äóãà èäåò îò ïðîõîäà äî ñëåäóþ-ùåãî ïðîõîäà, ïî õîäó îáðàçóÿ ïåðåõîäû è âèðòóàëüíûå ïåðåêðåñòêè. Ìûïîëó÷èì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:
b = dad−1, a = bdb−1, d = bcb−1, c = dbd−1.Òàêèì îáðàçîì, îáðàçóþùèå a è c âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îáðàçóþùèå b è d.Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïîëó÷àåì êîïðåäñòàâëåíèå 〈b, d|bdb = dbd〉, êîòîðîå çà-äàåò ãðóïïó, èçîìîð�íóþ ãðóïïå òðèëèñòíèêà (ãðóïïå êîñ èç òðåõ íèòåé).Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ãðóïïà ñîîòâåòñòâóþùåãî çåðêàëüíîãî óçëà èçî-ìîð�íà ãðóïïå Z � ãðóïïå òðèâèàëüíîãî óçëà.Èç òåîðåìû Äåíà-Ïàïàêèðüÿêîïóëîñà [Ïàï℄ ñëåäóåò, ÷òî ñðåäè íåòðèâè-àëüíûõ êëàññè÷åñêèõ óçëîâ íåò óçëà, èìåþùåãî �óíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó



3.1. �ðóïïîèäû è èõ îáîáùåíèÿ 94äîïîëíåíèÿ, èçîìîð�íóþ Z, ïîýòîìó óçåë K íå ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì.Òåîðåìà 3.4. ([Man6℄) Ïàðà: (ãðóïïà G(L), ýëåìåíò q ∈ G(L)) ÿâëÿåòñÿèíâàðèàíòîì âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè äèàãðàì-ìû L è L′ çàäàþò ýêâèâàëåíòíûå âèðòóàëüíûå çàöåïëåíèÿ, òî ñóùå-ñòâóåò èçîìîð�èçì h : G(L) → G(L′), òàêîé ÷òî h(qL) = qL′.Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû 3.3 è ëåììû 3.1.Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ òðèâèàëüíîãî óçëà U ìû èìååì G(U) = 〈a, q|〉; ýòî �ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè.Èç ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé ñëåäóåò íåòðèâèàëüíîñòü âèðòóàëü-íîãî òðèëèñòíèêà: åãî âèðòóàëüíûé ãðóïïîèä íå ÿâëÿåòñÿ èçîìîð�íûìâèðòóàëüíîìó ãðóïïîèäó òðèâèàëüíîãî óçëà ïîñðåäñòâîì èçîìîð�èçìà, ñî-õðàíÿþùåãî ýëåìåíò q.Ñóùåñòâóåò è äðóãèå êîïðåäñòàâëåíèÿ âèðòóàëüíîãî ãðóïïîèäà â ãðóï-ïàõ. Íàïðèìåð, êîïðåäñòàâëåíèå
x ◦ y = ypxy−p, f(x) = qxq−1,ãäå p � �èêñèðîâàííîå öåëîå ÷èñëî, à q � �èêñèðîâàííûé ýëåìåíò ãðóï-ïû. Äîêàçàòåëüñòâî èíâàðèàíòíîñòè òàêîå æå, êàê â îáùåì ñëó÷àå, òîëüêîâìåñòî àáñòðàêòíûõ îïåðàöèé ◦, f íóæíî èñïîëüçîâàòü èõ ÿâíûå ãðóïïî-âûå ðåàëèçàöèè.Êðîìå òîãî, äëÿ ïîëó÷åíèÿ èíâàðèàíòîâ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ îäíèìèç ñëåäóþùèõ êîïðåäñòàâëåíèé:
x ◦ y = yx−1y, f(x) = qxq−1èëè
x ◦ y = yx−1y, f(x) = qx−1q.Çàìå÷àíèå 3.5. �àññìîòðèì ãðóïïó ñ îáðàçóþùèìè, ñîîòâåòñòâóþùè-ìè äóãàì êëàññè÷åñêîãî óçëà è ñîîòíîøåíèÿìè â ïåðåêðåñòêàõ, êîòîðûåïîëó÷àþòñÿ èç ñîîòíîøåíèé ãðóïïîèäà ïî ïðàâèëó x ◦ y → yx−1y. Êàêèçâåñòíî, ýòà ãðóïïà èçîìîð�íà �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå äâóëèñòíîãîíàêðûòèÿ, âåòâÿùåãîñÿ íàä óçëîì.



3.1. �ðóïïîèäû è èõ îáîáùåíèÿ 953.1.2. Èíâàðèàíò ðàñêðàñîêÈäåÿ ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòà ðàñêðàñîê (ýëåìåíòàìè íåêîòîðîãî âèðòó-àëüíîãî ãðóïïîèäà) î÷åíü ïðîñòà. Èíâàðèàíò ðàñêðàñîê ðàâåí êîëè÷åñòâóãîìîìîð�èçìîâ âèðòóàëüíîãî ãðóïïîèäà ðàññìàòðèâàåìîãî çàöåïëåíèÿ âíåêîòîðûé êîíå÷íûé âèðòóàëüíûé ãðóïïîèä. Áîëåå òî÷íî, èìååò ìåñòî ñëå-äóþùàÿ ëåììà.Ëåììà 3.2. Ïóñòü Γ′ � âèðòóàëüíûé ãðóïïîèä. Òîãäà ìíîæåñòâî ãî-ìîìîð�èçìîâ Γ(L) → Γ′ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì çàöåïëåíèÿ L. Â ÷àñò-íîñòè, åñëè ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ âèðòóàëüíîãî ãðóïïîèäà Γ′ êîíå÷íî,òî êîëè÷åñòâî ãîìîìîð�èçìîâ Γ(L) → Γ′ òàêæå êîíå÷íî, è ýòî êîëè÷å-ñòâî ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî îáîáùåííûõ äâèæåíèé �åé-äåìåéñòåðà.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî ïî ïîñòðîåíèþ. Äëÿ äîêà-çàòåëüñòâà âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ðàññìîòðèì âèðòóàëüíîå çàöåïëåíèå L èåãî ïðàâèëüíóþ äèàãðàììó L̄. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãîìîìîð�èçìà h : Γ(L) →
Γ′ íàì íóæíî îïðåäåëèòü ëèøü ýëåìåíòû h(ai) � îáðàçû ýëåìåíòîâ âèðòó-àëüíîãî ãðóïïîèäà Γ(L), ñîîòâåòñòâóþùåãî äóãàì äèàãðàììû L̄, ò.å. îáðà-çóþùèì. Òàê êàê êîëè÷åñòâî äóã ó äèàãðàììû êîíå÷íî, èñêîìîå êîëè÷åñòâîãîìîìîð�èçìîâ òàêæå êîíå÷íî.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êîíå÷íîãî âèðòóàëüíîãî ãðóïïîèäà Γ′ ìû èìååì öå-ëî÷èñëåííûé èíâàðèàíò çàöåïëåíèé, îïðåäåëÿåìûé êàê ÷èñëî ãîìîìîð�èç-ìîâ Γ(L) → Γ′. Ñìûñë ýòîãî èíâàðèàíòà î÷åíü ïðîñò: îí ïðåäñòàâëÿåò ñî-áîé ÷èñëî ðàñêðàñîê äóã äèàãðàììû L̄ ýëåìåíòàìè âèðòóàëüíîãî ãðóïïîèäà
Γ′; ðàñêðàñêà íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíè-ÿì âèðòóàëüíîãî ãðóïïîèäà â êëàññè÷åñêèõ è âèðòóàëüíûõ ïåðåêðåñòêàõ.Ïðèâåäåì ïðèìåð âèðòóàëüíîãî ãðóïïîèäà èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ. Îïðå-äåëèì îïåðàöèþ ◦ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó (íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè ai èñòîëáöà aj ñòîèò ýëåìåíò ai ◦ aj):
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◦ a1 a2 a3 a4

a1 a1 a3 a4 a2

a2 a4 a2 a1 a3

a3 a2 a4 a3 a1

a4 a3 a1 a2 a4

(3.4)
Âàæíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î òîì, ãäå áðàòü (êîíå÷íûå) âèðòóàëüíûå ãðóï-ïîèäû. Ïðèâåäåì îáîáùåíèÿ êîíñòðóêöèé äèñòðèáóòèâíûõ ãðóïïîèäîâ, ïðåä-ëîæåííûõ â [Ìàò℄, íà âèðòóàëüíûé ñëó÷àé. �àññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìå-ðû.Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, g ∈ G � �èêñèðîâàííûé ýëåìåíò â ýòîéãðóïïå, à n � �èêñèðîâàííîå öåëîå ÷èñëî. Òîãäà ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâãðóïïû G, ñíàáæåííîå îïåðàöèÿìè x ◦ y = ynxy−n, f(x) = gxg−1, ÿâëÿåòñÿâèðòóàëüíûì ãðóïïîèäîì.Èíà÷å ìîæíî ñòðîèòü âèðòóàëüíûå ãðóïïîèäû ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ(êîíå÷íîé) ãðóïïû G ñ �èêñèðîâàííûì ýëåìåíòîì g ∈ G ìû ïîëàãàåì

x ◦ y = yx−1y, f(x) = gxg−1.Ïóñòü äàíî êîììóòàòèâíîå êîëüöî R ñ åäèíèöåé, è ïóñòü t, s ∈ R �îáðàòèìûå ýëåìåíòû.Èç íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêè âûòåêàåòÒåîðåìà 3.5. [Man6℄ Êîëüöî R, ñíàáæåííîå îïåðàöèÿìè ◦, /, f, f−1, çà-äàííûìè ïî ïðàâèëó x◦y = tx+(1−t)y, f(x) = sx, ÿâëÿåòñÿ âèðòóàëüíûìãðóïïîèäîì.Ýòè ïðèìåðû äàþò äâå ñåðèè öåëî÷èñëåííûõ èíâàðèàíòîâ âèðòóàëüíûõçàöåïëåíèé.Ñïèñîê äèñòðèáóòèâíûõ ãðóïïîèäîâ ìàëîé ñëîæíîñòè ïðèâåäåí â ìîíî-ãðà�èè Ñêîòòà Êàðòåðà, Ñåéè÷è Êàìàäû èÌàñàõèêî Ñàéòî, [CKS2℄. Â ýòîéêíèãå òàêæå îïèñàíà òåîðèÿ ãîìîëîãèé ãðóïïîèäîâ (quandle homology), êî-òîðàÿ èìååò ïðèìåíåíèå â îáû÷íîé òåîðèè âèðòóàëüíûõ óçëîâ, à òàêæå ââûñøèõ ðàçìåðíîñòÿõ (íàïðèìåð, äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòîâ äâóìåðíûõóçëîâ â R4).



3.1. �ðóïïîèäû è èõ îáîáùåíèÿ 973.1.3. Âèðòóàëüíûé ìîäóëü Àëåêñàíäåðàè åãî îáîáùåíèÿÏîëèíîì Àëåêñàíäåðà ìîæíî îïðåäåëèòü ÷åðåç �óíäàìåíòàëüíóþ ãðóï-ïó äîïîëíåíèÿ ê óçëó èëè ÷åðåç ñâîáîäíîå äè��åðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèåÔîêñà, ñì., íàïð., [ÊÔ℄.Ìû áóäåì îïðåäåëÿòü ïîëèíîì Àëåêñàíäåðà ïîñðåäñòâîì ìîäóëÿ Àëåê-ñàíäåðà.Ìîäóëü Àëåêñàíäåðà (âèðòóàëüíîé èëè êëàññè÷åñêîé) äèàãðàììû ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé ìîäóëü íàä Z[t], ïîðîæäåííûé âñåìè äëèííûìè äóãàìè äèà-ãðàììû (êîòîðûå â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå ñîâïàäàþò ñ åå îáû÷íûìè äóãàìè)è ñîîòíîøåíèÿìè (3.1) â êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêàõ òàê, êàê ïîêàçàíî íàðèñ. 3.3, ãäå îïåðàöèÿ a ◦ b îçíà÷àåò ta + (1 − t)b.Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå êâàäðàòíîé ìàòðèöû,ñòðîêè êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò ïåðåêðåñòêàì äèàãðàììû, à ñòîëáöû � (äëèí-íûì) äóãàì äèàãðàììû.Ïóñòü äàíà îðèåíòèðîâàííàÿ äèàãðàììà çàöåïëåíèÿ L ñ n êëàññè÷åñêè-ìè ïåðåêðåñòêàìè. Ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùóþ åé ìàòðèöó Àëåêñàíäåðà
M(L) ñëåäóþùèì îáðàçîì. (Ìû âåðíåìñÿ ê òàêèì ìàòðèöàì â äàëüíåéøåì,êîãäà áóäåì ðàññìàòðèâàòü âèðòóàëüíûå óçëû).Ïåðåíóìåðóåì âñå êëàññè÷åñêèå ïåðåêðåñòêè äèàãðàììû íàòóðàëüíûìè÷èñëàìè îò åäèíèöû äî n. Â îáùåì ñëó÷àå èç êàæäîãî ïåðåêðåñòêà èñ-õîäèò ðîâíî îäíà äëèííàÿ äóãà (åñëè òîëüêî â äèàãðàììå íåò îòäåëüíûõöèêëè÷åñêèõ äóã). Íàïîìíèì, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ïðàâèëüíûåäèàãðàììû. Ñîïîñòàâèì êàæäîé äëèííîé äóãå íîìåð i òîãî ïåðåêðåñòêà,èç êîòîðîãî îíà âûõîäèò. Òåïåðü ìîæíî ïîñòðîèòü ìàòðèöó èíöèäåíòíî-ñòè, â êîòîðîé ïåðåêðåñòêè ñîîòâåòñòâóþò ñòðîêàì, à äóãè ñîîòâåòñòâóþòñòîëáöàì.Äîïóñòèì, ÷òî íèêàêîé ïåðåêðåñòîê íå èíöèäåíòåí îäíîé è òîé æå äëèí-íîé äóãå äâàæäû.Òîãäà êàæäîå ïåðåñå÷åíèå ïðèíàäëåæèò ðîâíî òðåì äëèí-íûì äóãàì: äóãà, îáðàçóþùàÿ ïåðåõîä (íîìåð j), èñõîäÿùàÿ äóãà (íîìåð
i), è âõîäÿùàÿ äóãà (íîìåð k), ñì. ðèñ. 3.13.Ïðè ýòîì i�ÿ ñòðîêà ìàòðèöû Àëåêñàíäåðà ñîñòîèò èç òðåõ íåíóëåâûõýëåìåíòîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà ìåñòàõ i, j, k. Åñëè i�ûé ïåðåêðåñòîê ïîëî-



3.1. �ðóïïîèäû è èõ îáîáùåíèÿ 98æèòåëåí (X), òî mii = 1, mik = −t, mij = t − 1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àåïîëàãàåì mii = t, mik = −1, mij = 1 − t.Î÷åâèäíî, ÷òî îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû ðàâåí íóëþ, ïîñêîëüêó ñóììàýëåìåíòîâ â êàæäîé ñòðîêå ðàâíà íóëþ.Òåì ñàìûì ìû ïîñòðîèëè êëàññè÷åñêóþ ìàòðèöó Àëåêñàíäåðà, ñîîòíî-øåíèÿ â êîòîðîé çàäàþò êëàññè÷åñêèé ìîäóëü Àëåêñàíäåðà; îáðàçóþùèå âïîñëåäíåì ñîîòâåòñòâóþò äëèííûì äóãàì èñõîäíîé âèðòóàëüíîé äèàãðàì-ìû.Åñòü äâà åñòåñòâåííûõ ñïîñîáà îáîáùåíèÿ êëàññè÷åñêîãî ìîäóëÿ Àëåê-ñàíäåðà íà âèðòóàëüíûé ñëó÷àé. Îäèí èç íèõ (àääèòèâíûé ñïîñîá) ñîñòîèòâ äîáàâëåíèè íîâîé îáðàçóþùåé ε â ñàì ìîäóëü, ïðè ýòîì îïåðàöèÿ f èìååòâèä x → x+ ε; âòîðîé � ìóëüòèïëèêàòèâíûé, ò.å. ìû äîáàâëÿåì íîâóþ ïå-ðåìåííóþ ê îñíîâíîìó êîëüöó (â ñëó÷àå çàöåïëåíèé èç ìíîãèõ êîìïîíåíò� íîâûå ïåðåìåííûå, â êîëè÷åñòâå, ðàâíîì ÷èñëó êîìïîíåíò), è îïåðàöèÿ fñîñòîèò â óìíîæåíèè íà îäíó èç ýòèõ ïåðåìåííûõ. Åñòåñòâåííî, ÷òî â ñëó-÷àå ìíîãèõ êîìïîíåíò ýòî ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ìîäè�èêàöèåé âèðòóàëüíîãîãðóïïîèäà.Àääèòèâíûé ïîäõîäÏðèâîäèìûå íèæå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [Ìà2, Ma13, Ìà1℄.Ïóñòü R � êîëüöî ïîëèíîìîâ Ëîðàíà îò ïåðåìåííîé t. Èíîãäà íàì áó-äåò óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî R ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì íàä Z, à èíîãäà � íàä Q.Ýòî áóäåò îãîâàðèâàòüñÿ îòäåëüíî. Áóäåì ñîïîñòàâëÿòü äèàãðàììàì âèð-òóàëüíûõ çàöåïëåíèé ìîäóëè íàä êîëüöîì R, ïðè ýòîì ñðåäè îáðàçóþùèõìîäóëÿ ïîìèìî ýëåìåíòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ äóãàì óçëà, áóäåò òàêæå �èê-ñèðîâàííûé ýëåìåíò ε. Ýòîò ýëåìåíò áóäåò èãðàòü ðîëü âûäåëåííîé äîïîë-íèòåëüíîé îáðàçóþùåé. Áîëåå òî÷íî, ðàññìîòðèì âèðòóàëüíóþ äèàãðàììó
L. Îáîçíà÷èì åå äóãè ÷åðåç a1, . . . , an. Ïîñòðîèì òåïåðü ìîäóëü íàä êîëü-öîì R, ïîðîæäåííûé îáðàçóþùèìè-äóãàìè a1, . . . , an è îáðàçóþùåé ε, ïî-ñòðîåííûé ïî ïðàâèëó âèðòóàëüíîãî ãðóïïîèäà, îïåðàöèè â êîòîðîì èìåþòâèä:
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{

x ◦ y = tx + (1 − t)y
f(x) = x + ε

(3.5)Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòè îïåðàöèè óäîâëåòâîðÿþò àêñèîìàì âèðòó-àëüíîãî ãðóïïîèäà.Ýòè îïåðàöèè çàäàþò ñîîòíîøåíèÿ â ìîäóëå M.Òàêèì îáðàçîì, êàæäîé âèðòóàëüíîé äèàãðàììå L ñîîòâåòñòâóåò ïàðà
(M, ε) � ìîäóëü è âûäåëåííûé ýëåìåíò â íåì.Èç ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé âûòåêàåòÒåîðåìà 3.6. Äëÿ äâóõ ýêâèâàëåíòíûõ âèðòóàëüíûõ äèàãðàìì L è L′ñóùåñòâóåò èçîìîð�èçì ìîäóëåé M(L) → M(L′), ïåðåâîäÿùèé ýëåìåíò
ε(L) â ε(L′).Ýòîò ìîäóëü ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü áîëåå ïðîñòûå (ïîëèíîìèàëüíûå) èí-âàðèàíòû çàöåïëåíèé. Íàïðèìåð, ìîæíî ðàññìîòðåòü èäåàë I(L) â êîëüöå
R, àííóëèðóþùèé ýëåìåíò ε èç ìîäóëÿ M(L). Èç òåîðåìû 3.6 ñëåäóåò, ÷òîèäåàë I(L) òàêæå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì çàöåïëåíèÿ.Âàæåí ñëó÷àé, êîãäà èäåàë I(L) ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì. �àññìîòðèì ñëó-÷àé åâêëèäîâà êîëüöà R = Q[t, t−1]. Â ýòîì ñëó÷àå ýòîò èäåàë ïîðîæäåííåêîòîðûì ïîëèíîìîì, êîòîðûé, áóäó÷è ðàññìîòðåí ñ òî÷íîñòüþ äî åäè-íèö êîëüöà R, ñàì ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì çàöåïëåíèÿ L. Îáîçíà÷èì ýòîòïîëèíîì ÷åðåç V A è áóäåì íàçûâàòü V A-ïîëèíîìîì.Èç ïîñòðîåíèÿ âûòåêàåò ñëåäóþùàÿÒåîðåìà 3.7. Ïîëèíîì V A ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì âèðòóàëüíûõ çàöåï-ëåíèé ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà λtk, k ∈ Z, λ ∈ QÏåðåéäåì ê ÿâíîìó îïèñàíèþ òîãî, êàê âû÷èñëÿòü ïîëèíîì V A.�àññìîòðèì (ïðàâèëüíóþ) îðèåíòèðîâàííóþ âèðòóàëüíóþ äèàãðàììó Kñ n êëàññè÷åñêèìè ïåðåêðåñòêàìè. Ïåðåíóìåðóåì åå êëàññè÷åñêèå ïåðå-êðåñòêè íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè îò 1 äî n, ïðè ýòîì êàæäîé äëèííîé äóãåñîïîñòàâèì íîìåð òîãî êëàññè÷åñêîãî ïåðåêðåñòêà, èç êîòîðîãî îíà âûõî-äèò.Êàæäàÿ äëèííàÿ äóãà l íà÷èíàåòñÿ ñ íåêîòîðîé äóãè s(l). Îáîçíà÷èìýëåìåíò ìîäóëÿ M, ñîîòâåòñòâóþùèé íà÷àëüíîé äóãå s(k) äëèííîé äóãè



3.1. �ðóïïîèäû è èõ îáîáùåíèÿ 100ñ íîìåðîì k, ÷åðåç ak. Òîãäà âñå îñòàëüíûå äóãè äëèííîé äóãè ñ íîìå-ðîì k ïðåäñòàâëåíû â ìîäóëå M ýëåìåíòàìè âèäà ak + pkiε, ãäå pki �íåêîòîðûå öåëûå ÷èñëà. Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíòû {a1, . . . , an, ε} ñîñòàâëÿ-þò íàáîð îáðàçóþùèõ ìîäóëÿ M(K). Äëÿ çàäàíèÿ M íàì îñòàëîñü ëèøüîïèñàòü ñîîòíîøåíèÿ â êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêàõ. Â êëàññè÷åñêîì ïåðå-êðåñòêå ñ íîìåðîì i ñõîäÿòñÿ òðè äëèííûå äóãè: äëèííàÿ äóãà ñ íîìåðîì iâûõîäèò èç íåãî, äëèííàÿ äóãà ñ íåêîòîðîì íîìåðîì j ïðîõîäèò ñêâîçü, àäëèííàÿ äóãà ñ íîìåðîì k âõîäèò â ýòîò ïåðåêðåñòîê, ñì. ðèñ. 3.13.
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�èñ. 3.13. Òðè äóãè, èíöèäåíòíûå ïåðåêðåñòêóÏðè ýòîì ïåðåêðåñòêó èíöèäåíòíû òðè äóãè, ÿâëÿþùèåñÿ ÷àñòÿìè äëèí-íûõ äóã ñ íîìåðàìè i, j, k. Ïî ïîñòðîåíèþ èì ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòû ãðóï-ïîèäà âèäà ai, aj + pjiε, ak + pkiε. Ñîîòíîøåíèå â ïåðåêðåñòêå èìååò âèä
−ai + t±1ak + (1 − t±1)aj = ((t±1 − 1)pji − t±1pki)ε, (3.6)ïðè ýòîì çíàê â ïîêàçàòåëå âûáèðàåòñÿ ðàâíûì +1 â ñëó÷àå ïîëîæèòåëü-íîãî ïåðåêðåñòêà (X), à çíàê −1 âûáèðàåòñÿ â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîãî ïå-ðåêðåñòêà (U).Çäåñü ìû óæå ïåðåíåñëè âñå ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå ε, â ïðàâóþ ÷àñòü.Âûïèøåì òàêèì îáðàçîì ñîîòíîøåíèÿ äëÿ âñåõ êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñò-êîâ. Ìû ïîëó÷èì êâàäðàòíóþ ìàòðèöó íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé

(M) · (a) = (b) · ε. (3.7)Ýòà ìàòðèöà M íîñèò íàçâàíèå ìàòðèöû Àëåêñàíäåðà âèðòóàëüíîé äèà-ãðàììû K, à (a) � ñòîëáåö, ñîñòîÿùèé èç a1, . . . , an.



3.1. �ðóïïîèäû è èõ îáîáùåíèÿ 101Ìàòðèöà Àëåêñàíäåðà îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñòðîê èñîîòâåòñòâóþùåé åé ïåðåñòàíîâêè ñòîëáöîâ.Ìàòðèöà Àëåêñàíäåðà âûðîæäåíà (ñì., íàïð, [ÊÔ℄): ñóììà ýëåìåíòîââ êàæäîé åå ñòðîêå ðàâíà íóëþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåêîòîðàÿ ëèíåéíàÿêîìáèíàöèÿ åå ñòðîê ðàâíà íóëþ. Èç óðàâíåíèÿ (3.7) ñëåäóåò, ÷òî, âçÿâñîîòâåòñòâóþùóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ýëåìåíòîâ bi è óìíîæèâ åå íà ε,ìû ïîëó÷èì íóëü. Èç òàêèõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé è ñîñòîèò èäåàë I. Âñëó÷àå, åñëè èäåàë I òðèâèàëåí, ìû ïîëàãàåì ïîëèíîì V A ðàâíûì íóëþ.Òåîðåìà 3.8. Äëÿ êëàññè÷åñêîãî çàöåïëåíèÿ L âèðòóàëüíûé ìîäóëü Àëåê-ñàíäåðà ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó äâóõ ñëàãàåìûõ, îäíèì èç êîòîðûõÿâëÿåòñÿ ìîäóëü, ïîðîæäåííûé ýëåìåíòîì ε. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìå-ñòî V A(L) = 0.Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì äèàãðàììó çàöåïëåíèÿ L, íå èìåþùóþ âèð-òóàëüíûõ ïåðåêðåñòêîâ, è âûïèøåì äëÿ íåå ñîîòíîøåíèÿ ìîäóëÿ Àëåêñàí-äåðà. Â íèõ íå áóäåò ó÷àñòâîâàòü ε. Èç ýòîãî ñëåäóþò îáà óòâåðæäåíèÿòåîðåìû.Ïðèìåð 3.1. �àññìîòðèì âèðòóàëüíûé òðèëèñòíèê è âû÷èñëèì åãîâèðòóàëüíûé ãðóïïîèä. Íà ðèñ. 3.14 ñïðàâà, ìû èìååì äâà êëàññè÷åñêèõïåðåêðåñòêà: I è II. Îíè çàäàþò ñèñòåìó èç äâóõ ñîîòíîøåíèé:
�èñ. 3.14. �àçìå÷åííûé âèðòóàëüíûé òðèëèñòíèê

I : (a + ε)t + b(1 − t) = b + ε

II : bt + (b + ε)(1 − t) = a,



3.1. �ðóïïîèäû è èõ îáîáùåíèÿ 102èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî:
at − bt = (1 − t)ε
b − a = (t − 1)ε.Óìíîæàÿ âòîðîå óðàâíåíèå íà t è ïðèáàâëÿÿ åãî ê ïåðâîìó, ìû ïîëó-÷àåì: 0 = ε(1 − t)2. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äðóãèõ ñîîòíîøåíèé âèäà

αε = 0 â ìîäóëå íåò. Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì V A(K) = (1 − t)2.�àññìîòðèì äâå ñâÿçíûå ñóììû âèðòóàëüíîãî òðèëèñòíèêà ñ ñàìèì ñî-áîé èç ãëàâû 2, èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 2.2 è 2.3. ßâíîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâà-åò, ÷òî èõ V A-ïîëèíîìû ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî (t−1)2(t+1) è (t−1)2(t2+1),ïîäðîáíåå ñì. [Man6℄.Èìååò ìåñòîÒåîðåìà 3.9 ([Ìà2℄). Äëÿ ëþáîãî âèðòóàëüíîãî óçëà (íå çàöåïëåíèÿ) Kïîëèíîì V A(K) äåëèòñÿ íà (t − 1)2.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K̄ � äèàãðàììà âèðòóàëüíîãî óçëà. Â ñëó÷àå, åñ-ëè âñå åå ïåðåêðåñòêè âèðòóàëüíûå, K̄ ÿâëÿåòñÿ äèàãðàììîé òðèâèàëüíîãîóçëà è èìååò V A�ïîëèíîì, ðàâíûé íóëþ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðàññìîò-ðèì êëàññè÷åñêèé ïåðåêðåñòîê V1 äèàãðàììû K̄. Ïóñòü X � äëèííàÿ äóãà,èñõîäÿùàÿ èç ïåðåêðåñòêà V1, è ïóñòü x �ïåðâàÿ äóãà äëèííîé äóãè X, èí-öèäåíòíàÿ ïåðåêðåñòêó V1 (ïî õîäó îðèåíòàöèè óçëà). Îáîçíà÷èì ýòó äóãó÷åðåç a1. Ïî ïîñòðîåíèþ, âñåì äóãàì, ïðèíàäëåæàùèì äëèííîé äóãå X,ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòû a1 +kε, k ∈ N. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäíÿÿ äóãàäëèííîé äóãè X (âäîëü îðèåíòàöèè óçëà) ïîìå÷åíà êàê a1+k1ε. Îáîçíà÷èìêîíå÷íûé ïåðåêðåñòîê ýòîé äóãè ÷åðåç V2. �àññìîòðèì òåïåðü ïåðâóþ äóãó,âûõîäÿùóþ èç V2 è ïðèïèøåì åé a2 + k1ε (ò.å. ìû ìîæåì ââåñòè �ïî ïðà-âèëó� îáðàçóþùóþ a′2, à çàòåì ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííîé a′2 = a2 + k1ε).Äàëåå ìû óñòàíîâèì ìåòêè âèäà a2 + kε äëÿ âñåõ äóã, ïðèíàäëåæàùèõ òîéæå äëèííîé äóãå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäíÿÿ èç íèõ èìååò ìåòêó a2+k2εè îêàí÷èâàåòñÿ â ïåðåêðåñòêå V3. Äàëåå, ñîïîñòàâèì ìåòêó a3 + k2 ïåðâîéäóãå, âûõîäÿùåé èç V3, è ò.ä, ñì. ðèñ. 3.15.Â äàëüíåéøåì ïîä �ìåòêîé� ìû áóäåì ïîíèìàòü êîý��èöèåíò ïðè ε.
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�èñ. 3.15.Â êîíöå ìû ïðèäåì ê ïåðåêðåñòêó V1. Ïîêàæåì, ÷òî ïðîöåññ ñîéäåòñÿ,ò.å. ìåòêà, êîòîðóþ íàì ñëåäóåò ïðèïèñàòü äóãå, ïåðâîé âûõîäÿùåé èç V1,äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ.Äåéñòâèòåëüíî, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ε�ñòîëáåö èç ìåòîê ïðè ïðîõîæäå-íèè îò ïåðåêðåñòêà V1 ê íåìó æå âäîëü îðèåíòàöèè óçëà. Â ñàìîì íà÷àëåìû èìåëè ìåòêó 0 ïî îïðåäåëåíèþ. Çàòåì, ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåç êàæäûéñëåäóþùèé âèðòóàëüíûé ïåðåêðåñòîê, îíà óâåëè÷èâàåòñÿ (óìåíüøàåòñÿ) íàåäèíèöó. Íî òàê êàê êàæäûé âèðòóàëüíûé ïåðåêðåñòîê ïðîõîäèòñÿ íàìèäâà ðàçà, òî êàæäîå âõîæäåíèå +ε êîìïåíñèðóåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì −ε èíàîáîðîò. Òàêèì îáðàçîì, ïðèäÿ â êîíöå â V1, ìû ïîëó÷èì ìåòêó 0 · ε.Çàìåòèì, ÷òî ïðîöåññ ñîéäåòñÿ, åñëè ìû áóäåì äåëàòü òî æå ñàìîå, ñòàð-òóÿ ñ ëþáîé äóãè ñ ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé ìåòêîé.Â ýòîì ñëó÷àå êàæäîå ñîîòíîøåíèå â âèðòóàëüíîì ìîäóëå Àëåêñàíäåðàèìååò ïðàâóþ ÷àñòü, äåëÿùóþñÿ íà ε(t − 1), òàê êàê ñîîòíîøåíèå
(ai + pε)t + (aj + qε)(1 − t) = (ak + pε)ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèþ
ait + aj(1 − t) − ak = (t − 1)(q − p)ε. (3.8)



3.1. �ðóïïîèäû è èõ îáîáùåíèÿ 104Ýòèì ìû äîêàçàëè, ÷òî V A(K) äåëèòñÿ íà (t − 1).Îáîçíà÷èì ýëåìåíòû q è p â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.8), ñîîòâåòñòâó-þùåãî i�ìó ïåðåêðåñòêó, ÷åðåç qi è pi ñîîòâåòñòâåííî.Áóäåì èñêàòü ñîîòíîøåíèÿ íà ñòðîêè âèðòóàëüíîé ìàòðèöû Àëåêñàíäå-ðà. Êàæäîå ñîîòíîøåíèå äîëæíî èìåòü ìåñòî ïðè ëþáîì t, ñëåäîâàòåëüíî,è ïðè t = 1.Îáîçíà÷èì ñòðîêè ìàòðèöû M ÷åðåç Mi. Åñëè äëÿ ìàòðèöû M èìååòìåñòî ∑n
i=1 ciMi = 0, òî ∑n

i=1 ci|t=1Mi|t=1 = 0.Ìàòðèöà M(K̄)|t=1 âûãëÿäèò î÷åíü ïðîñòî. Êàæäàÿ åå ñòðîêà (òàêæå,êàê è êàæäûé ñòîëáåö) ñîäåðæèò îäíó åäèíèöó, îäíó ìèíóñ åäèíèöó èîñòàëüíûå íóëè. Ñîîòíîøåíèå íà ñòðîêè ìàòðèöû î÷åâèäíî: ñóììà èõ âñåõðàâíà íóëþ, à äðóãèõ ñîîòíîøåíèé íåò. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáûõ i, j =
1 . . . , n ìû èìååì ci|t=1 = cj|t=1.Êàæäîå òàêîå ñîîòíîøåíèå èìååò âèä

(

n
∑

i=1

ci(qi − pi)

)

(t − 1)ε = 0 (3.9)�àññìàòðèâàÿ âîïðîñ î äåëèìîñòè ëåâîé ÷àñòè íà (t − 1)2, ìû ìîæåìâûíåñòè (t − 1) çà ñêîáêó, à â îñòàâøåéñÿ ñóììå çàìåíèòü âñå ci íà ci|t=1.Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ∑n
i=1(qi− pi) = 0 äëÿ çàäàííîé äèàãðàììû K̄.Áóäåì äîêàçûâàòü ýòîò �àêò èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó n êëàññè÷åñêèõïåðåêðåñòêîâ.Â ñëó÷àå n = 0 äîêàçûâàòü íå÷åãî.Ïóñòü òåïåðü K̄ � äèàãðàììà ñ n êëàññè÷åñêèìè ïåðåêðåñòêàìè, à K̄ ′� äèàãðàììà, ïîëó÷åííàÿ èç K̄ çàìåíîé îäíîãî êëàññè÷åñêîãî ïåðåêðåñòêàíà âèðòóàëüíûé.Ìû ðàññìîòðèì ëèøü ñëó÷àé, êîãäà çàìåíåííûé ïåðåêðåñòîê X ÿâëÿåò-ñÿ ïîëîæèòåëüíûì (�îòðèöàòåëüíûé� ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëíîñòüþàíàëîãè÷íî), ñì. ðèñ. 3.16.Îáîçíà÷èì íèæíþþ ëåâóþ äóãó íà îáåèõ äèàãðàììàõ ÷åðåç a, à âñåîñòàëüíûå � ÷åðåç b, c è d (äëÿ äèàãðàììû K̄ ìû èìååì a = d), ñì. ðèñ.3.16. Ïðèïèøåì ìåòêó íóëü äóãå a íà îáåèõ äèàãðàììàõ. Ïîäñ÷èòàåì ñóì-ìó ∑

(qi − pi) äëÿ îáåèõ äèàãðàìì K̄ ′ è K̄. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè,
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�èñ. 3.16. Ìåòêè íà äèàãðàììàõ K̄ è K̄ ′äëÿ K̄ ′ ýòà ñóììà ðàâíà íóëþ.Îáîçíà÷èì ìåòêó íà äóãå b íà ïåðâîé äèàãðàììå ÷åðåç lb1, à ñîîòâåòñòâó-þùóþ ìåòêó íà âòîðîé äèàãðàììå � ÷åðåç lb2.Äëÿ ïåðåêðåñòêà X äèàãðàììû K̄ ìû èìååì q = lb1, p = 0. Òàêèì îáðà-çîì, åãî âêëàä â îáùóþ ñóììó ðàâåí lb1.Îñòàëüíûå ïåðåêðåñòêè äèàãðàììû K̄ íàõîäÿòñÿ â åñòåñòâåííîì îäíî-çíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ïåðåêðåñòêàìè äèàãðàììû K̄ ′. Ïîñ÷èòàåì ñóììóâñåõ ñëàãàåìûõ âèäà pi − qi äëÿ ýòèõ äâóõ äèàãðàìì. �àçíîñòü ýòèõ äâóõñóìì ñêëàäûâàåòñÿ èç êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêîâ äèàãðàìì K̄ è K̄ ′. Èõìåòêè îòëè÷àþòñÿ òîëüêî íà ÷àñòè äèàãðàììû, ðàñïîëîæåííîé ìåæäó dè b (âäîëü îðèåíòàöèè óçëà). Äâèãàÿñü îò d ê b, ìû âñòðå÷àåì êëàññè÷å-ñêèå è âèðòóàëüíûå ïåðåêðåñòêè. Îáùåå àëãåáðàè÷åñêîå (ñ ó÷åòîì çíàêîâ;çíàê ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç ïåðåêðåñòîê � êëàññè÷åñêèé èëè âèðòóàëüíûé �çàâèñèò îò òîãî, ïåðåõîäèì ìû ñ ïðàâîé ñòîðîíû íà ëåâóþ èëè ñ ëåâîé íàïðàâóþ ïî îòíîøåíèþ ê îðèåíòàöèè ïåðåñåêàåìîé âåòâè) ÷èñëî ýòèõ ïåðå-êðåñòêîâ, î÷åâèäíî, ðàâíî íóëþ. Ïðè ýòîì àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî âèðòóàëü-íûõ ïåðåêðåñòêîâ ðàâíî (−q). Çíà÷èò, àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî êëàññè÷åñêèõïåðåêðåñòêîâ ðàâíî q. Êàæäûé èç íèõ äàåò âêëàä −1 â ðàçíîñòü ìåæäó
K̄ è K̄ ′. Ïîýòîìó ìû èìååì q − q = 0, ÷òî çàâåðøàåò øàã èíäóêöèè è,ñëåäîâàòåëüíî, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.Ìóëüòèïëèêàòèâíûé ïîäõîäÎïèñûâàåìûå íèæå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ñòàòüå [Ma13℄ è â êíèãå[Ìà1℄.Ïóñòü R � êîëüöî ïîëèíîìîâ Ëîðàíà îò êîììóòèðóþùèõ ïåðåìåííûõ
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t, s (ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýòî êîëüöî íàä R èëè íàä Q â çàâèñèìîñòè îòîáñòîÿòåëüñòâ). Ïóñòü L � âèðòóàëüíàÿ äèàãðàììà. Ñîïîñòàâèì ýòîé äèà-ãðàììå ìîäóëü M íàä êîëüöîì R ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü a1, . . . , an �äóãè äèàãðàììû L (ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òå æå áóêâû a1, . . . , an, äëÿîáîçíà÷åíèÿ îáðàçóþùèõ ìîäóëÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ äóãàì). �àññìîòðèìòåïåðü âèðòóàëüíûé ãðóïïîèä íàä êîëüöîì R, ïîðîæäåííûé a1, . . . , an èñîîòíîøåíèÿìè (3.1,3.2,3.3) â êëàññè÷åñêèõ è âèðòóàëüíûõ ïåðåêðåñòêàõñîãëàñíî ñëåäóþùèì �îðìóëàì:

{

a ◦ b = ta + (1 − t)b
f(a) = sa.

(3.10)Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííûé ìîäóëü ÷åðåç M(L).Òåîðåìà 3.10. Ïîëó÷åííûé ìîäóëü M(L) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì âèð-òóàëüíûõ çàöåïëåíèé.Ýòà òåîðåìà ñëåäóåò èç áîëåå ñèëüíîé òåîðåìû 3.11, äîêàçàòåëüñòâî êî-òîðîé ìû ïðèâåäåì ïîçäíåå.Â ñëó÷àå âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ 
 k ïåðåíóìåðîâàííûìè êîìïîíåí-òàìè (êðàøåíîãî âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ) àíàëîãè÷íî ñòðîèòñÿ ìîäóëüíàä êîëüöîì R[t±1
1 , . . . , t±1

k , s±1
1 , . . . , s±1

k ]. Îïèøåì ýòó êîíñòðóêöèþ áîëååïîäðîáíî. Ïóñòü äàíà âèðòóàëüíàÿ äèàãðàììà L çàöåïëåíèÿ ñ n äóãàìè,êîìïîíåíòû êîòîðîãî çàíóìåðîâàíû íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè îò åäèíèöû äî
k. Ñîïîñòàâèì âñåì äóãàì äèàãðàììû ýëåìåíòû a1, . . . an. Ìîäè�èöèðóåìòåïåðü ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó äóãàìè, ñîñåäñòâóþùèìè â êëàññè÷åñêèõ/âèð-òóàëüíûõ ïåðåêðåñòêàõ, çàìåíÿÿ â ñîîòíîøåíèÿõ (3.10) êàæäîå âõîæäå-íèå îáðàçóþùåé t íà íåêîòîðóþ èç îáðàçóþùèõ ti, à îáðàçóþùóþ s � íàíåêîòîðóþ èç si. Áîëåå òî÷íî, áóäåì äåéñòâîâàòü ïî ñëåäóþùåìó ïðàâè-ëó: äâóì äóãàì ak, al, ðàçäåëÿåìûì â âèðòóàëüíîì ïåðåêðåñòêå äëèííîéäóãîé A, îòíîñÿùåéñÿ ê êîìïîíåíòå i, ìû ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñîîòíîøå-íèå ak = sial â ñëó÷àå, åñëè äóãà ak ðàñïîëîæåíà ñïðàâà ïî îòíîøåíèþ êîðèåíòàöèè äëèííîé äóãè A è ak = s−1

i al, åñëè äóãà ak ðàñïîëîæåíà ñëåâà.Â êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêàõ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèÿ (3.1) ââèäå a ◦ b = tja + (1 − ti)b, ãäå i � íîìåð êîìïîíåíòû, ñîîòâåòñòâóþùåé



3.1. �ðóïïîèäû è èõ îáîáùåíèÿ 107äóãå ïåðåõîäà, ê êîòîðîé îòíîñèòñÿ ñîîòíîøåíèå, j � íîìåð êîìïîíåíòû,ñîîòâåòñòâóþùåé äâóì äóãàì ïðîõîäà.Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ìîäóëü Mk(L).Òåîðåìà 3.11. Ìîäóëü Mk(L) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì êðàøåíûõ âèðòó-àëüíûõ çàöåïëåíèé.Â ñëó÷àå çàöåïëåíèé, êîìïîíåíòû êîòîðûõ íå óïîðÿäî÷åíû, ìû ìîæåìðàññìîòðåòü íàáîð ìîäóëåé Mk(L) ïðè âñåõ âîçìîæíûõ óïîðÿäî÷åíèÿõêîìïîíåíò. Ýòîò íàáîð ìîäóëåé, î÷åâèäíî, áóäåò èíâàðèàíòîì.Î÷åâèäíî, ÷òî èç òåîðåìû 3.11 ñëåäóåò òåîðåìà 3.10. Òàê êàê â òåîðåìå3.11 ïðèñóòñòâóåò íåñêîëüêî èíàÿ, íåæåëè âèðòóàëüíûå ãðóïïîèäû, ñòðóê-òóðà, à èìåííî, ñòðóêòóðà, íà êîòîðîé çàäàíî ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ çàâè-ñÿùèõ îò êîìïîíåíòû çàöåïëåíèÿ îïåðàöèé, èíâàðèàíòíîñòü ñîîòâåòñòâó-þùåãî ìîäóëÿ Mk òðåáóåò îòäåëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.11. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ òåì æå ñïîñî-áîì, ÷òî è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.3. Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå ñîñòîèò âòîì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå â äâèæåíèÿõ �åéäåìåéñòåðà ìîãóò ó÷àñòâîâàòüðàçíûå êîìïîíåíòû çàöåïëåíèé, ÷òî âûðàæàåòñÿ â íàëè÷èè ðàçëè÷íûõ ïå-ðåìåííûõ si, ti. Åñëè ïîëîæèòü âñå si ðàâíûìè îäíîé ïåðåìåííîé s, à âñåïåðåìåííûå ti ðàâíûìè îäíîé è òîé æå ïåðåìåííîé t, òî äîêàçûâàåìàÿòåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî òåîðåìå 3.3.Òàêèì îáðàçîì, âñÿ ñóòü äîêàçàòåëüñòâà ñâîäèòñÿ ê òåì ñëó÷àÿì, êî-ãäà â òîì èëè èíîì äâèæåíèè �åéäåìåéñòåðà ïðèíèìàþò ó÷àñòèå ðàçíûåêîìïîíåíòû çàöåïëåíèÿ. Ìû èìååì êëàññè÷åñêèå, âèðòóàëüíûå è ïîëóâèð-òóàëüíîå äâèæåíèÿ.�àññìîòðèì ñàìûé ñëîæíûé ñëó÷àé � òðåòüå êëàññè÷åñêîå äâèæåíèå�åéäåìåéñòåðà è ïðîâåäåì ïîäðîáíî äîêàçàòåëüñòâî.Ýòî äîêàçàòåëüñòâî ïîâòîðÿåò èçâåñòíîå â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå äîêàçà-òåëüñòâî èíâàðèàíòîñòè àíàëîãè÷íîãî ìîäóëÿ äëÿ êëàññè÷åñêèõ çàöåïëå-íèé (áåç ó÷àñòèÿ îáðàçóþùèõ si).Â íàøåì ñëó÷àå ìû èìååì ìåòêè � ìîíîìû îò ïåðåìåííûõ si íà âñåõêîìïîíåíòàõ; áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âñåîíè ðàâíû åäèíèöå.



3.1. �ðóïïîèäû è èõ îáîáùåíèÿ 108�àññìîòðèì äâå äèàãðàììû, èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 3.17.Íîìåðà ïåðåêðåñòêîâ íà ýòîì ðèñóíêå ïîìå÷åíû ðèìñêèìè öè�ðàìè,íîìåðà äóã � àðàáñêèìè öè�ðàìè, íîìåðà êîìïîíåíò � îáâåäåíû â êðó-æî÷åê, à ìîíîìû, ñîîòâåòñòâóþùèå âõîäÿùèì äóãàì, îáîçíà÷åíû áóêâàìè
P, Q, R, ñì. ðèñ. 3.17.

�èñ. 3.17. �àçìåòêà äóã äëÿ Ω3�àññìîòðèì ìàòðèöû ñîîòíîøåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèå äèàãðàììå äî ïðè-ìåíåíèÿ äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà è äèàãðàììå ïîñëå ïðèìåíåíèÿ äâèæå-íèÿ. Ïåðâîé äèàãðàììå ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà


















1 0 0 0 (tk − 1)Q −tjR 0 . . . 0
0 1 0 (tj − 1)P −tiQ 0 0 . . . 0
−ti 0 1 (tk − 1)P 0 0 0 . . . 0
0... W

0



















. (3.11)
Ìàòðèöà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âòîðîé äèàãðàììå, âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îá-ðàçîì:
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

















1 0 0 (tk − 1)P 0 −tiR 0 . . . 0
0 1 0 (tj − 1)P −tiQ 0 0 . . . 0

−tj (tk − 1) 1 0 0 0 0 . . . 0
0... W
0



















. (3.12)
Áóêâîé W îáîçíà÷àåòñÿ ÷àñòü ìàòðèöû èç n− 1 ñòîëáöîâ è n− 3 ñòðîê.Ìû áóäåì ïðîèçâîäèòü ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íàä ìàòðèöàìè;î÷åâèäíî, ÷òî ýòî íå áóäåò ìåíÿòü ñàìîãî ìîäóëÿ.Âòîðûå ñòðîêè ýòèõ ìàòðèö ñîâïàäàþò. �àññìîòðèì èõ òðåòüè ñòðîêè.Â ïåðâîé ìàòðèöå ïðèáàâèì ïåðâóþ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà ti, ê òðåòüåéñòðîêå. Âî âòîðîé ìàòðèöå ïðèáàâèì ïåðâóþ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà tj, àòàêæå âòîðóþ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà (1− tk), ê òðåòüåé ñòðîêå. Ìû ïîëó-÷èì äâå ìàòðèöû, ó êîòîðûõ ñîâïàäàþò òðåòüè ñòðîêè. Èõ îáùàÿ òðåòüÿñòðîêà èìååò âèä

(0, 0, 1, (tk − 1)P, ti(tk − 1)Q,−titjR, 0, . . . , 0).Ïåðâûå ñòîëáöû íîâûõ äâóõ ìàòðèö ñîâïàäàþò è èìåþò ðîâíî îäèí íåíó-ëåâîé ýëåìåíò, à èìåííî, åäèíèöó íà ïåðâîì ìåñòå. Òàêèì îáðàçîì, ïî-ñðåäñòâîì ïðèáàâëåíèÿ ýòîãî ñòîëáöà ìîæíî ñäåëàòü ïåðâûå ñòðîêè äâóõìàòðèö ðàâíûìè. Ïî ýòîé ïðè÷èíå èñõîäíûå ìîäóëè èçîìîð�íû.�àññìîòðèì ñëåäóþùåå îïèñàíèå ìîäóëÿ Mk(L). Ïóñòü ó äèàãðàììû Lêîëè÷åñòâî êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêîâ ðàâíî m. Òîãäà êîëè÷åñòâî äëèí-íûõ äóã ýòîé äèàãðàììû òàêæå ðàâíî m. Êàæäàÿ äëèííàÿ äóãà ðàçáè-âàåòñÿ íà íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî äóã. Ìåòêè, ñîïîñòàâëåííûå ýòèì äóãàì,ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà óìíîæåíèåì íà íåêîòîðûå ìîíîìû îò ïåðåìåí-íûõ si. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ñäåëàòü ñëåäóþùåå: ñíà÷àëà ó÷åñòü âñåñîîòíîøåíèÿ â âèðòóàëüíûõ ïåðåêðåñòêàõ, òåì ñàìûì îñòàâèâ âìåñòî âñåõîáðàçóþùèõ ïî îäíîé îáðàçóþùåé�äóãå íà êàæäóþ äëèííóþ äóãó. Çàòåììû âûïèøåì ñîîòíîøåíèÿ â êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêàõ, â êîòîðûõ áóäóòó÷àñòâîâàòü ëèøü îñòàâøèåñÿ m îáðàçóþùèõ, ñîîòâåñòâóþùèå äëèííûì



3.1. �ðóïïîèäû è èõ îáîáùåíèÿ 110äóãàì. Â èòîãå ìû ïîëó÷èì m îáðàçóþùèõ è m ñîîòíîøåíèé, êîòîðûåìîæíî çàïèñàòü â ìàòðèöó. Îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû (ñ òî÷íîñòüþ äîîáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà R) áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé èíâàðèàíò óç-ëîâ. Äåëî â òîì, ÷òî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà íå ìåíÿþò ìîäóëÿ Mk(L).Ýòî âûðàæàåòñÿ â òîì, ÷òî êàæäîå äâèæåíèå �åéäåìåéñòåðà ïðèâîäèò ìàò-ðèöó ê ìàòðèöå, ïîëó÷àþùåéñÿ èç èñõîäíîé ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâà-íèÿìè, íå ìåíÿþùèìè îïðåäåëèòåëÿ èëè óìíîæàþùèìè åãî íà íåêîòîðûéîáðàòèìûé ýëåìåíò èç êîëüöà R.Ïðè ýòîì ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî ïðè ïðàâèëüíîé íîðìèðîâêå ìû ïî-ëó÷èì èíâàðèàíò çàöåïëåíèé ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà ñòåïåíè ïåðå-ìåííûõ ti, íî íå si.Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ ýòîé êîíñòðóêöèè áîëåå ïîäðîáíî.Ïóñòü L � (ïðàâèëüíàÿ) äèàãðàììà îðèåíòèðîâàííîãî çàöåïëåíèÿ èç
k êîìïîíåíò ñ m êëàññè÷åñêèìè ïåðåêðåñòêàìè X1, . . . , Xm. Ñîïîñòàâèìåå êîìïîíåíòàì �ïåðåìåííûå�íîìåðà� i1, . . . , ik. Ñîîòâåòñòâåííî ìû áóäåìèñïîëüçîâàòü ïåðåìåííûå si1, . . . , sik , êîòîðûå ïîñëå ïîäñòàíîâêè èíäåêñîâäàþò ïåðåìåííûå s1, . . . , sk â íåêîòîðîì ïîðÿäêå. Â äàëüíåéøåì ìû áó-äåì ïîäñòàâëÿòü â êà÷åñòâå (i1, . . . , im) âñåâîçìîæíûå ïåðåñòàíîâêè èç kýëåìåíòîâ, ÷òî ïîçâîëèò íàì èìåòü íàáîð ìîäóëåé (è íàáîð ñîîòâåòñòâóþ-ùèõ ïîëèíîìîâ) â êà÷åñòâå èíâàðèàíòà çàöåïëåíèÿ L. Ïåðåíóìåðóåì äóãèäèàãðàììû L. Ïåðåíóìåðóåì åå ïåðåêðåñòêè ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ÷èñ-ëàìè îò 1 äî m. Ñîïîñòàâèì òåïåðü êàæäîìó êëàññè÷åñêîìó ïåðåêðåñòêóäëèííóþ äóãó, êîòîðàÿ èç íåãî èñõîäèò.Áóäåì ñîïîñòàâëÿòü äóãàì äèàãðàììû L ìåòêè (ìîíîìû îò ïåðåìåííûõ
s±1
i1

, . . . , s±1
ik
) ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. Âûáåðåì íåêîòîðóþ äëèííóþ äóãó

ai è �èêñèðóåì åå íà÷àëüíóþ äóãó, ò.å. äóãó, èñõîäÿùóþ èç ïåðåêðåñòêà
Xi. Ñîïîñòàâèì ýòîé íà÷àëüíîé äóãå åäèíèöó. Äàëåå áóäåì ñîïîñòàâëÿòüïîñëåäóþùèì äóãàì äàííîé äëèííîé äóãè ìîíîìû, îïðåäåëÿåìûå ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì. Ìåòêè äâóõ ïîäðÿä èäóùèõ äóã äëèííîé äóãè, ðàçäåëÿåìûåâ âèðòóàëüíîì ïåðåêðåñòêå il-é êîìïîíåíòîé çàöåïëåíèÿ Kil, îòëè÷àþòñÿäðóã îò äðóãà óìíîæåíèåì íà s±1

il
, áîëåå òî÷íî, ìåòêà, ëåæàùàÿ ñïðàâà îòêîìïîíåíòû Kil, ðàâíà ìåòêå, ëåæàùåé ñëåâà îò íåå, óìíîæåííîé íà sil, ñì.ðèñ. 3.18.



3.1. �ðóïïîèäû è èõ îáîáùåíèÿ 111
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�èñ. 3.18. �àçìåòêà äóã âèðòóàëüíîé äèàãðàììûÒåì ñàìûì ìû ñîïîñòàâèëè ìåòêè � ìîíîìû îò s±1
i1

, . . . , s±1
ik

� âñåì äóãàìäèàãðàììû L.Êàæäîìó êëàññè÷åñêîìó ïåðåêðåñòêó ñ íîìåðîì l èíöèäåíòíû ðîâíî òðèäóãè. Îäíà èç íèõ ïðèíàäëåæèò äëèííîé äóãå ñ íîìåðîì l è èìååò ìåò-êó, ðàâíóþ åäèíèöå ïî ïîñòðîåíèþ, äðóãàÿ ïðèíàäëåæèò äëèííîé äóãå ñíîìåðîì j, èìåþùåé ìåòêó Γ(l), ïðîõîäÿùåé ñêâîçü ïåðåêðåñòîê è ëåæà-ùåé íà aij -é êîìïîíåíòå çàöåïëåíèÿ, òðåòüÿ äóãà ïðèíàäëåæèò äëèííîéäóãå k, âõîäÿùåé â ïåðåêðåñòîê è ëåæàùåé íà ail-é êîìïîíåíòå çàöåïëå-íèÿ; ìåòêà äóãè ðàâíà P (l). Îòìåòèì, ÷òî äóãè k, l ïðèíàäëåæàò îäíîéêîìïîíåíòå; îáîçíà÷èì åå ÷åðåç ail. Âîîáùå ãîâîðÿ, íåêîòîðûå èç ÷èñåë
i, j, k ìîãóò ñîâïàäàòü. Âûïèøåì òåïåðü îáîáùåííóþ ìàòðèöó Àëåêñàíäå-ðà M(L), ñîîòâåòñòâóþùóþ äèàãðàììå L, ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â êàæäîéñòðîêå l íåíóëåâûìè áóäóò íå áîëåå òðåõ ýëåìåíòîâ; à èìåííî, âñå ýëåìåíòûâ ýòîé ñòðîêå, êðîìå ýëåìåíòîâ ñ íîìåðàìè l, j, k, ðàâíû íóëþ. Ýòà ñòðîêàÿâëÿåòñÿ ñóììîé òðåõ ñòðîê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò ðîâíî ïî îäíîìóíåíóëåâîìó ýëåìåíòó. Îäíà èç íèõ èìååò ìåòêó 1 íà ìåñòå l. Âòîðàÿ ñòðîêàèìååò ýëåìåíò −t±1

aij
P (l) íà ìåñòå k, à òðåòüÿ ñòðîêà � ýëåìåíò (t±1

ail
−1)Γ(l)



3.1. �ðóïïîèäû è èõ îáîáùåíèÿ 112íà ìåñòå j, ïðè ýòîì â êà÷åñòâå çíàêà ± âûáèðàåòñÿ +1, åñëè ðàññìàòðèâà-åìûé ïåðåêðåñòîê ïîëîæèòåëåí è −1, åñëè ðàññìàòðèâàåìûé ïåðåêðåñòîêîòðèöàòåëåí.Ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì ìàòðèöà â òî÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ñî-îòíîøåíèé ìîäóëÿ Mk(L) äëÿ êðàøåíîãî çàöåïëåíèÿ (ò.å. çàöåïëåíèÿ ñ�èêñèðîâàííûì óïîðÿäî÷åíèåì êîìïîíåíò).Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè íàáîð ìàòðèö M(L), çàâèñÿùèõ îò ïåðå-ñòàíîâêè i1, . . . , im êîìïîíåíò çàöåïëåíèÿ L. Îáîçíà÷èì íàáîð îïðåäåëèòå-ëåé ýòèõ ìàòðèö ÷åðåç ζ(L).Òåîðåìà 3.12. Íàáîð îïðåäåëèòåëåé ìàòðèöû ζ(L), ïîëó÷àåìûé ïðè âñå-âîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâêàõ êîìïîíåíò çàöåïëåíèÿ L èíâàðèàíòåí îòíî-ñèòåëüíî äâèæåíèé �åéäåìåéñòåðà ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà ìî-íîìû îò ïåðåìåííûõ ti1, . . . , tim.Åñëè �èêñèðîâàòü íóìåðàöèþ êîìïîíåíò çàöåïëåíèÿ L, òî ïîëó÷åí-íûé îïðåäåëèòåëü ζ(L) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíâàðèàíò êðàøåíîãî çàöåï-ëåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà ìîíîìû îò ïåðåìåííûõ t1, . . . , tm.�àññìîòðèì ñëó÷àé êðàøåíûõ çàöåïëåíèé. Ïîíÿòíî, ÷òî â îáùåì ñëó-÷àå íàáîð çíà÷åíèé èíâàðèàíòà ïðè âñåâîçìîæíûõ ðàñêðàñêàõ êîìïîíåíòïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíâàðèàíò çàöåïëåíèé. Èíâàðèàíòíîñòü îïðåäåëèòåëÿâ ñëó÷àå êðàøåíîãî çàöåïëåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà îáðàòèìûåýëåìåíòû ðàññìàòðèâàåìîãî êîëüöà (ò.å. ìîíîìû îò t±1
j , s±1

k ñî çíàêîì ±1)ñëåäóåò èç òåõ ñîîáðàæåíèé, ÷òî ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé îïðåäåëÿþ-ùèõ ñîîòíîøåíèé ìîäóëÿ, êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, èíâàðèàíòåí.Çàìå÷àíèå 3.6. Äàëåå ïîä �åñòåñòâåííîé� íîðìèðîâêîé ìû ïîíèìàåìíîðìèðîâêó, ïðè êîòîðîé íîðìèðîâî÷íûå ìíîæèòåëè îïðåäåëÿþòñÿ êîì-áèíàòîðèêîé äèàãðàììû çàöåïëåíèÿ; áûâàåò òàêæå íîðìèðîâêà, êîòî-ðàÿ ñòðîèòñÿ óæå èñõîäÿ èç èìåþùåãîñÿ ïîëèíîìà; òàê íàïðèìåð, èìåÿïîëèíîì, èíâàðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà íåêîòîðûé ìîíîì,åãî ìîæíî íîðìèðîâàòü òàê, ÷òîáû ñòàðøèé ìîíîì (ñêàæåì, ïî âñåìïåðåìåííûì â ëåêñèêîãðà�è÷åñêîì ïîðÿäêå) ñòàë ðàâåí êîíñòàíòå.Òåîðåìà 3.12 ñëåäóåò èç ëåììû 3.3.



3.1. �ðóïïîèäû è èõ îáîáùåíèÿ 113Ëåììà 3.3. Îïðåäåëèòåëü ζ(L) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíîâñåõ îáîáùåííûõ äâèæåíèé �åéäåìåéñòåðà, çà èñêëþ÷åíèåì Ω1. Ïðè ïðè-ìåíåíèè äâèæåíèÿ Ω1 îí óìíîæàåòñÿ íà ìîíîì îò ïåðåìåííûõ t1, . . . , tm,
t−1
1 , . . . , t−1

m ñî çíàêîì +1.Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.3, â ñâîþ î÷åðåäü, âûòåêàåò èç äîêàçàòåëüñòâàòåîðåìû 3.11.Ïîëèíîì ζ ìîæíî ëåãêî íîðìèðîâàòü îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ t1, . . . , tk,÷òîáû ïîëó÷èòü èíâàðèàíò âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé.Òåîðåìà 3.13. Ïîëèíîì ζ ìóëüòèïëèêàòèâåí îòíîñèòåëüíî íåñâÿçíîéñóììû çàöåïëåíèé: ζ(L ⊔ K) = ζ(L) · ζ(K).Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî íåñâÿçíîé ñóììåçàöåïëåíèé ñîîòâåòñòâóåò áëî÷íàÿ ìàòðèöà, áëîêè êîòîðîé ïðåäñòàâëÿþòñîáîé ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèå èñõîäíûì çàöåïëåíèÿì.Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íûå ñòðóêòóðû âîçíèêàëè â ðàáîòàõ Ë.Êàó�ìàíàè Ä.�ýä�îðäà [KR℄, Ä.Ñèëüâåðà è Ñ.Óèëüÿìñ [SW℄ è �.Ñàâîëëåêà [Saw℄, îä-íàêî, â îòëè÷èå îò íàñòîÿùåé ðàáîòû â íèõ èñïîëüçîâàëñÿ äðóãîé ïîäõîä:âìåñòî ðàññìîòðåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðû â âèðòóàëüíûõ ïåðåêðåñò-êàõ èñïîëüçîâàëàñü áîëåå ñëîæíàÿ ñòðóêòóðà â êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêàõ.Â èòîãå îêàçàëîñü, ÷òî ζ-ïîëèíîì ýêâèâàëåíòåí (ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû ïå-ðåìåííûõ è íîðìèðîâêè) ïîëèíîìàì, ðàññìàòðèâàåìûì â [KR, SW, Saw℄,íî ýòà ýêâèâàëåíòíîñòü íå î÷åâèäíà. Îíà áûëà äîêàçàíà �.Ôåííîì â [BF℄.Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê îäíîìó è òîìó æå èíâàðèàí-òó ïîçâîëÿþò âûÿâëÿòü ðàçíûå åãî ñâîéñòâà. Òàê, íàïðèìåð, â ñâîåé ðàáî-òå [Saw2℄ �.Ñàâîëëåê ïîêàçàë, ÷òî åãî èíâàðèàíò ðàñïîçíàåò îáðàòèìîñòüâèðòóàëüíûõ óçëîâ, ò.å. íåýêâèâàëåíòíîñòü íåêîòîðûõ îðèåíòèðîâàííûõóçëîâ ñâîèì îáðàçàì, ïîëó÷åííûì îáðàùåíèåì îðèåíòàöèè.À èìåííî, äëÿ óçëà K, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 3.19 ìû èìååì ζ(K) =
(s2−1)(t−1)(1+s−2st+s2t(t−1))

s2t
.Èç îïðåäåëåíèÿ ïîëèíîìà ζ âûòåêàåòÓòâåðæäåíèå 3.2. Åñëè âèðòóàëüíûé óçåë K2 ïîëó÷àåòñÿ èç âèðòóàëü-íîãî óçëà K1 çàìåíîé îðèåíòàöèè, òî äëÿ íåêîòîðûõ m, l èìååò ìåñòî

ζ(K1)(s, t) = smtlζ(K2)(s
−1, t−1).



3.2. Äëèííûå âèðòóàëüíûå óçëû 114
�èñ. 3.19. Ïðèìåð ÑàâîëëåêàËåãêî âèäåòü, ÷òî ïîëèíîì ζ(K) è ïîëèíîì ζ(K ′), ïîëó÷åííûé èç íåãîçàìåíîé s íà s−1 è t íà t−1, íå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû äðóã èç äðóãà óìíî-æåíèåì íà íåêîòîðûé ìîíîì smtl. Ñëåäîâàòåëüíî, óçåë K íå ÿâëÿåòñÿ îá-ðàòèìûì.Êðîìå òîãî, â ýòîé æå ðàáîòå Ñàâîëëåê ïîêàçàë, ÷òî åãî ïîëèíîì ñâîäèò-ñÿ ê èíâàðèàíòàì Âàñèëüåâà âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé (ñì. îïðåäåëåíèå âãëàâå 8), è òåì ñàìûì ïîêàçàë, ÷òî â âèðòóàëüíîì ñëó÷àå èíâàðèàíòû Âà-ñèëüåâà ìîãóò ðàçëè÷àòü óçëû, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ îðèåíòàöèåé. Â êëàñ-ñè÷åñêîì ñëó÷àå âîïðîñ î òîì, ñóùåñòâóåò ëè èíâàðèàíò Âàñèëüåâà, ðàñ-ïîçíàþùèé îáðàòèìîñòü íåêîòîðûõ óçëîâ, ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì, ñì., íàïð.,[CDBook, DuK℄.Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå âèðòóàëüíûõ óçëîâ äàæå èíâàðèàíòû Âàñèëüå-âà ïîðÿäêà íîëü ìîãóò ðàñïîçíàâàòü îáðàòèìîñòü: îá ýòîì áóäåò ñêàçàíîïîäðîáíåå â ãëàâå 8.Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ áèãðóïïîèäîâ è èõ îáîáùåíèé � âèðòóàëüíûõ áè-ãðóïïîèäîâ.3.2. Äëèííûå âèðòóàëüíûå óçëûÍàñòîÿùèé ðàçäåë ñîäåðæèò öåíòðàëüíûé ðåçóëüòàò ãëàâû 3 � ïîñòðî-åíèå ñèëüíûõ èíâàðèàíòîâ äëèííûõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ, ðàñïîçíàþùèõíåêîììóòèðóåìîñòü äëèííûõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ.�åçóëüòàòû àâòîðà, ïðèâîäèìûå â íàñòîÿùåì ðàçäåëå, îïóáëèêîâàíû âêíèãå [Ìà1℄ è â ñòàòüÿõ [Man5, Ìà9℄.



3.2. Äëèííûå âèðòóàëüíûå óçëû 115Íàçîâåì äëèííîé âèðòóàëüíîé äèàãðàììîé ïîãðóæåíèå îáùåãî ïîëîæå-íèÿ îðèåíòèðîâàííîé âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R íà ïëîñêîñòü Oxy, ñîâïàäà-þùåå âíå íåêîòîðîãî áîëüøîãî êðóãà ñ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì R íàïðÿìóþ Ox è ñíàáæåííîå â êàæäîì ïåðåñå÷åíèè (êîòîðîå â ñëó÷àå îáùåãîïîëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ äâîéíûì è òðàíñâåðñàëüíûì) ñòðóêòóðîé êëàññè÷å-ñêîãî èëè âèðòóàëüíîãî ïåðåêðåñòêà. Äëèííûå âèðòóàëüíûå äèàãðàììûìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü îðèåíòèðîâàííûìè ñîãëàñíî îðèåíòàöèè ïðÿìîéñëåâà íàïðàâî; ïðè èçîáðàæåíèè èõ íà ðèñóíêàõ ìû îðèåíòàöèþ íå áóäåìóêàçûâàòü.

�èñ. 3.20. Äèàãðàììà äëèííîãî âèðòóàëüíîãî óçëàÓ äëèííîé âèðòóàëüíîé äèàãðàììû èìåþòñÿ äâå âûäåëåííûå íåêîì-ïàêòíûå äóãè (ñîîòâåòñòâåííî, äëèííûå äóãè, êîðîòêèå äóãè). Çäåñü äó-ãà íàçûâàåòñÿ íåêîìïàêòíîé, åñëè îíà ñîäåðæèò îáðàç òî÷êè x ∈ R, òàêîé÷òî îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ R1 → R2 íà èíòåðâàëû (−∞,−|x|] è [|x|,∞)ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì âëîæåíèåì R1 → R1.Íàçîâåì äëèííûì âèðòóàëüíûì óçëîì êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè äëèííûõâèðòóàëüíûõ äèàãðàìì îòíîñèòåëüíî îáîáùåííûõ äâèæåíèé �åéäåìåéñòå-ðà. Êëàññè÷åñêèì íàçûâàåòñÿ äëèííûé âèðòóàëüíûé óçåë, èìåþùèé äèà-ãðàììó áåç âèðòóàëüíûõ ïåðåêðåñòêîâ. Òðèâèàëüíûì íàçûâàåòñÿ äëèííûéâèðòóàëüíûé óçåë, èìåþùèé äèàãðàììó áåç ïåðåêðåñòêîâ. Ýòîò óçåë ÿâëÿ-åòñÿ åäèíñòâåííûì, ó êîòîðîãî åñòü äèàãðàììà, äâå íåêîìïàêòíûå äóãèêîòîðîé ñîâïàäàþò.Ïðèìåð 3.2. Ïðèìåð äëèííîãî óçëà èçîáðàæåí íà ðèñ.3.20Îáû÷íûå âèðòóàëüíûå óçëû (íå äëèííûå) ìû áóäåì íàçûâàòü òàêæåêîìïàêòíûìè âèðòóàëüíûìè óçëàìè.



3.2. Äëèííûå âèðòóàëüíûå óçëû 116Èìåþòñÿ äâå îïåðàöèè, ïðåâðàùàþùèå äëèííûé óçåë â êîìïàêòíûé èíàîáîðîò. Ïåðâàÿ èç íèõ íàçûâàåòñÿ çàìûêàíèåì äëèííîãî óçëà, K 7→
Cl(K), ñì. ðèñ. 3.21.

�èñ. 3.21. Çàìûêàíèå äëèííîãî âèðòóàëüíîãî óçëàÝòà îïåðàöèÿ îïðåäåëåíà êîððåêòíî è ñîïîñòàâëÿåò äëèííîìó âèðòóàëü-íîìó óçëó îðèåíòèðîâàííûé êîìïàêòíûé âèðòóàëüíûé óçåë. Îíà ñîñòîèòâ òîì, ÷òî äâå íåêîìïàêòíûå äóãè îáðûâàþòñÿ �â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî-ñòè� è ñîåäèíÿþòñÿ. Ïðè ýòîì ïîëó÷èâùèéñÿ êîìïàêòíûé óçåë íàñëåäóåòîðèåíòàöèþ äëèííîãî óçëà.Âòîðàÿ îïåðàöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ îáðàòíîé ê ïåðâîé, � ðàçðûâàíèå � ÿâëÿ-åòñÿ ìåíåå åñòåñòâåííîé. Îíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû âûáèðàåì íà äèàãðàììåîðèåíòèðîâàííîãî âèðòóàëüíîãî óçëà L òî÷êó, îòëè÷íóþ îò ïåðåêðåñòêà,ðàçðûâàåì ýòîò óçåë â äàííîé òî÷êå è âûòÿãèâàåì êîíöû íà áåñêîíå÷íîñòüòàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü äëèííûé óçåë. Â ñëó÷àå, åñëè êîíöû ìîæíî âûòÿíóòüíà áåñêîíå÷íîñòü, ÷òîáû íå âîçíèêëî äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåêðåñòêîâ, ìûáóäåì äåëàòü ýòî èìåííî òàêèì îáðàçîì; â ñëó÷àå, åñëè òàêîâûå âîçíèêà-þò, âñå ýòè ïåðåêðåñòêè íóæíî îïðåäåëèòü, êàê âèðòóàëüíûå ïåðåêðåñòêè.Îáîçíà÷èì ýòó îïåðàöèþ ÷åðåç Brk : L → Brk(L) = K.
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�èñ. 3.22. Ïîëó÷åíèå äëèííîé âèðòóàëüíîé äèàãðàììû ðàçðûâàíèåìÍà ðèñ. 3.22 ïîêàçàíà ïðîöåäóðà ðàçðûâàíèÿ äèàãðàììû âèðòóàëüíîãîóçëà â íåêîòîðîé òî÷êå è ïîëó÷åíèÿ äëèííîé âèðòóàëüíîé äèàãðàììû.Î÷åâèäíî, ÷òî âòîðàÿ îïåðàöèÿ ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê ïåðâîé â òîì ñìûñ-ëå, ÷òî Cl(Brk(L)) = L. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îïåðàöèÿ Brk íå ÿâëÿåòñÿêîððåêòíî îïðåäåëåííîé, à èìåííî, ïîëó÷àþùèéñÿ äëèííûé âèðòóàëüíûéóçåë (åãî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè) ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êèðàçðûâà.Â äàëüíåéøåì (ãëàâà 8) ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî êîìïàêòíîãî âèð-òóàëüíîãî óçëà L ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíûõäëèííûõ âèðòóàëüíûõ óçëîâK, òàêèõ ÷òî Cl(K) = L. Âïåðâûå ýòî ÿâëåíèåáûëî çàìå÷åíî Ä.Ñèëüâåðîì è Ñ.Óèëüÿìñ; â êíèãå [Ìà1℄ îíî áûëî äîêàçà-íî èñõîäÿ èç ïðîñòûõ ñîîáðàæåíèé, ñâÿçàííûõ ñ èíâàðèàíòàìè Âàñèëüåâàêîìïàêòíûõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ.Ê äëèííûì óçëàì (êëàññè÷åñêèì è âèðòóàëüíûì) ìîæíî ïðèìåíÿòü òåõ-íèêó, ðàçâèòóþ ðàíåå â íàñòîÿùåé ãëàâå, ïðè ýòîì ñòîèò îáðàòèòü âíèìàíèåíà äâà îáñòîÿòåëüñòâà:1. Ó äëèííîãî óçëà èìåþòñÿ �èêñèðîâàííûå íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ íåêîì-ïàêòíûå äóãè, òåì ñàìûì èíâàðèàíòíûìè áóäåò íå òîëüêî ñàì àëãåáðà-è÷åñêèé îáúåêò (ãðóïïîèä èëè åãî îáîáùåíèå), à àëãåáðàè÷åñêèé îáú-åêò ñ âûäåëåííîé â íåì ïàðîé ýëåìåíòîâ.2. Ó äëèííîãî óçëà åñòü ïîðÿäîê îáõîäà, òåì ñàìûì åãî êëàññè÷åñêèåïåðåêðåñòêè äåëÿòñÿ íà äâà âèäà â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêàÿ äóãàáûëà ïðîéäåíà ðàíüøå: îáðàçóþùàÿ ïðîõîä èëè îáðàçóþùàÿ ïåðåõîä.



3.2. Äëèííûå âèðòóàëüíûå óçëû 118Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïåðåêðåñòîê ÿâëÿåòñÿ ðàííèìïðîõîäîì, à âî âòîðîì � ðàííèì ïåðåõîäîì.Ïîñëåäíåå ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü áîëåå òîíêèå èíâàðèàíòû, ÷åì îáû÷íûåâèðòóàëüíûå ãðóïïîèäû.Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå êëàññè�èêàöèè óçëîâ (êîì-ïàêòíûõ) è äëèííûõ óçëîâ ñîâïàäàþò. Â âèðòóàëüíîì ñëó÷àå, êàê áóäåòïîêàçàíî â íàñòîÿùåé ãëàâå, ýòî íå òàê. Ïðèâåäåííûå âûøå ñîîáðàæåíèÿìîãóò áûòü ïîëåçíû êàê äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòîâ êëàññè÷åñêèõ (äëèí-íûõ) óçëîâ, òàê è äëÿ ïîñòðîåíèÿ âèðòóàëüíûõ äëèííûõ óçëîâ. À èìåííî,â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå ìû ïðåäëàãàåì íîâûé ïîäõîä ê èíâàðèàíòàì óçëîâ÷åðåç äëèííûå óçëû ñ ó÷åòîì äâóõ âèäîâ ïåðåêðåñòêîâ. Â âèðòóàëüíîì æåñëó÷àå ìû ïîñòðîèì èíâàðèàíòû, êîòîðûå áóäóò ðàçëè÷àòü äëèííûå âèð-òóàëüíûå óçëû, çàìûêàíèÿ êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ýêâèâàëåíòíûå(êîìïàêòíûå) âèðòóàëüíûå óçëû.Èñõîäÿ èç ýòèõ äâóõ îáñòîÿòåëüñòâ ìîæíî ïîñòðîèòü èíâàðèàíòíûå êîí-ñòðóêöèè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ëåãêî ðàçëè÷àòü äëèííûå óçëû è îáíàðóæè-âàòü �åíîìåíû, íå èìåþùèå ìåñòà â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå: íàïðèìåð, òîò�àêò, ÷òî äëèííûå âèðòóàëüíûå óçëû, âîîáùå ãîâîðÿ, íå êîììóòèðóþò.Íàçîâåì äëèííûì ãðóïïîèäîì ìíîæåñòâî M ñ âûäåëåííûìè ýëåìåíòàìè
a è b è çàäàííûìè áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè ◦, ∗ è óíàðíîé îïåðàöèåé f , òàêîå÷òî:1. ÌíîæåñòâîM ÿâëÿåòñÿ äèñòðèáóòèâíûì ãðóïïîèäîì îòíîñèòåëüíî îïå-ðàöèè ◦ (îáðàòíàÿ îïåðàöèÿ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç /) è âèðòóàëüíûì ãðóï-ïîèäîì îòíîñèòåëüíî f .2. Ìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ äèñòðèáóòèâíûì ãðóïïîèäîì îòíîñèòåëüíî ∗(îáðàòíàÿ îïåðàöèÿ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç //) è âèðòóàëüíûì ãðóïïîèäîìîòíîñèòåëüíî f .3. Îïåðàöèè ◦, ∗, /, // ÿâëÿþòñÿ ïðàâî-äèñòðèáóòèâíûìè ïî îòíîøåíèþäðóã ê äðóãó.4. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ. Ïóñòü α, β � íåêîòîðûå îïåðà-öèè èç ñïèñêà {◦, ∗, /, //}. Òîãäà äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ M èìåþò ìåñòîòîæäåñòâà:
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{

xα(y ◦ z) = xα(y ∗ z)
xα(y/z) = xα(y//z)

(3.13)Ñîîòíîøåíèÿ (3.13) ìû íàçîâåì ñòðàííûìè. Íà ïåðâûé âçãëÿä îïåðàöèè
◦ è / äîëæíû ñîâïàäàòü; íà ñàìîì äåëå, ñóùåñòâóþò ïðèìåðû, ãäå ðàçëè÷-íûå îïåðàöèè ◦ è /, óäîâëåòîâîðÿþùèå ñòðàííûì ñîîòíîøåíèÿì, çàäàþòíåòðèâèàëüíûå èíâàðèàíòû âèðòóàëüíûõ óçëîâ.Ýëåìåíòû a è b íàçûâàþòñÿ íà÷àëüíûì è êîíå÷íûì ýëåìåíòàìè äëèí-íîãî ãðóïïîèäà.Ïðèâåäåííûå âûøå àêñèîìû ñîîòâåòñòâóþò ïîñòðîåíèþ èíâàðèàíòà äëèí-íûõ óçëîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ìû ðàññìàòðèâàåì äóãè äëèííîãî óçëàK èñîïîñòàâëÿåì èì ýëåìåíòû, êîòîðûå âïîñëåäñòâèè áóäóò èãðàòü ðîëü îáðà-çóþùèõ äëèííîãî ãðóïïîèäà. Èç íèõ âûäåëåííûìè ÿâëÿþòñÿ îáðàçóþùèå aè b, ñîîòâåòñòâóþùèå íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé íåêîìïàêòíûì äóãàì. Â âèðòó-àëüíûõ ïåðåêðåñòêàõ ìû âûïèñûâàåì ñîîòíîøíåíèÿ òèïà (3.2,3.3), ñì. ñòð.85, êîòîðûå îáîçíà÷èì ÷åðåç Rk1 è Rk2 òàê æå, êàê è â ñëó÷àå âèðòóàëüíî-ãî ãðóïïîèäà. Â êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêàõ ìû âûïèñûâàåì ñîîòíîøåíèÿ(àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿì (3.1), ñì. ñòð. 82) R◦,i äëèííîãî ãðóïïîèäà îò-íîñèòåëüíî îïåðàöèè ◦ â ñëó÷àå ðàííåãî ïåðåõîäà èëè R∗,i äëèííîãî ãðóï-ïîèäà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ∗ â ñëó÷àå ðàííåãî ïðîõîäà. À èìåííî, ïîäðàííèì ïåðåõîäîì ìû ïîíèìàåì ñèòóàöèþ, êîãäà ïðè îáõîäå äëèííîãî óç-ëà îò íà÷àëà ê êîíöó â ðàññìàòðèâàåìîì ïåðåêðåñòêå ñíà÷àëà îáõîäèòñÿâåðõíÿÿ âåòâü (ïåðåõîä), à çàòåì � íèæíÿÿ (ïðîõîä). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àåèìååò ìåñòî ðàííèé ïðîõîä, ñì. ðèñ. 1.2.Çàäàäèì îáùóþ íóìåðàöèþ {Ri} äëÿ âñåõ îïèñàííûõ âûøå ñîîòíîøå-íèé. Êàæäîå ñîîòíîøåíèå Ri èìååò âèä ðàâåíñòâà ri1 = ri2.Êàê îêàçûâàåòñÿ, ïðèâåäåííûå âûøå àêñèîìû äëèííîãî ãðóïïîèäà ïîç-âîëÿþò ïîëó÷èòü òàêèì îáðàçîì èíâàðèàíò äëèííûõ óçëîâ.Ïåðåéäåì ê åãî äåòàëüíîìó îïèñàíèþ. Îòìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî äëèííûéãðóïïîèä, àíàëîãè÷íî äèñòðèáóòèâíîìó ãðóïïîèäó èëè âèðòóàëüíîìó ãðóï-ïîèäó, ìîæíî çàäàâàòü ñ ïîìîùüþ îáðàçóþùèõ è îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøå-íèé. Äëÿ ýòîãî íóæíî âçÿòü îáðàçóþùèå a1, . . . , ak, ïîñòðîèòü ìíîæåñòâîäîïóñòèìûõ ñëîâ � ñëîâ, ïîëó÷àåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíî èç îáðàçóþùèõ ïî-
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�èñ. 3.23. �àííèé ïåðåõîä è ðàííèé ïðîõîäñðåäñòâîì îïåðàöèé ◦, /, ∗, //, f . Íà ïîëó÷åííîì ìíîæåñòâåAdmi(a1, . . . , ak)âñå îïåðàöèè äëèííîãî ãðóïïîèäà åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëåíû. Îïðå-äåëèì òåïåðü äèñòðèáóòèâíûé ãðóïïîèä, çàäàííûé îáðàçóþùèìè a1, . . . , akè ñîîòíîøåíèÿìèR1, . . . , Rl è îáîçíà÷àåìûé ÷åðåç Ä�〈a1, . . . , ak|R1, . . . Rl|a, b〉êàê �àêòîð�ìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Admi(M) ïî ñîîòíîøåíèÿì ýêâèâàëåíò-íîñòè, çàäàâàåìûì ñëåäóþùèìè ýëåìåíòàðíûìè ýêâèâàëåíòíîñòÿìè:1. ∀A ∈ Admi : A ◦ A ∼ A, A/A ∼ A, A ∗ A ∼ A, A//A ∼ A,2. ∀A, B ∈ Admi : (A ◦ B)/B ∼ (A/B) ◦ B ∼ A,
∀A, B ∈ Admi : (A ∗ B)//B ∼ (A//B) ∗ B ∼ A,3. ∀A, B, C ∈ Admi : (AαB)βC ∼ (AβC)α(BβC),ãäå α, β ∈ {◦, ∗, /, //},4. xα(y ◦ z) ∼ xα(y ∗ z); xα(y/z) ∼ xα(y//z),äëÿ α ∈ {◦, ∗, /, //}.5. f(f−1(A)) ∼ f−1(f(A)) ∼ A äëÿ ëþáûõ A ∈ Admi;6. f(AαB) = f(A)αf(B) äëÿ ëþáûõ A, B ∈ Admi è ëþáîé îïåðàöèè
α ∈ {◦, ∗, /, //}.7. ∀i = 1, . . . , l : ri1 ∼ ri2.Ýëåìåíòû a è b ìû çàäàåì íåêîòîðûìè äîïóñòèìûìè ñëîâàìè èç ìíî-æåñòâà Admi(a1, . . . , ak).



3.2. Äëèííûå âèðòóàëüíûå óçëû 121Ïóñòü òåïåðü äàíà äèàãðàììà K äëèííîãî âèðòóàëüíîãî óçëà, è ïóñòü
a1, . . . , ak � åå äóãè, ïðè÷åì a = a1 � íà÷àëüíàÿ äóãà, b = a2 � êîíå÷íàÿ äó-ãà. Îïðåäåëèì äëèííûé ãðóïïîèä Ä�(L) êàê Ä�〈a1, . . . , ak|R◦i, R∗j, Rk,1, Rl,2|a1, a2〉.Èìååò ìåñòîÒåîðåìà 3.14. Ïóñòü K, K ′ � äèàãðàììû ýêâèâàëåíòíûõ äëèííûõ âèð-òóàëüíûõ óçëîâ. Òîãäà ñóùåñòâóåò ãîìîìîð�èçì h : (Ä�(K), aK , bK) →
(Ä�(K ′), aK ′, bK ′), ñîãëàñîâàííûé ñ îïåðàöèÿìè ◦, ∗ è f è ïåðåâîäÿùèé ýëå-ìåíò aK â aK ′, ýëåìåíò à bK � â bK ′.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâóèíâàðèàíòíîñòè âèðòóàëüíîãî ãðóïïîèäà.Èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ÷èñòî âèðòóàëüíûõ äâèæåíèé �åéäåìåé-ñòåðà î÷åâèäíà. Â ñëó÷àå îáúåçäà íàì äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü åãî ëîêàëü-íóþ âåðñèþ, â êîòîðîé âåòâü ñ äâóìÿ âèðòóàëüíûìè ïåðåêðåñòêàìè ïðî-õîäèò ÷åðåç êëàññè÷åñêèé ïåðåêðåñòîê. Â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì äåëî ñîïåðàöèåé f è ëèøü 
 îäíîé èç îïåðàöèé ◦ èëè ∗. Äàëåå, òîëüêî îäíà èçäâóõ îïåðàöèé ∗, ◦ ìîæåò âîçíèêíóòü ïðè ðàññìîòðåíèè ïåðâîãî èëè âòî-ðîãî êëàññè÷åñêîãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà.Ñàìûì èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ çäåñü òðåòüå êëàññè÷åñêîå äâèæåíèå �åé-äåìåéñòåðà. Äîñòàòî÷íûì ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå åãî ñëó÷àåâ, óêàçàííûõíà ðèñ. 3.24 (à, á, â, ã).

�èñ. 3.24. Ïðîâåðêà èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî Ω3



3.2. Äëèííûå âèðòóàëüíûå óçëû 122Â êàæäîì èç ÷åòûðåõ âûøåóïîìÿíóòûõ ñëó÷àåâ ìû èìååì òðè âõîäÿ-ùèå äóãè è òðè èñõîäÿùèå äóãè. Îäíà èç äóã (òà, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåòìåòêà p) ïðîõîäèò ñâåðõó â îáîèõ ïåðåêðåñòêàõ; òàê ÷òî ìåòêà íà âõîäåñîâïàäàåò ñ ìåòêîé íà âûõîäå. Äðóãàÿ äóãà (êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ìåò-êà q) ïîäâåðãàåòñÿ äåéñòâèþ äóãè ñ ìåòêîé p; ýòî äåéñòâèå îäèíàêîâî âîáîèõ ñëó÷àÿõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíêðåòíîé âåðñèè äâèæåíèÿ Ω3. Òàêèìîáðàçîì, íàì îñòàåòñÿ èññëåäîâàòü, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ äóãîé, êîòîðîé ñîîò-âåòñòâóåò ìåòêà r.Íà êàæäîé èç êàðòèíîê â êàæäîì ïåðåêðåñòêå ìû ñòàâèì íåêîòîðóþîïåðàöèþ α, β è γ èç ìíîæåñòâà îïåðàöèé {◦, ∗, /, //}. Ýòà îïåðàöèÿ áóäåòïðèìåíåíà ê äóãå ñíèçó, îáðàçóþùåé ïðîõîä, äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîîòâåòñòâó-þùåé äóãè ñâåðõó.�àññìîòðèì ñëó÷àé à. Êàæäàÿ èç îïåðàöèé α, β, γ ÿâëÿåòñÿ �óìíîæåíè-åì�, ò.å. ◦ èëè ∗ (îïåðàöèè / è // áóäåì íàçûâàòü �äåëåíèÿìè�).Òàêèì îáðàçîì, â ëåâîì âåðõíåì óãëó ìû ïîëó÷èì: (rγq)αp íà ëåâîéêàðòèíêå è (rαp)γ(qβp) íà ïðàâîé êàðòèíêå. Íî ïî îïðåäåëåíèþ (rγq)αp =
(rαp)γ(qαp). Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ðàâíî (rαp)γ(qβp) ñîãëàñíî ñîîòíîøå-íèþ äèñòðèáóòèâíîñòè èëè ñòðàííîìó ñîîòíîøåíèþ (òàê êàê îáå îïåðàöèè
β è α ÿâëÿþòñÿ óìíîæåíèÿìè).�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé á. Çäåñü γ ÿâëÿåòñÿ óìíîæåíèåì, à α, β �äåëåíèÿìè. Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì òî æå ñàìîå ñîîòíîøåíèå: (rγq)αp =
(rαp)γ(qαp) = (rαp)γ(qβp).Òî æå ñîîòíîøåíèå èìååò ìåñòî è äëÿ êàðòèíîê â è ã: åäèíñòâåííîå, ÷òîíóæíî çàìåòèòü, ýòî òî, ÷òî ëèáî îáå îïåðàöèè α è β ÿâëÿþòñÿ óìíîæå-íèÿìè (ñëó÷àé â), ëèáî îáå ÿâëÿþòñÿ äåëåíèÿìè (ñëó÷àé ã). Îñòàâøàÿñÿ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà î÷åâèäíà.Êàê è â ñëó÷àå äèñòðèáóòèâíûõ ãðóïïîèäîâ èëè âèðòóàëüíûõ ãðóïïî-èäîâ, äëèííûå ãðóïïîèäû ïîçâîëÿþò ñòðîèòü èíâàðèàíòû áîëåå ïðîñòûå.Äëÿ ýòîãî ìîæíî �èêñèðîâàòü äëèííûé ãðóïïîèä (Ä�′, a, b) è èçó÷àòü ìíî-æåñòâî ãîìîìîð�èçìîâ èç äëèííûõ ãðóïïîèäîâ äëèííûõ óçëîâ â Ä�, ñî-ãëàñîâàííûõ ñî âñåìè îïåðàöèÿìè è ïåðåâîäÿùèå íà÷àëüíûé ýëåìåíò äëèí-íîãî ãðóïïîèäà â a, à êîíå÷íûé åãî ýëåìåíò � â b.Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî ñòðàííûå ñîîòíîøåíèÿ íå âûïîëíèìû êðîìå êàê



3.2. Äëèííûå âèðòóàëüíûå óçëû 123â ñëó÷àå, åñëè îïåðàöèÿ ∗ ñîâïàäàåò ñ îïåðàöèåé ◦. Îäíàêî ýòî íå òàê. Âêà÷åñòâå ïðèìåðà ([Ìà9℄) äëèííîãî ãðóïïîèäà ìîæíî ðàññìîòðåòü êîëüöî
Zm è â íåì îïåðàöèè:







x ◦ y = px + (1 − p)y
x ∗ y = qx + (1 − q)y
f(a) = ka,

(3.14)ãäå k, p, q � îáðàòèìûå ýëåìåíòû â êîëüöå, ïðè ýòîì (1 − p)(p − q) = (1 −
q)(p−q) = 0; ýëåìåíòû a1, a2 âûáèðàþòñÿ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Àêñèîìûäëèííîãî ãðóïïîèäà ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.Íàçîâåì äëèííûìè ãðóïïîèäû òàêîãî âèäà ëèíåéíûìè äëèííûìè ãðóï-ïîèäàìè. Êàê îêàçûâàåòñÿ, ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ äëèííûõ ãðóïïîèäîâ ìîæ-íî ðàñïîçíàâàòü íåòðèâèàëüíîñòü íåêîòîðûõ äëèííûõ óçëîâ, èìåþùèõ òðè-âèàëüíîå çàìûêàíèå.Ïóñòü äàíî êîëüöî R ñ åäèíèöåé, â êîòîðîì �èêñèðîâàíû îáðàòèìûåýëåìåíòû p è q, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ (p−1)(p−q) = (q−1)(p−q) =
0, à òàêæå îáðàòèìûé ýëåìåíò k. Äëÿ äëèííîãî âèðòóàëüíîãî óçëà îáîçíà-÷èì ÷åðåç M̃(K) ìîäóëü íàä R, ïîðîæäåííûé îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì(îáðàçóþùèå � äóãè, ñîîòíîøåíèÿ â ïåðåêðåñòêàõ (3.14)) ñ âûäåëåííûìèäâóìÿ ýëåìåíòàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé äóãå.Ñðàâíåíèå äëèííûõ ãðóïïîèäîâ äâóõ óçëîâ ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé çàäà÷åé.Ïîýòîìó èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü áîëåå ïðîñòûå èíâàðèàíòíûå îáúåê-òû, ñîîòâåòñòâóþùèå äëèííûì âèðòóàëüíûì óçëàì, êîòîðûå èíâàðèàíòíûïî òîé æå ïðè÷èíå, ÷òî è äëèííûå ãðóïïîèäû.Ïî ïîñòðîåíèþ äëÿ �èêñèðîâàííîãî R òðîéêà (M̃, a, b) ÿâëÿåòñÿ èíâà-ðèàíòîì äëèííîãî óçëà.Äåéñòâèòåëüíî, äîêàçàòåëüñòâî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.14ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî îïåðàöèè 3.14 óäîâëåòâîðÿþò âñåì àêñèîìàì äëèííûõãðóïïîèäîâ.3.2.1. Âîïðîñ î êîììóòèðóåìîñòè äëèííûõ óçëîâÊàê èçâåñòíî (ñì., íàïð., [ÊÔ℄), êëàññè÷åñêèå äëèííûå óçëû êîììóòè-ðóþò. Áîëåå òîãî, âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.



3.2. Äëèííûå âèðòóàëüíûå óçëû 124Òåîðåìà 3.15. Ïóñòü äëèííûé óçåë L íå èìååò âèðòóàëüíûõ ïåðåêðåñò-êîâ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî äëèííîãî âèðòóàëüíîãî óçëà L′ èìååò ìåñòî êîì-ìóòàòèâíîñòü: L#L′ ýêâèâàëåíòíî L′#L.Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ñäåëàåì ñíà÷àëà äèàãðàììó óçëà L î÷åíüìàëåíüêîé è íà÷íåì ïðîòÿãèâàòü åå ñêâîçü äèàãðàììó óçëà L′. Ïðè ïðî-òàñêèâàíèè åå ÷åðåç âèðòóàëüíûå ïåðåêðåñòêè ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ äâè-æåíèåì îáúåçäà, ñì. ðèñ. 3.25, à ïðè ïðîòàñêèâàíèè ÷åðåç êëàññè÷åñêèåïåðåêðåñòêè � êëàññè÷åñêèìè äâèæåíèÿìè �åéäåìåéñòåðà.

�èñ. 3.25. Êëàññè÷åñêèé äëèííûé óçåë êîììóòèðóåò ñ ëþáûì äëèííûì óçëîìÂ èòîãå ìû ïîëó÷èì æåëàåìóþ ýêâèâàëåíòíîñòü.



3.2. Äëèííûå âèðòóàëüíûå óçëû 125Çàìå÷àíèå 3.7. Ýòî äîêàçàòåëüñòâî íå ïðîõîäèò â òîì ñëó÷àå, êîãäàäèàãðàììà L èìååò âèðòóàëüíûå ïåðåêðåñòêè, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àåíåëüçÿ áóäåò ïðîòÿãèâàòü L ñêâîçü äóãè äèàãðàììû L′, ñîñòîÿùèå èçêëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêîâ. Â ýòîì ñëó÷àå íàì ïðèøëîñü áû âîñïîëüçî-âàòüñÿ çàïðåùåííûì äâèæåíèåì, ñì. ðèñ. 1.17.Ïåðåéäåì ê óñòàíîâëåíèþ íåêîììóòèðóåìîñòè äëèííûõ âèðòóàëüíûõ óç-ëîâ. Ýòî ÿâëåíèå áûëî âïåðâûå îáíàðóæåíî â [Ìà9℄.�àññìîòðèì äëèííûå âèðòóàëüíûå óçëû K1 è K2, èçîáðàæåííûå íà ðèñ.3.26.�àññìîòðèì êîëüöî Z112·192 â êà÷åñòâå R è ïîëîæèì p = 20+121 ·19, q =
20, k = 70. Òàêèì îáðàçîì, â M̃(K) îïåðàöèè èìåþò âèä a∗b = 20a−19b, a◦
b = (20+121 ·19)a−(122 ·19)b è f(a) = 70a. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî â ìîäóëå
M̃ äëÿ óçëà K1#K2 íà÷àëüíàÿ äóãà îáÿçàòåëüíî äîëæíà äåëèòüñÿ íà 121,â òî âðåìÿ êàê äëÿ ìîäóëÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî óçëó K2#K1, ñóùåñòâóåòãîìîìîð�èçì â êîëüöî Z112·192, ïðè êîòîðîì íà÷àëüíàÿ äóãà ïåðåõîäèò â
11 · 192.À èìåííî, äëÿ óçëà K1 (ñì. âåðõíþþ ÷àñòü ðèñ. 3.26) ìû èìååì ñëåäó-þùèå ñîîòíîøåíèÿ â M̃(K1): a ∗ (70c) = c = b ◦ 70c; ïåðâîå ñîîòíîøåíèåîçíà÷àåò, ÷òî 20a = (19 · 70 + 1)c = 1331c; òàê êàê ýëåìåíò 20 îáðàòèìâ êîëüöå Z112·192, ýëåìåíò a äåëèòñÿ íà 121. Ýòî ñâîéñòâî ñ î÷åâèäíîñòüþèìååò ìåñòî è â M̃(K1#K2).Äëÿ óçëà K2 (ñì. íèæíþþ ÷àñòü ðèñ. 3.26) ìû èìååì: (70x) ∗ y = z =
(70y) ◦ x. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ìîæåì ïîëîæèòü x = 11 · 192, y = 0 (êî-ý��èöèåíò ïðè x â âûðàæåíèè (70x) ∗ y − (70y) ◦ x äåëèòñÿ íà 11), ò.å.îòîáðàçèòü M(K2) â ëèíåéíûé ãðóïïîèä Z192·112 ñ òåìè æå îïåðàöèÿìè.Äàëåå â óçëå K2#K1 ìû ìîæåì ïîëîæèòü îñòàëüíûå äóãè (ïðèíàäëåæà-ùèå äëèííîìó óçëó K1) ðàâíûìè íóëþ; ýòî ìîæíî ñäåëàòü òàê êàê y = 0(çíà÷åíèå z âû÷èñëÿåòñÿ).Èíà÷å ïðèâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü òàê: ìíî-æåñòâî ãîìîìîð�èçìîâ H èç Ä�(K1#K2) â ëèíåéíûé ãðóïïîèä � êîëüöî
Z112·192 ñ îïåðàöèÿìè (3.14) ïðè p = 20 + 121 · 19, q = 20, k = 70, òàêèõ÷òî H(a1) íå äåëèòñÿ íà 121, ïóñòî, à äëÿ Ä�(K2#K1) ìíîæåñòâî òàêèõãîìîìîð�èçìîâ íåïóñòî.
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a    b

c       c

70c

x y

z

70x70y

K

K

1

2

�èñ. 3.26. �àçìåòêà óçëîâ K1 è K2Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè óçëû íå êîììóòèðóþò, ÷òî åùå ðàç ïîäòâåðæäàåò èõðàçëè÷íîñòü, íåòðèâèàëüíîñòü, à òàêæå òî, ÷òî êàæäûé èç íèõ íå ýêâèâà-ëåíòåí êëàññè÷åñêîìó.Èìåþò ìåñòî äâà î÷åâèäíûõ ñëó÷àÿ êîììóòèðîâàíèÿ äëèííûõ âèðòóàëü-íûõ óçëîâ: êîãäà îíè ñîâïàäàþò ëèáî êîãäà îäèí èç íèõ ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷å-ñêèì. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî, ïî ñóùåñòâó, äðóãèõ ïðè÷èí êîììóòèðîâàíèÿáûòü íå ìîæåò, ò.å. ìû âûäâèãàåì ñëåäóþùóþ ãèïîòåçó.�èïîòåçà. Åñëè äâà äëèííûõ âèðòóàëüíûõ óçëà K, K ′ êîììóòèðóþò, òîñóùåñòâóåò òàêîé äëèííûé âèðòóàëüíûé óçåë L, òàêèå íåîòðèöàòåëüíûåöåëûå ÷èñëà m, n è êëàññè÷åñêèå äëèííûå óçëû M, M ′, ÷òî
K = Lm#M, K ′ = Ln#M ′,ãäå ñòåïåíü ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ìíîãîêðàòíîãî âçÿòèÿ ñâÿçíîé ñóììû.Çàìå÷àíèå 3.8. Ïîäîáíî òîìó, êàê â ñëó÷àå êîìïàêòíûõ óçëîâ ïîíÿòèåâèðòóàëüíîãî ãðóïïîèäà îáîáùàåòñÿ äî ïîíÿòèÿ âèðòóàëüíîãî áèãðóï-ïîèäà, â ñëó÷àå äëèííûõ óçëîâ ïîíÿòèå äëèííîãî ãðóïïîèäà îáîáùàåòñÿäî ïîíÿòèÿ äëèííîãî áèãðóïïîèäà. Ìû íå áóäåì ðàçâèâàòü ýòó òåìó âíàñòîÿùåé äèññåðòàöèè. Ïîäðîáíåå ñì. [Ìàí-4℄.



3.3. Âèðòóàëüíûå óçëû è áåñêîíå÷íîìåðíûå àëãåáðû Ëè 127�åçóëüòàò î íåêîììóòèðóåìîñòè äëèííûõ óçëîâ áûë ïîçäíåå ïåðåäîêàçàíÄ.Ñèëüâåðîì è Ñ.Óèëüÿìñ â ðàáîòå [SW2℄.3.3. Âèðòóàëüíûå óçëû è áåñêîíå÷íîìåðíûå àëãåáðû ËèÏðèâîäèìûå â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â [Man7℄.Íà ëþáîé ãðóïïå G ìîæíî îïðåäåëèòü ñòðóêòóðó äèñòðèáóòèâíîãî ãðóï-ïîèäà îäíèì èç ñëåäóþùèõ ñïîñîáîâ:1. a ◦ b = bnab−n, ãäå n � íåêîòîðîå �èêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.2. a ◦ b = ba−1b,ãäå â ïåðâîì ñëó÷àå ñòðóêòóðó âèðòóàëüíîãî ãðóïïîèäà ìîæíî îïðåäåëèòüïîñðåäñòâîì ïðîèçâîëüíîãî àâòîìîð�èçìà f ãðóïïû G, à âî âòîðîì ñëó-÷àå â êà÷åñòâå f ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîëüíûé àâòîìîð�èçì èëè àíòèàâòî-ìîð�èçì ãðóïïû G. Äëÿ �èêñèðîâàííîé ãðóïïû G ìû ìîæåì, íàïðèìåð,âûáðàòü ýëåìåíò q ∈ G è ïîëîæèòü f(a) = qaq−1.Àíàëîãè÷íî íà ãðóïïàõ çàäàþòñÿ ñòðóêòóðû áèãðóïïîèäîâ, âèðòóàëü-íûõ áèãðóïïîèäîâ, äëèííûõ ãðóïïîèäîâ è ò.ä.Â êà÷åñòâå ãðóïïû G ìîæåò ñëóæèòü è ãðóïïà Ëè.Ïîïûòêè ñîïîñòàâëÿòü êàæäîìó (âèðòóàëüíîìó) óçëó íåêîòîðóþ ãðóïïóËè, êîòîðàÿ áûëà áû èíâàðèàíòíîé ïî ïðè÷èíå èíâàðèàíòíîñòè âèðòóàëü-íûõ ãðóïïîèäîâ, âñòðå÷àþò îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè.Îäíàêî àëãåáðû Ëè óæå ìîãóò áûòü çàäàíû àêñèîìàòè÷åñêè ñ ïîìî-ùüþ îáðàçóþùèõ è ñîîòíîøåíèé: ìû ìîæåì âçÿòü ñâîáîäíóþ àëãåáðó Ëè,ïîðîæäåííóþ �îðìàëüíûìè îáðàçóþùèìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè äóãàì äèà-ãðàììû. Ïîñëå ýòîãî íóæíî îïèñàòü ïîäõîäÿùèå ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûåäåëàëè áû èç àëãåáðû Ëè äèñòðèáóòèâíûé ãðóïïîèä (âèðòóàëüíûé ãðóï-ïîèä). Ýòî âîçìîæíî ïî òîé ïðè÷èíå, ÷òî ñóùåñòâóåò ýêñïîíåíöèàëüíîåîòîáðàæåíèå èç àëãåáðû Ëè â ãðóïïó Ëè, è óìíîæåíèå â ãðóïïå Ëè ìîæåòáûòü ïåðåíåñåíî íà àëãåáðó Ëè è òàì âûðàæåíî â òåðìèíàõ ÷èñòî àëãåáðàè-÷åñêèõ îïåðàöèé. Â ýòîì ñîñòîèò çíàìåíèòàÿ �îðìóëà Áåéêåðà-Êýìïáåëëà-Õàóñäîð�à. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòó �îðìóëó â �îðìå, ïðåäëîæåííîéÅ.Á.Äûíêèíûì [Äûí℄.



3.3. Âèðòóàëüíûå óçëû è áåñêîíå÷íîìåðíûå àëãåáðû Ëè 128Ýòà �îðìóëà âûðàæàåò ëîãàðè�ì ïðîèçâåäåíèÿ ýêñïîíåíò ýëåìåíòîâ
x, y ∈ g èç àëãåáðû Ëè g ÷åðåç êîììóòàòîðû. Îíà èìååò âèä:
log(exey) =

∑

k

∞
∑

pi,qi=0

pi+qi>0
(−1)k−1

k

1

p1!q1! . . . pk!qk!
(xp1yq1 . . . xpkyqk)o. (3.15)Ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî k îò 1 äî ∞ è âñåâîçìîæíûì íàáîðàì öåëûõíåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë (p1, q1, . . . , pk, qk), ñâÿçàííûì ñîîòíîøåíèåì pi +

qi > 0.Çäåñü îïåðàöèÿ (x) → (x)◦ ïåðåâîäèò �îðìàëüíîå ïðîèçâåäåíèå íåêîì-ìóòèðóþùèõ ïåðåìåííûõ xj â êîììóòàòîð ñîãëàñíî ïðàâèëó
(xi1xi2 . . . xik)

◦ =
1

k
[. . . [[xi1, xi2], xi3], . . . , xik] (3.16)è äàëåå ïðîäîëæàåòñÿ ïî ëèíåéíîñòè íà ïðîèçâîëüíûå ëèíåéíûå êîìáèíà-öèè.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ äàííîé îïåðàöèè íàì åñòåñòâåííî ïîòðåáóåòñÿ, ÷òîáûîñíîâíîå êîëüöî ñîäåðæàëî êîëüöî Q ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ïðåäëîæèì àëãîðèòì, êîòîðûé ñòàâèò â ñîîò-âåòñòâèå óçëó (âèðòóàëüíîìó óçëó) àëãåáðó Ëè èëè �àêòîð-ïðîñòðàíñòâîàëãåáðû Ëè ïî ïîäàëãåáðå (�àêòîð-àëãåáðó ïî èäåàëó). Ýòè îáúåêòû áó-äóò èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî (îáîáùåííûõ) äâèæåíèé �åéäåìåéñòåðà.Ïîëó÷àþùèåñÿ äàëåå àëãåáðû Ëè áóäóò, âîîáùå ãîâîðÿ, áåñêîíå÷íîìåðíû-ìè ïî òîé ïðè÷èíå, ÷òî èçíà÷àëüíàÿ àëãåáðà (êîòîðóþ ìû �àêòîðèçóåì)ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâîáîäíóþ àëãåáðó Ëè, àääèòèâíî ïîðîæäåííóþ âñåìèêîììóòàòîðàìè ïðîèçâîëüíûõ ïîðÿäêîâ îò çàäàííûõ îáðàçóþùèõ.Ïîëó÷àåìûå ñ ïîìîùüþ �îðìóëû Äûíêèíà è êîíöåïöèè âèðòóàëüíûõãðóïïîèäîâ �îðìóëû ïðèâîäÿò ê âîçìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ �ïîõîæèõ� äèñ-òðèáóòèâíûõ ãðóïïîèäîâ, êîòîðûå ÿâíî íå ñâÿçàíû ñ ãðóïïàìè Ëè.Íàø ïîäõîä ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Åñëè ìû èìååì àëãåáðó Ëè g è ñîîò-âåòñòâóþùóþ åé ãðóïïó Ëè G, òî ýêñïîíåíòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå îêðåñòíîñòè íóëÿ àëãåáðû Ëè íà îêðåñòíîñòüåäèíèöû ãðóïïû Ëè. Òàêèì îáðàçîì, åñëè �îðìóëà a◦b = bab−1 çàäàåò âèð-òóàëüíûé ãðóïïîèä â ãðóïïå, òî �îðìóëà a◦ b = log(exp(b) exp(a) exp(−b))



3.3. Âèðòóàëüíûå óçëû è áåñêîíå÷íîìåðíûå àëãåáðû Ëè 129çàäàåò âèðòóàëüíûé ãðóïïîèä íà àëãåáðå Ëè (ïî êðàéíåé ìåðå, â îêðåñò-íîñòè íóëÿ). Ïîñëå ýòîãî ìîæíî ïîäñòàâèòü �îðìóëó Äûíêèíà (3.15), òåìñàìûì ïîëó÷èâ âûðàæåíèå äëÿ îïåðàöèè ãðóïïîèäà íà àëãåáðå Ëè â òåð-ìèíàõ âíóòðåííèõ îïåðàöèé àëãåáðû Ëè (êîììóòàòîðîâ).Òî, ÷òî ýòà �îðìóëà óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì ãðóïïîèäà, ïðîâåðÿåòñÿíåïîñðåäñòâåííî: ìû ïîëó÷àåì íåêîòîðîå òîæäåñòâî, êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿäëÿ ëþáîé àëãåáðû Ëè, çàäàííîé �îðìàëüíî îáðàçóþùèìè è ñîîòíîøåíè-ÿìè. Äàëåå ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ïîëó÷èâøóþñÿ �îðìóëó äëÿ àêñèî-ìàòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ èíâàðèàíòíîãî äèñòðèáóòèâíîãî (âèðòóàëüíîãî)ãðóïïîèäà � àëãåáðû Ëè, ñîîòâåòñòâóþùåé êëàññè÷åñêîìó èëè âèðòóàëü-íîìó çàöåïëåíèþ.Áîëåå òîãî, ïîìèìî èñõîäíîé �îðìóëû�ðÿäà, ïîëó÷àåìîé ïåðåíîñîì ñòàí-äàðòíûõ ãðóïïîèäîâ íà àëãåáðû Ëè ïîñðåäñòâîì ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîá-ðàæåíèÿ è ëîãàðè�ìà, ìû ïîëó÷àåì âîçìîæíîñòü âàðüèðîâàòü ýòó �îðìó-ëó è ïîëó÷àòü íîâûå ñòðóêòóðû äèñòðèáóòèâíûõ (âèðòóàëüíûõ) ãðóïïîè-äîâ, êîòîðûå óæå íå ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûì îáîáùåíèåì ñòðóêòóð äèñòðèáóòèâ-íûõ ãðóïïîèäîâ, ïîëó÷àåìûõ èç ãðóïï.Îïèøåì ýòè êîíñòðóêöèè áîëåå ïîäðîáíî.Ïóñòü L � äèàãðàììà îðèåíòèðîâàííîãî âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ ñ nêëàññè÷åñêèìè ïåðåêðåñòêàìè. Ïåðåíóìåðóåì åå äëèííûå äóãè íàòóðàëü-íûìè ÷èñëàìè îò åäèíèöû äî n. Âûáåðåì íà äëèííîé äóãå ñ íîìåðîì i ïåð-âóþ (ñîãëàñíî îðèåíòàöèè çàöåïëåíèÿ) äóãó è ñîïîñòàâèì äóãå ýëåìåíò ai.�àññìîòðèì �îðìàëüíóþ ñâîáîäíóþ áåñêîíå÷íîìåðíóþ àëãåáðó Ëè G(n, q)íàä íåêîòîðûì ïîëåì R, ïîðîæäåííóþ ýëåìåíòàìè a1, . . . , an, ñîîòâåòñòâó-þùèìè äóãàì äèàãðàììû, è îòäåëüíûì ýëåìåíòîì q.Ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé â âèðòóàëüíûõ ïåðåêðåñòêàõ âèäîâ Rj1, Rj2 (ïî�îðìóëàì (3.2,3.3), ïðîèíòåðïðåòèðîâàííûì ñîãëàñíî �îðìóëå Êýìïáåëëà-Õàóñäîð�à â �îðìå Äûíêèíà (3.15)) ìîæíî îïðåäåëèòü ýëåìåíòû àëãåáðû
G(n, q), ñîîòâåòñòâóþùèå âñåì äóãàì äàííîé äèàãðàììû.Áóäåì òåïåðü �àêòîðèçîâàòü àëãåáðó G(n, q) ïî �îðìàëüíûì ñîîòíîøå-íèÿì ãðóïïîèäà âèäà Ri â êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêàõ (3.1).Ïðè ýòîì êàê ñîîòíîøåíèÿ (3.2,3.3), òàê è ñîîòíîøåíèÿ (3.1), ìû áóäåìïîíèìàòü â ñìûñëå îïåðàöèé ãðóïïîèäà, îïðåäåëåííûõ ïîñðåäñòâîì �îð-



3.3. Âèðòóàëüíûå óçëû è áåñêîíå÷íîìåðíûå àëãåáðû Ëè 130ìóëû Äûíêèíà (3.15).À èìåííî, ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå òðè ñëó÷àÿ.1.
∀a, b ∈ g : a ◦ b = log(exp(n · b) exp(a) exp(−n · b)),

f(a) = log(exp(q) exp(a) exp(−q)),ãäå n � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.2.
∀a, b ∈ g : a ◦ b = log(exp(b) exp(−a) exp(b)),

f(a) = log(exp(q) exp(a) exp(−q)).3.
∀a, b ∈ g : a ◦ b = log(exp(b) exp(−a) exp(b)),

f(a) = log(exp(q) exp(−a) exp(q)).Â êàæäîì èç íèõ ñîîòíîøåíèÿ â êëàññè÷åñêèõ è âèðòóàëüíûõ ïåðåêðåñò-êàõ ïîðîæäàþò èäåàë â ñâîáîäíîé áåñêîíå÷íîìåðíîé àëãåáðå Ëè, îáðàçî-âàííîé êîììóòàòîðàìè.Îáîçíà÷èì ïîëó÷èâøèåñÿ �àêòîð�àëãåáðû Ëè ïî ñîîòâåòñòâóþùèì èäå-àëàì ÷åðåç Lien(L), Lie+(L) è Lie−(L) ñîîòâåòñòâåííî.Òåîðåìà 3.16. Àëãåáðû Ëè Lien(L), Lie+(L), Lie−(L) ÿâëÿþòñÿ èíâàðè-àíòàìè âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé.Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1 îáèíâàðèàíòíîñòè (âèðòóàëüíûõ) ãðóïïîèäîâ.Ïîëó÷åííûå àëãåáðû ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè âèðòóàëüíûõ óçëîâ, íîîíè áåñêîíå÷íîìåðíû, è ñ íèìè òðóäíî ðàáîòàòü. �àññìîòðèì �îðìóëû äëÿâèðòóàëüíûõ ãðóïïîèäîâ, èñïîëüçóåìûå â ýòèõ àëãåáðàõ, áîëåå äåòàëüíî èïîïðîáóåì ïîñòðîèòü áîëåå ïðîñòûå è óäîáíûå èíâàðèàíòû âèðòóàëüíûõçàöåïëåíèé.



3.3. Âèðòóàëüíûå óçëû è áåñêîíå÷íîìåðíûå àëãåáðû Ëè 131ÎáîáùåíèÿÔàêòîðèçàöèÿ ïîëó÷åííîé àëãåáðû Ëè ïî èäåàëó, çàâèñÿùåìó òîëüêî îòàëãåáðû Ëè, íî íå îò êîïðåäñòàâëåíèÿ (íàïðèìåð, ïîðîæäåííîìó âñåìèêîììóòàòîðàìè ïîðÿäêà k) çàäàåò èíâàðèàíò çàöåïëåíèé. Ýòà îïåðàöèÿïðèâîäèò ê êîíå÷íîìåðíûì àëãåáðàì Ëè � èíâàðèàíòàì óçëîâ.Îäíàêî ìû ìîæåì çàáûòü î ïðîèñõîæäåíèè îïåðàöèè ◦ è èñïîëüçîâàòüòîëüêî åå �îðìàëüíûé âèä, ïîëó÷àåìûé èç �îðìóëû Äûíêèíà, è ìîäè�è-öèðîâàòü åãî. Êàê îêàçûâàåòñÿ, ýòî ïðèâîäèò ê èíâàðèàíòàì âèðòóàëüíûõóçëîâ ñî çíà÷åíèÿìè â àëãåáðàõ Ëè � êîíå÷íîìåðíûõ èëè áåñêîíå÷íîìåð-íûõ � êîòîðûå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ïðîèñõîäÿò èç ãðóïïîèäà, ñâÿçàííîãî ñãðóïïàìè.�àññìîòðèì ñàìûé ïåðâûé ÷ëåí �îðìóëû Áåéêåðà-Êýìïáåëëà-Õàóñäîð�à
log(exp(a) exp(b)). Ïåðâîå ïðèáëèæåíèå äàåò íàì a + b + 1

2 [a, b]. Òàêèì îá-ðàçîì, ïåðâîå ïðèáëèæåíèå äëÿ a ◦ b (â �îðìå log(exp(b) exp(a) exp(−b)))èìååò âèä a− [a, b]. Ïðèâåäåííàÿ âûøå �îðìóëà çàäàåò îïåðàöèþ äèñòðè-áóòèâíîãî ãðóïïîèäà, åñëè ìû ïðî�àêòîðèçóåì ïîëó÷èâøóþñÿ àëãåáðó Ëèïî èäåàëó, ïîðîæäåííîìó âñåìè êîììóòàòîðàìè âèäà [[x, y], z]. Ýòî ñëåäóåòèç îáùèõ ñîîáðàæåíèé: èíâàðèàíòíûé ãðóïïîèä�àëãåáðà Ëè �àêòîðèçóåò-ñÿ ïî èäåàëó, êîòîðûé íå çàâèñèò îò èñõîäíîãî çàöåïëåíèÿ.Ìîæíî ïîñòðîèòü è áîëåå èñêóñíûé ïðèìåð. À èìåííî, ðàññìîòðèì êîëü-öî R âñåõ �îðìàëüíûõ ðÿäîâ îò ñòåïåíåé ïåðåìåííîé ε íàä Q.Ïîëîæèì
a ◦ b = a + ε[a, b]. (3.17)Òåîðåìà 3.17. Äëÿ ëþáîé àëãåáðû Ëè g íàä R è åå äâóõñòîðîííåãî èäåà-ëà h, ïîðîæäåííîãî âûðàæåíèÿìè âèäà [[x, z], [y, z]], îïåðàöèÿ (3.17) çàäàåòíà ñîîòâåòñòâóþùåé �àêòîðàëãåáðå êîððåêòíî îïðåäåëåííûé äèñòðèáó-òèâíûé ãðóïïîèä; îáðàòíàÿ îïåðàöèÿ çàäàåòñÿ ïî ïðàâèëó

a/b = a +
∞

∑

k=1

−k(ε)k(a · bk)o, (3.18)



3.3. Âèðòóàëüíûå óçëû è áåñêîíå÷íîìåðíûå àëãåáðû Ëè 132Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü îáðàòíîé îïåðàöèè ñëå-äóåò èç �îðìóëû (3.18). Äåéñòâèòåëüíî, ðåøàÿ óðàâíåíèå c ◦ b = a øàã çàøàãîì (ïî ñòåïåíÿì ε), ìû áóäåì ïîëó÷àòü:
c ≡ a(mod ε),
c ≡ a − [a, b](mod ε2),
c ≡ a− [a, b] + [[a, b], b](mod ε3) è ò.ä., ïðè÷åì êàæäîå ïîñëåäóþùåå ïðè-áëèæåíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé ïðåäûäóùåãî â �îðìóëó

[a, b] = c(mod )ε2.Èäåìïîòåíòíîñòü î÷åâèäíà, òàê êàê âñå êîììóòàòîðû ïåðåìåííîé ñ ñà-ìîé ñîáîé ðàâíû íóëþ.Ïðîâåðèì ñîîòíîøåíèå äèñòðèáóòèâíîñòè.Ìû èìååì
(a ◦ b) ◦ c = (a + 2ε(ab + ac) + 3ε2abc)o. (3.19)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì,

(a ◦ c) ◦ (b ◦ c) = (a + 2ε(ab + ac) + 3ε2(acb − bca))o (3.20)Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû èñïîëüçîâàëè òîò �àêò, ÷òî [[a, c], [b, c]] = 0âñëåäñòâèå �àêòîðèçàöèè.Óòâåðæäåíèå òåîðåìû òåïåðü ñëåäóåò èç òîæäåñòâà ßêîáè.Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííóþ àëãåáðó Ëè ÷åðåç Li(K). Òåì ñàìûì ïîëó÷èìîòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà (êëàññè÷åñêèõ è âèðòóàëüíûõ) óçëîâ âî ìíîæå-ñòâî (áåñêîíå÷íîìåðíûõ) àëãåáð Ëè.Ïðèìåðû.�àññìîòðèì èíâàðèàíò Li(K) óçëîâ (ïðè ïîñòðîåíèè êîòîðîãî ìû èãíî-ðèðóåì âèðòóàëüíûå ïåðåêðåñòêè), ïðî�àêòîðèçîâàííûé ïî ε = 1. Îòìå-òèì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ àëãåáðà Ëè Li(K) îïðåäåëåíà êîððåêòíî: âñå ñîîòíî-øåíèÿ â ýòîé àëãåáðå çàïèñûâàþòñÿ â âèäå ñîîòíîøåíèé íà äóãè äèàãðàììñ îïåðàöèåé ◦, ïðè ýòîì îïåðàöèÿ a ◦ b ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ñóììîé êîììó-òàíòîâ (à íå áåñêîíå÷íûì ðÿäîì).Äëÿ áîëüøèíñòâà óçëîâ îí äàåò áåñêîíå÷íîìåðíóþ àëãåáðó Ëè.



3.4. Èåðàðõèÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ 133Ïîêàæåì, ÷òî ýòîò èíâàðèàíò çàäàåò êîíå÷íîìåðíûå àëãåáðû Ëè äëÿâîñüìåðêè è òðèëèñòíèêà.Äåéñòâèòåëüíî, â ñëó÷àå òðèëèñòíèêà ìû èìååì òðè äóãè a, b, c è òðèïåðåêðåñòêà; â ïîñëåäíèõ ìû âûïèñûâàåì êîììóòàòîðû. Ìû ïîëó÷àåì òðèñîîòíîøåíèÿ: a + [a, b] = c, b + [b, c] = a, c + [c, a] = b. Òàêèì îáðàçîì, âñåïåðâûå êîììóòàòîðû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îáðàçóþùèå, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òîàëãåáðà ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíîé.Â ñëó÷àå âîñüìåðêè ìû èìååì ÷åòûðå îáðàçóþùèå; â ïåðåêðåñòêàõ âû-ïèñûâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ ñîãëàñíî ðèñ. 3.27.

�èñ. 3.27. �àçìå÷åííàÿ âîñüìåðêàÂ ïåðâîì ïåðåêðåñòêå ìû ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå d ◦ c = a; âòîðîé ïåðå-êðåñòîê íàì äàåò b ◦ d = a; â òðåòüåì ïåðåêðåñòêå ìû èìååì b ◦ a = c, à â÷åòâåðòîì ïîëó÷àåì d◦b = c. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè âûðàæåíèå äëÿòðåõ èç øåñòè ïåðâûõ êîììóòàòîðîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, [b, d] = a − b, [d, b] =
c − d, èç ÷åãî ëåãêî ñëåäóåò êîíå÷íîìåðíîñòü ðàññìàòðèâàåìîé àëãåáðû.3.4. Èåðàðõèÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâÀëãåáðàè÷åñêàÿ è êîìáèíàòîðíàÿ òåõíèêà, àíàëîãè÷íàÿ ðàçâèòîé â íà-ñòîÿùåé ãëàâå, óñïåøíî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ äðóãèõ îáîáùåíèé óçëîâ è ïëîñ-êèõ êðèâûõ.Íàñòîÿùèé ðàçäåë ïîñâÿùåí èåðàðõè÷åñêèì ïëîñêèì âèðòóàëüíûì óç-



3.4. Èåðàðõèÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ 134ëàì. Ïîíÿòèå èåðàðõè÷åñêèõ óçëîâ áûëî âïåðâûå ââåäåíî Ë.Êàó�ìàíîì â[FKM℄; èì æå áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à êëàññè�èêàöèè ýòèõ îáúåêòîâ. Â íà-ñòîÿùåì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ ïðèíàäëåæàùèå àâòîðó ðåçóëüòàòû, âïåðâûåîïóáëèêîâàííûå â ðàáîòå [Man8℄.Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 3.18.3.4.1. Ïëîñêèå âèðòóàëüíûå óçëûÂîçíèêàþùèå íà ìíîæåñòâå âèðòóàëüíûõ óçëîâ (èëè, ñîãëàñíî òåðìè-íîëîãèè [Tur4℄, âèðòóàëüíûõ ñòðóí) àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû (ñêîáêà Ëè�îëäìàíà è êîñêîáêà Ëè Òóðàåâà, ñì. îïèñàíèå â [Tur4, Gold℄) ïðèâîäÿòê èäåå åñòåñòâåííûõ îáîáùåíèé ïëîñêèõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ. Ýòî ñëóæèòìîòèâàöèåé íàñòîÿùåãî ðàçäåëà.Òàê, ïëîñêèå âèðòóàëüíûå óçëû (ñì. îïðåäåëåíèå â ãë. 1), çàäàâàåìûåïëîñêèìè ÷åòûðåõâàëåíòûìè ãðà�àìè, òàêæå èìåþò èíòåðïðåòàöèþ â âè-äå êðèâûõ íà ïîâåðõíîñòÿõ, ðàññìîòðåííûõ ñ òî÷íîñòüþ ãîìîòîïèè è ñòà-áèëèçàöèè.Êëàññû ãîìîòîïèé êðèâûõ íà ïîâåðõíîñòÿõ èìåþò ñòðóêòóðû àëãåáð Ëè(�îëäìàíà) è êîàëãåáð Ëè (Òóðàåâà), êâàíòîâàíèå êîòîðûõ ïðèâîäèò ê îïè-ñàíèþ ñòðóêòóð ñêåéí-ìîäóëåé óçëîâ â óòîëùåííûõ ïîâåðõíîñòÿõ [Tur4℄.Ïëîñêèå âèðòóàëüíûå óçëû ìîæíî ïîíèìàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ìûðàññìàòðèâàåì ÷åòûðåõâàëåíòíûå ãðà�û íà ïëîñêîñòè è îáúÿâëÿåì äâàãðà�à ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îäèí èç íèõ ìîæåò áûòü ïåðåñòðîåí â äðóãîéïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì îñîáûõ äâèæåíèé, êîòîðûå ìû äëÿ êðàò-êîñòè íàçûâàåìûõ äâèæåíèÿìè �åéäåìåéñòåðà. Ïðè ýòîì â ñëó÷àå ïåðâî-ãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà ïåðåêðåñòîê ìîæåò èìåòü ïðîèçâîëüíûé òèï,äëÿ âòîðîãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà ìû òðåáóåì, ÷òîáû ëèáî îáà ïåðå-êðåñòêà áûëè êëàññè÷åñêèìè, ëèáî îáà � âèðòóàëüíûìè; â ñëó÷àå òðåòüåãîäâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà ìû ðàçðåøàåì äóãå, ñîäåðæàùåé êëàññè÷åñêèåïåðåêðåñòêè, ïðîõîäèòü ñêâîçü êëàññè÷åñêèé ïåðåêðåñòîê, à òàêæå äóãå,ñîäåðæàùåé âèðòóàëüíûå ïåðåêðåñòêè, ïðîõîäèòü êàê ÷åðåç êëàññè÷åñêèå,òàê è ÷åðåç âèðòóàëüíûå ïåðåêðåñòêè, ñì. ðèñ. 1.18.Èíûìè ñëîâàìè, ïðàâèëî äëÿ äâèæåíèé �åéäåìåéñòåðà äëÿ ïëîñêèõ âèð-òóàëüíûõ óçëîâ ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà ïåðâîå



3.4. Èåðàðõèÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ 135äâèæåíèå �åéäåìåéñòåðà íå íàêëàäûâàåòñÿ íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé. Äëÿ âòî-ðîãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà ìû òðåáóåì, ÷òîáû îáà ïåðåêðåñòêà áûëèîäíîãî òèïà, à äëÿ òðåòüåãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà ìû ðàçðåøàåì âåò-âè, ñîäåðæàùåé äâà ïåðåêðåñòêà òèïà i, ïðîõîäèòü ñêâîçü ïåðåêðåñòîê òèïà
j åñëè è òîëüêî åñëè i > j, ãäå > ÿâëÿåòñÿ áèíàðíûì îòíîøåíèåì (â íà-øåì ñëó÷àå îáû÷íîå îòíîøåíèå > íà ìíîæåñòâå {1, 2}). Çäåñü ìû èìååìäâà òèïà ïåðåêðåñòêîâ: 1 ñîîòâåòñòâóåò êëàññè÷åñêèì ïåðåêðåñòêàì, à 2 �âèðòóàëüíûì.Âìåñòî äâóõ òèïîâ ïåðåêðåñòêîâ ìû ìîæåì ðàçðåøèòü ðàññòàâëÿòü ïåðå-êðåñòêè èç ïðîèçâîëüíîãî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà M . Â ýòîìñëó÷àå âåòâü ñ êëàññè÷åñêèìè ïåðåêðåñòêàìè, èìåþùèìè ìåòêè i, ìîæåòïðîõîäèòü ñêâîçü ïåðåêðåñòîê ñ ìåòêîé j åñëè è òîëüêî åñëè i > j.Èòàê, òåîðèÿ ïëîñêèõ âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé èìååò ñëåäóþùóþ ïåðå-�îðìóëèðîâêó:1. Îñíîâíûå îáúåêòû ïëîñêîé èåðàðõèè � ýòî ÷åòûðåõâàëåíòûå ãðà�û íàïëîñêîñòè, ñíàáæåííûå ñïåöèàëüíîé ñòðóêòóðîé â ïåðåêðåñòêàõ: êëàñ-ñè÷åñêèå ïåðåêðåñòêè èìåþò ìåòêó 1, à âèðòóàëüíûå ïåðåêðåñòêè èìå-þò ìåòêó 2.2. Äâà îáúåêòà íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îäèí èç íèõ ìîæíî ïå-ðåñòðîèòü âî âòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñëåäóþùèõ âàðèàíòîâ äâè-æåíèé �åéäåìåéñòåðà, óêàçàííûõ íà ðèñ. 3.28.
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�èñ. 3.28. Äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà äëÿ èåðàðõè÷åñêèõ óçëîâ



3.4. Èåðàðõèÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ 136Â ñëó÷àå ïåðâîãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà âîçìîæíà ëþáàÿ ìåòêàäëÿ ïåðåêðåñòêà.Â ñëó÷àå âòîðîãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà ìû òðåáóåì, ÷òîáû îáàïåðåêðåñòêà èìåëè îäèíàêîâûå ìåòêè.Â ñëó÷àå òðåòüåãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà ìû òðåáóåì, ÷òîáû ïðèïðîõîæäåíèè âåòâè óçëà γ ÷åðåç âåðøèíó ñ ìåòêîé x, ìåòêè äâóõ âåð-øèí, ëåæàùèõ íà γ îáà áûëè ðàâíû y, ïðè ýòîì y > x.Ïîñëåäíåå óñëîâèå íà òðåòüå äâèæåíèå �åéäåìåéñòåðà îçíà÷àåò, ÷òî âåò-âè, ñîäåðæàùåå ëèøü âèðòóàëüíûå ïåðåêðåñòêè, ìîãóò ïðîõîäèòü ñêâîçüêëàññè÷åñêèå ïåðåêðåñòêè, ïðè ýòîì âåòâè, ñîñòîÿùèå èç êëàññè÷åñêèõ ïå-ðåêðåñòêîâ, íå ìîãóò ïðîõîäèòü ñêâîçü âèðòóàëüíûå ïåðåêðåñòêè.Êàê áûëî ñêàçàíî âî ââåäåíèè, ïëîñêèå âèðòóàëüíûå óçëû ëåãêî êëàññè-�èöèðóþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêè (îíè ïðèâîäÿòñÿ ê ìèíèìàëüíîìó ïðåäñòàâèòå-ëþ ïîñðåäñòâîì äåñòàáèëèçàöèé è óìåíüøàþùèõ äâèæåíèé �åéäåìåéñòå-ðà; ìèíèìàëüíûé ïðåäñòàâèòåëü îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî òðåòüåãî äâè-æåíèÿ �åéäåìåéñòåðà).Îáîáùèì òåïåðü ïîíÿòèå ïëîñêèõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ (âèðòóàëüíûõ ñòðóí)ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü M � ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì çàäàíî áèíàðíîåîòíîøåíèå α 6 β (íå îáÿçàòåëüíî àöèêëè÷åñêîå, ò.å. èç ñîîòíîøåíèé α 6 βè β 6 α, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñëåäóåò, ÷òî α = β). Ïðè ýòîì çàïèñü β > αýêâèâàëåíòíà çàïèñè α 6 β.Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ÷åðòûðåõâàëåíòíûå ãðà�û íà ïëîñêîñòè è ñîïî-ñòàâëÿòü ïåðåêðåñòêàì ìåòêè èç ìíîæåñòâà M . Ïðè ýòîì ñêàæåì, ÷òî äâàìå÷åíûõ ÷åòûðåõâàëåíòíûõ ãðà�à ýêâèâàëåíòíû åñëè è òîëüêî åñëè îäèíèç íèõ ïîëó÷àåòñÿ èç äðóãîãî ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì äâèæåíèé�åéäåìåéñòåðà ñ îãðàíè÷åíèÿìè, îïèñàííûìè âûøå.Áóäåì ñòðîèòü èíâàðèàíò òàêèõ îáúåêòîâ êîìáèíàòîðíûì îáðàçîì, àíà-ëîãè÷íî âèðòóàëüíûì ãðóïïîèäàì.3.4.2. Àëãåáðàè÷åñêèé �îðìàëèçìÔèêñèðóåì ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî M ñ áèíàðíûì îòíîøå-íèåì 6.



3.4. Èåðàðõèÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ 137Ïóñòü äàí îðèåíòèðîâàííûé ïëîñêèé ÷åòûðåõâàëåíòíûé ãðà� D, âñåâåðøèíû êîòîðîãî ïîìå÷åíû ýëåìåíòàìè èçM . Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì òà-êèå ãðà�û íàçûâàòüM -èåðàðõè÷åñêèìè äèàãðàììàìè.ÄóãîéM -èåðàðõè÷åñêîéäèàãðàììû ìû íàçûâàåì ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó ìíîæåñòâà, ïîëó÷åííîãî óäà-ëåíèåì èç D âñåõ âåðøèí. Òîãäà D çàäàåò èåðàðõè÷åñêóþ äèàãðàììó.Êàæäàÿ èåðàðõè÷åñêàÿ äèàãðàììà çàäàåò èåðàðõè÷åñêîå çàöåïëåíèå èçíåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà êîìïîíåíò. Êîìïîíåíòû èåðàðõè÷åñêîãî çàöåïëåíèÿ� ýòî óíèêóðñàëüíûå êðèâûå ñîîòâåòñòâóþùåãî ïëîñêîãî ãðà�à.Ïóñòü ìû èìååì èåðàðõè÷åñêóþ äèàãðàììó F çàöåïëåíèÿ èç n êîìïî-íåíò. Ïåðåíóìåðóåì êîìïîíåíòû èåðàðõè÷åñêîãî çàöåïëåíèÿ ÷èñëàìè îò 1äî n.Êàæäàÿ âåðøèíà (ïåðåêðåñòîê) ýòîé äèàãðàììû èìååò ìåòêó j, à òàêæåäâà äîïîëíèòåëüíûõ ÷èñëà � íîìåðà êîìïîíåíò çàöåïëåíèÿ: x, ñîîòâåò-ñòâóþùèé âåòâè þãî-çàïàä � ñåâåðî-âîñòîê è y, ñîîòâåòñòâóþùèé âåòâèþãî-âîñòîê� ñåâåðî-çàïàä, ñì. ðèñ. 3.29.
j

x y�èñ. 3.29. ÏåðåêðåñòîêÏåðåíóìåðóåì äóãè íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè (ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì).Ñîïîñòàâèì òåïåðü äóãå ñ íîìåðîì i ýëåìåíò ai. Ýòè ýëåìåíòû áóäóò îáðà-çóþùèìè òîãî ìîäóëÿ N � èíâàðèàíòà èåðàðõè÷åñêîãî çàöåïëåíèÿ, êîòî-ðûé ìû ñòðîèì.Ïîñëå ïåðåíóìåðàöèè âñåõ äóã òàêèì îáðàçîì, çàäàäèì ñîîòíîøåíèÿ âïåðåêðåñòêàõ. Îíè çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.Ïóñòü äàí ïåðåêðåñòîê ñ ìåòêîé j, êîòîðûé îòíîñèòñÿ ê äóãàì #x è
#y (ïîðÿäîê äóã íå èìååò çíà÷åíèÿ). Ïóñòü ýëåìåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèåâõîäÿùèì äóãàì, ðàâíû a è b (ñîîòâåòñòâåííî, ëåâûé íèæíèé è ïðàâûé



3.4. Èåðàðõèÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ 138íèæíèé, åñëè äóãè îðèåíòèðîâàíû ñíèçó ââåðõ). Òîãäà ñîîòíîøåíèÿ áóäóòâûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
c = b − P j

xya (3.21)è
d = a + P j

xyb, (3.22)ãäå c è d � èñõîäÿùèå äóãè � ëåâàÿ è ïðàâàÿ, ñì. ðèñ. 3.30.

a b

c=b-P a      d=a+P b
xy xy

j j

j

�èñ. 3.30. Ñîîòíîøåíèå äëÿ èåðàðõè÷åñêîãî óçëàÌû åùå íå îïðåäåëèëè P j
xy. Êàêèì äîëæíû áûòü ýòè ýëåìåíòû, ÷òîáûàëãåáðàè÷åñêèé �îðìàëèçì (ïîäîáíûé òîìó, êîòîðûé áûë ðàçâèò äëÿ ãðóï-ïîèäîâ, âèðòóàëüíûõ ãðóïïîèäîâ, áèãðóïïîèäîâ) ïðèâîäèë ê èíâàðèàíòóèåðàðõè÷åñêèõ çàöåïëåíèé?�àññìîòðèì �îðìàëüíóþ íåêîììóòàòèâíóþ àññîöèàòèâíóþ àëãåáðó (íàäïðîèçâîëüíûì êîëüöîì êîý��èöèåíòîâ, íàïðèìåð, íàä Q), ïîðîæäåííóþ�îðìàëüíûìè ýëåìåíòàìè P i
xy, ãäå x, y ïðîáåãàþò ìíîæåñòâî C êîìïîíåíòçàöåïëåíèÿ, à i ïðîáåãàåò ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî M , â êîòîðîìèìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:Äëÿ ëþáûõ i, x, y:

P i
xy = P i

yx. (3.23)Äëÿ ëþáûõ i, j ∈ M : i 6 j è äëÿ ëþáûõ x, y, z, t:
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P i

xyP
j
zt = 0. (3.24)Îáîçíà÷èì àëãåáðó (íàä ïîëåì Q), îïðåäåëåííóþ ñîîòíîøåíèÿìè (3.24),(3.23), ÷åðåç A(C).Êàê áóäåò âèäíî â äàëüíåéøåì, ýòè ñîîòíîøåíèÿ íåîáõîäèìû äëÿ èíâà-ðèàíòíîñòè îáúåêòà, êîòîðûé ìû ñòðîèì, îòíîñèòåëüíî äâèæåíèé �åéäå-ìåéñòåðà.Ñîïîñòàâèì òåïåðüM -èåðàðõè÷åñêîé äèàãðàììåD, êîìïîíåíòû êîòîðîéçàíóìåðîâàíû ýëåìåíòàìè èç ìíîæåñòâà C, ïðàâûé ìîäóëü íàä àëãåáðîé

A(C) ñëåäóþùèì îáðàçîì.Âûáåðåì âñå äóãè a1, . . . , ak ýòîé äèàãðàììû â êà÷åñòâå îáðàçóþùèõ íàäêîëüöîì A(C). Ïðî�àêòîðèçóåì ñâîáîäíûé ìîäóëü, ïîðîæäåííûé äóãàìè
a1, . . . , ak, ïî ñîîòíîøåíèÿì (3.21) è (3.22) â ïåðåêðåñòêàõ, à òàêæå ïî ñî-îòíîøåíèÿì âèäà (3.25), ñîñòîÿùèì â ñëåäóþùåì.Äëÿ ëþáûõ i, j, i > j, äëÿ ëþáûõ x, y, z, t ∈ C è äëÿ ëþáûõ l, m = 1, . . . , kïðè �èêñèðîâàííûõ i, j âñå ýëåìåíòû ìîäóëÿ âèäà

P i
xyP

j
ztal (3.25)ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì îáîçíà÷àòü âñå ýòè ýëåìåíòû÷åðåç P iP j∗.Èíûìè ñëîâàìè, ìû òðåáóåì, ÷òîáû ïîïàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíÿëèñüíóëþ â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ (3.24), à èìåííî, ïðè i 6 j, ýòî âõîäèòâ îïðåäåëåíèå êîëüöà A(C). Ïðè ýòîì â ñëó÷àå, åñëè òàêîå ïðîèçâåäåíèåíå ðàâíî íóëþ, ìû òðåáóåì, ÷òîáû îíî áûëî íåêîòîðûì ýëåìåíòîì íàøåãîìîäóëÿ, çàâèñÿùèì òîëüêî îò èíäåêñîâ i è j.Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííûé ìîäóëü ÷åðåç N(D).Çàìå÷àíèå 3.9. Â ñëó÷àå, êîãäà èìååòñÿ âñåãî îäíà êîìïîíåíòà, ìû ìî-æåì çàáûòü ïðî íèæíèå èíäåêñû è ñòðîèòü àíàëîãè÷íîå êîëüöî A (áåç

C) è ìîäóëü, ñîîòâåòñòâóþùèé çàöåïëåíèþ.Òåîðåìà 3.18. Ìîäóëü N(D) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì èåðàðõè÷åñêèõ çà-öåïëåíèé.



3.4. Èåðàðõèÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ 140Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà èìååòñÿ ÷àñòü äèà-ãðàììû, ïðåòåðïåâàþùàÿ èçìåíåíèÿ; ó ýòîé ÷àñòè äèàãðàììû åñòü âõî-äÿùèå è èñõîäÿùèå ðåáðà. Íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî âûðàæåíèå ýëåìåí-òîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ èñõîäÿùèì ðåáðàì, ÷åðåç ýëåìåíòû, ñîîòâåòñòâóþ-ùèå âõîäÿùèì ðåáðàì, íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïðèìåíåíèè äâèæåíèé �åéäåìåé-ñòåðà; ïðè ýòîì ìåòêè, ñîîòâåòñòâóþùèå �ïðîìåæóòî÷íûì ðåáðàì�, ìîæíîèñêëþ÷èòü èç ÷èñëà îáðàçóþùèõ, òàê êàê îíè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç âõîäÿùèåðåáðà (ðàññóæäåíèå ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.3).Ìû ðàññìîòðèì ïî îäíîìó ñëó÷àþ äëÿ êàæäîãî èç òðåõ äâèæåíèé �åé-äåìåéñòåðà. Âñå îñòàëüíûå ñëó÷àè ïðîâåðÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.Â ñëó÷àå ïåðâîãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà ìû èìååì äåëî ðîâíî ñ îäíîéêîìïîíåíòîé çàöåïëåíèÿ è îäíèì ïåðåêðåñòêîì; òàêèì îáðàçîì, ïðè ïðî-âåðêå èíâàðèàíòíîñòè áóäåò �èãóðèðîâàòü òîëüêî îäíà îáðàçóþùàÿ P i
ppêîëüöà, êîòîðóþ ìû äëÿ êðàòêîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç P , ñì. ðèñ.3.31.

a

b

x

�èñ. 3.31. Ïåðâîå äâèæåíèå �åéäåìåéñòåðàÌû âèäèì, ÷òî ðåáðî íà âõîäå a ñâÿçàíî ñ ïðîìåæóòî÷íûì ðåáðîì x èñ ðåáðîì íà âûõîäå ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:
a + Px = x, x − Pa = b.Òàêèì îáðàçîì ìû ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèÿì: (1− P )x = a, îòêóäà âû-òåêàåò x = (1+P )a. Îòñþäà ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî b = (1+P )a−Px = a, ïðèýòîì x âûðàæàåòñÿ ÷åðåç a, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî èíâàðèàíòíîñòèîòíîñèòåëüíî ïåðâîãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà.�àññìîòðèì òåïåðü âòîðîå äâèæåíèå �åéäåìåéñòåðà. Ñîãëàñíî îïðåäå-
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a
b

c=a d=b

y x

i

i�èñ. 3.32. Âòîðîå äâèæåíèå �åéäåìåéñòåðàëåíèþ, îáà ïåðåêðåñòêà, ó÷àñòâóþùèå â äâèæåíèè, èìåþò îäíó è òó æåìåòêó; êðîìå òîãî, ìû èìååì ïàðó äóã 
 íîìåðàìè k, l â ïåðâîì ïåðåêðåñò-êå è ýòè æå äóãè âî âòîðîì ïåðåêðåñòêå. Òàêèì îáðàçîì, ìû îïÿòü ìîæåìîáîéòèñü áåç âåðõíèõ èíäåêñîâ è ïèñàòü ïðîñòî P i âìåñòî P i
kl.Âòîðîå äâèæåíèå �åéäåìåéñòåðà èçîáðàæåíî íà ðèñ. 3.32.Ìû èìååì äâà âõîäÿùèõ ðåáðà a, b. Îñòàëüíûå ðåáðà âûðàæàþòñÿ ÷åðåçíèõ ïîñðåäñòâîì ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé: x = a + P ib, y = b − P ia, c =

x − P iy = a + P ib − P ib + P iP ia = a, d = y + P ix = b.Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåðåñóþùèé íàñ ìîäóëü ïîðîæäåí äóãàìè a è b, à òàê-æå âíåøíèìè äóãàìè (íå èçîáðàæåííûìè íà ðèñóíêå è îäèíàêîâûìè äî èïîñëå ïðèìåíåíèÿ äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà). Ýòî ïðèâîäèò íàñ ê èíâàðè-àíòíîñòè îòíîñèòåëüíî âòîðîãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà.Ïåðåéäåì ê òðåòüåìó äâèæåíèþ �åéäåìåéñòåðà, èçîáðàæåííîìó íà ðèñ. 3.33.Çäåñü ìû èìååì òðè âõîäÿùèõ ðåáðà a, b, c (êîòîðûå íà ðèñóíêå èçîá-ðàæåíû íàêëîííûìè áóêâàìè), ìåòêè â âåðøèíàõ (ïðè ýòîì èìååò ìåñòîñîîòíîøåíèå r > s), à òàêæå íîìåðà êîìïîíåíò (â íàøåì ñëó÷àå i, j, k),êîòîðûå ìû èçîáðàæàåì æèðíûì øðè�òîì.Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñå ïðîìåæóòî÷íûå ðåáðà êàê íà ëåâîé êàðòèíêå, òàêè íà ïðàâîé, âûðàæàþòñÿ ÷åðåç âõîäÿùèå ðåáðà.Òàêèì îáðàçîì, íàì íóæíî ïðîâåðèòü ñîâïàäåíèå âûðàæåíèÿ èñõîäÿùèõðåáåð ÷åðåç âõîäÿùèå äëÿ ëåâîé è ïðàâîé êàðòèíîê (êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿîäíà èç äðóãîé ïðèìåíåíèåì òðåòüåãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà).Íà ëåâîé êàðòèíêå èñõîäÿùèå ðåáðà çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
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�èñ. 3.33. Òðåòüå äâèæåíèå �åéäåìåéñòåðà
a + P s

jkb − P r
ijc,

b − P s
jka − P r

ikc è
c + P r

ik(b − P s
jka) + P r

ij(a + P s
jkb).Íà ïðàâîé êàðòèíêå �îðìóëû äëÿ èñõîäÿùèõ ðåáåð âûãëÿäÿò òàê:

a − P r
ijc + P s

jkb,
b − P r

ik(c + P r
ija) − P s

jk(a − P r
ijc),

c + P r
ija + P r

ikbËåãêî âèäåòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò ââèäó àêñèîì(3.23,3.24) êîëüöà M , à òàêæå ñîîòíîøåíèé (3.25). Òåì ñàìûì ìû çàâåðøè-ëè ïðîâåðêó èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî òðåòüåãî äâèæåíèÿ �åéäåìåé-ñòåðà è, âìåñòå ñ íåé, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.3.4.3. ÏðèìåðûÏðîñòåéøèìè ïðèìåðàìè èåðàðõè÷åñêèõ çàöåïëåíèé ÿâëÿþòñÿ òðèâè-àëüíûå çàöåïëåíèÿ èç ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà êîìïîíåíò. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿòðèâèàëüíîãî k-êîìïîíåíòíîãî èåðàðõè÷åñêîãî çàöåïëåíèÿ ìû ïîëó÷èì ñâî-áîäíûé k-ìåðíûé ìîäóëü íàä A.Ñòàíäàðòíàÿ òåíü òðèëèñòíèêà, ó êîòîðîé äâà èç òðåõ ïåðåêðåñòêîâ èìå-þò îäèíàêîâûå ìåòêè, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èåðàðõè÷åñêèé óçåë, ñâîäèìûéê òðèâèàëüíîìó, ñì. ðèñ. 3.34. Äåéñòâèòåëüíî, ñíà÷àëà ìû ïðèìåíèì âòî-



3.4. Èåðàðõèÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ 143ðîå äâèæåíèå �åéäåìåéñòåðà ê äâóì âåðøèíàì ñ îäèíàêîâûìè ìåòêàìè, àçàòåì óáåðåì îñòàâøóþñÿ ïåòëþ ïîñðåäñòâîì ïåðâîãî äâèæåíèÿ �åéäåìåé-ñòåðà.

�èñ. 3.34. Òðèâèàëüíûé èåðàðõè÷åñêèé óçåëÎäíàêî, åñëè ìû ïîñòàâèì òðè ðàçëè÷íûå ìåòêè, ñì. ðèñ. 3.35, ýòî áóäåòóæå íå òðèâèàëüíûé èåðàðõè÷åñêèé óçåë.
1

2 3

x

y�èñ. 3.35. Íåòðèâèàëüíûé èåðàðõè÷åñêèé óçåëÀ èìåííî, îáîçíà÷èì äâå äóãè ñëåâà ÷åðåç x è y, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ.3.35.Ïîêàæåì, ÷òî ìîäóëü, ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó óçëó, íå ÿâëÿåòñÿ ñâîáîä-íûì. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ó íàñ èìååòñÿ ðîâíî îäíà êîìïîíåíòà, ìûìîæåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ P j, ãäå j = 1, 2, 3, âìåñòî P j
11.Ïðî�àêòîðèçóåì íàø ìîäóëü ïî ñîîòíîøåíèÿì âèäà P iP jP k = 0.Ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ïåðâîãî ïåðåêðåñòêà ïàðà äóã (x, y) ïåðåõîäèò â ïàðó



3.4. Èåðàðõèÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ 144äóã (y − P 1x, x + P 1y) (çäåñü è äàëåå ñíà÷àëà óêàçûâàåòñÿ äóãà, ðàñïîëî-æåííàÿ ñâåðõó, à çàòåì äóãà, ðàñïîëîæåííàÿ ñíèçó).Ïîñëå âòîðîãî ïåðåêðåñòêà ìû ïîëó÷èì ïàðó äóã (x + (P 1 − P 2)y +
P 2P 1∗, y + (P 2 − P 1)x + P 2P 1∗).Íàêîíåö, ïîñëå òðåòüåãî ïåðåêðåñòêà ìû ïîëó÷èì ïàðó

(y + (P 2 − P 1 − P 3)x + (P 2P 1 + P 3P 2 − P 3P 1)y, x + (P 1 − P 2 + P 3)y +
(P 2P 1 + P 3P 2 − P 3P 1)x),Ýòè äâà ýëåìåíòà ñîîòâåòñòâóþò äâóì äóãàì, ðàñïîëîæåííûì ñïðàâà �ò.å. ðàâíû x è y ñîîòâåòñòâåííî.Îáîçíà÷èì P 1−P 2 +P 3 ÷åðåç P è îáîçíà÷èì P 2P 1 +P 3P 2−P 3P 1 ÷åðåç
Q. Çàìåòèì, ÷òî P2 = −Q,P3 = 0. Òîãäà ìû ïîëó÷èì

y − Px + Q∗ = x; x + Py + Q∗ = y (3.26). Çàïèñûâàÿ x â âèäå y−Py−Q∗, ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî y−Py+P2y =
y − Py + Q∗. Ýòî ñîîòíîøåíèå äåëàåò íàø ìîäóëü íåòðèâèàëüíûì. Áîëååòîãî, ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå íå âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèÿ, ïî êîòîðîìóìû �àêòîðèçîâàëè.Ñëåäîâàòåëüíî, èåðàðõè÷åñêàÿ ïëîñêàÿ äèàãðàììà, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ.3.35, íåòðèâèàëüíà.Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî �èåðàðõè÷åñêèå êîëüöà Áîð-ðîìåî�, ðàçìå÷åííûå òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.36 íå ýêâèâàëåíòíû òðè-âèàëüíîìó òðåõêîìïîíåíòíîìó çàöåïëåíèþ.Èçîáðàçèì êîëüöà Áîððîìåî ñëåäóþùèì îáðàçîì (â âèäå �çàìûêàíèÿêîñû�), ñì. ðèñ. 3.37.Ñëåâà ìû èìååì òðè ìåòêè (a, b, c). Ïîñëå ïåðâîãî ïåðåêðåñòêà (ïîìå-÷åííîãî êàê 1) îíè ïåðåõîäÿò â ñëåäóþùèå òðè ïåðåêðåñòêà (âûïèñûâàåìñâåðõó âíèç): (b − P 1a, a + P 1b, c).Äàëåå ìû èìååì (b − P 1a, c − P 3a − P 3P 1∗, a + P 1b + P 3c), çàòåì (c −
P 3a−P 3P 1∗−P 2b+P 2P 1∗, b−P 1a+P 2c, a+P 1b+P 3c), ïîñëå ýòîãî (ïîñëåïåðåêðåñòêà, ïîìå÷åííîãî êàê 1, ìû ïîëó÷àåì:

(c−P 3a−P 3P 1 ∗−P 2b + P 2P 1∗, a + P 3c, b + P 2c), äàëåå (a + P 3P 2∗, c−
P 3P 1 ∗ −P 2b + P 2P 1∗, b + P 2c) è, íàêîíåö,
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1

3

3
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�èñ. 3.36. Èåðàðõè÷åñêèå êîëüöà Áîððîìåî íå ýêâèâàëåíòíû òðèâèàëüíîìó çàöåïëåíèþ
a
b
c

1

13
2

2

3

�èñ. 3.37. Ìåòêè íà êîëüöàõ Áîððîìåî
(a + P 3P 2∗, b, c − P 3P 1 ∗ +P 2P 1∗).Èç ýòîãî âûòåêàþò íåòðèâèàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ: P 3P 2∗ = 0, à òàêæå

P 3P 1 ∗ −P 2P 1∗ = 0.



�ëàâà 4Ïîëèíîì Äæîíñà-Êàó�ìàíà è åãî îáîáùåíèÿ.ÀòîìûÏîëèíîì Äæîíñà (â �îðìå íîðìèðîâàííîé ñêîáêè Êàó�ìàíà) ÿâëÿåòñÿïðîñòîé è âìåñòå ñ òåì �óíäàìåíòàëüíîé êîíñòðóêöèåé èíâàðèàíòà êëàñ-ñè÷åñêèõ óçëîâ. Íà åå îñíîâå â ïîñëåäíåå âðåìÿ áûëè ïîñòðîåíû íåñêîëüêîçàìå÷àòåëüíûõ òåîðèé èíâàðèàíòîâ êëàññè÷åñêèõ óçëîâ � êâàíòîâûå èí-âàðèàíòû, ãîìîëîãèè Õîâàíîâà è äð, à òàêæå ìíîãî÷èñëåííûå îáîáùåíèÿïîëèíîìà Äæîíñà íà ñëó÷àé âèðòóàëüíûõ óçëîâ. Îðèãèíàëüíàÿ êîíñòðóê-öèÿ Äæîíñà áûëà ïðåäëîæåíà â [Jon1℄, âåðñèÿ â âèäå ñêîáêè Êàó�ìàíàâïåðâûå ïîÿâèëàñü â [Kau3℄. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì íàçûâàòü ýòîò èíâà-ðèàíò òàêæå ïîëèíîìîì Äæîíñà-Êàó�ìàíà.Çà ïîñëåäíèå íåñêîëüêî ëåò áûëà ïðåäëîæåíà [Kh℄ è ðàçâèòà ìîùíàÿêîíñòðóêöèÿ, îáîáùàþùàÿ ïîëèíîì Äæîíñà � êîìïëåêñ Õîâàíîâà.Ýòà êîíñòðóêöèÿ îòíîñèòñÿ ê ïîëèíîìó Äæîíñà â òîé æå ñòåïåíè, âêîòîðîé êîëüöî êîãîìîëîãèé íåêîòîðîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà îò-íîñèòñÿ ê åãî ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêå. Áîëåå òî÷íî, êîìïëåêñ Õîâàíîâàçàöåïëåíèÿ � ýòî íåêîòîðûé �îðìàëüíûé àëãåáðàè÷åñêèé êîìïëåêñ, âñåãîìîëîãèè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè ðàññìàòðèâàåìîãî çàöåïëå-íèÿ, à (ãðàäóèðîâàííàÿ) ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ñîâïàäàåò ñ ïîëèíîìîìÄæîíñà-Êàó�ìàíà1. �îìîëîãèÿì Õîâàíîâà áóäåò ïîñâÿùåíû ñëåäóþùèåäâå ãëàâû äèññåðòàöèè. �ëàâà 4 ÿâëÿåòñÿ â èçâåñòíîé ñòåïåíè ïîäãîòîâè-òåëüíîé ê ãëàâàì 5 è 6.Â ñëåäóþùåé ãëàâå ìû îïèøåì ðàçëè÷íûå ñïîñîáû îáîáùåíèÿ êîìïëåê-ñà Õîâàíîâà íà ñëó÷àé âèðòóàëüíûõ óçëîâ, ïðèíàäëåæàùèå àâòîðó, ñì.1Â íåñêîëüêî èíîé íîðìèðîâêå, ïðåäëîæåííîé Õîâàíîâûì. Ýòîò ïîëèíîì ïîëó÷àåòñÿ èç ïîëèíîìà Äæîíñà çàìåíîéïåðåìåííîé è óìíîæåíèåì íà ïîñòîÿííûé ïîëèíîìèàëüíûé ìíîæèòåëü.



4.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ 147[Ìà6, Ìà1, Ma11℄. Íà îñíîâå ñâîéñòâ ïîëèíîìà Äæîíñà è ãîìîëîãèé Õîâà-íîâà â ãëàâå 5 áóäóò äîêàçàíû òåîðåìû, óñòàíàâëèâàþùèå ìèíèìàëüíîñòüèëè íåêëàññè÷íîñòü íåêîòîðûõ âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé (ò.å. îòñóòñòâèå óäàííîãî âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ êëàññè÷åñêîé äèàãðàììû), îöåíèâàþùèåèõ õàðàêòåðèñòèêè (ðîä àòîìà è äð.). Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå âèðòóàëüíûõóçëîâ ñ íåîðèåíòèðóåìûìè àòîìàìè (ñì. îïð. íèæå) êîíñòðóêöèÿ Õîâàíîâàòðåáóåò âåñüìà íåòðèâèàëüíûõ ìîäè�èêàöèé, è ïîñòðîåííûå â ïÿòîé ãëà-âå ãåîìåòðè÷åñêèå îáîáùåíèÿ ñâÿçàíû ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè ìîäè�èêàöèÿìèèñõîäíîãî óçëà.Â øåñòîé ãëàâå (öåíòðàëüíîé â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè) êàæäîé äèà-ãðàììå ïðîèçâîëüíîãî âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ áóäåò ñîïîñòàâëåí öåïíîéêîìïëåêñ, ãîìîëîãèè êîòîðîãî áóäóò èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî äâèæåíèé�åéäåìåéñòåðà. Â ñëó÷àå êëàññè÷åñêèõ çàöåïëåíèé ýòîò êîìïëåêñ áóäåòèìåòü òå æå ãîìîëîãèè, ÷òî è îðèãèíàëüíûé êîìïëåêñ Õîâàíîâà.�åçóëüòàòû ãëàâ 5 è 6 � öåíòðàëüíûå â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè.Ïðè ýòîì á�îëüøàÿ ÷àñòü ðåçóëüòàòîâ ïÿòîé ãëàâû, îòíîñÿùàÿñÿ ê ìîäè-�èêàöèÿì êîíñòðóêöèè Õîâàíîâà, áóäåò âåðíà è äëÿ íîâîãî êîìïëåêñà.Íàñòîÿùàÿ ãëàâà ÿâëÿåòñÿ ïîäãîòîâèòåëüíîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãîìîëîãèéÕîâàíîâà äëÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ. Â êà÷åñòâå ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåçóëüòàòà� îñíîâíîãî â íàñòîÿùåé ãëàâå � ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé èíâàðèàíò, óòî÷íÿ-þùèé ïîëèíîì Äæîíñà, îáîçíà÷àåìûé ÷åðåç Ξ.Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîÿâèëèñü íîâûå èíâàðèàíòû, óñèëèâàþùèå ïîëèíîìÄæîíñà äëÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ (è äëèííûõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ), íî èñ-ïîëüçóþùèõ êîìáèíàòîðíûå èäåè (Ìèÿäçàâà [Miy℄, Êàìàäà, Èøèè, [IKK℄).4.1. Ïîëèíîì Äæîíñà�Êàó�ìàíàêëàññè÷åñêèõ è âèðòóàëüíûõ óçëîâÏóñòü äàíà îðèåíòèðîâàííàÿ äèàãðàììà L âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ ñ nêëàññè÷åñêèìè ïåðåêðåñòêàìè. �àññìîòðèì íåîðèåíòèðîâàííóþ äèàãðàì-ìó |L|, ïîëó÷àåìóþ èç L çàáûâàíèåì îðèåíòàöèè. Êàæäûé èç ïåðåêðåñòêîâäèàãðàììû |L| ìîæíî ðàçâåñòè îäíèì èç äâóõ ñïîñîáîâ: ïîëîæèòåëüíûì
A :I→O èëè îòðèöàòåëüíûì B :I→L. Âûáîð ðàçâåäåíèÿ âñåõ ïå-ðåêðåñòêîâ íàçûâàåòñÿ ñîñòîÿíèåì äèàãðàììû. Òàêèì îáðàçîì, äèàãðàììà



4.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ 148
|L| èìååò 2n ñîñòîÿíèé. Ïîñëå ðàçâåäåíèÿ äèàãðàììû ñîãëàñíî íåêîòîðîìóñîñòîÿíèþ, ìû ïîëó÷èì äèàãðàììó âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ áåç êëàññè÷å-ñêèõ ïåðåêðåñòêîâ. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåìîå âèðòóàëüíîå çàöåïëåíèå áó-äåò òðèâèàëüíûì. Ñîïîñòàâèì êàæäîìó ñîñòîÿíèþ s òðè ÷èñëà: α(s) � ÷èñ-ëî êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêîâ, ðàçâåäåííûõ ñïîñîáîì A, β(s) = (n− α(s))� ÷èñëî êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêîâ, ðàçâåäåííûõ ñïîñîáîì B è γ(s) �÷èñëî êîìïîíåíò (òðèâèàëüíîãî) çàöåïëåíèÿ â ñîñòîÿíèè s.Îïðåäåëèì ñêîáêó Êàó�ìàíà 〈·〉 íåîðèåíòèðîâàííîé äèàãðàììû |L| ïî�îðìóëå:

〈|L|〉 =
∑

s

aα(s)−β(s)(−a2 − a−2)(γ(s)−1), (4.1)ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì ñîñòîÿíèÿì s äèàãðàììû |L|.Ñêîáêà Êàó�ìàíà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî âñåõ îáîáùåííûõ äâèæå-íèé �åéäåìåéñòåðà, çà èñêëþ÷åíèåì ïåðâîãî êëàññè÷åñêîãî äâèæåíèÿ �åé-äåìåéñòåðà Ω1.Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñêîáêà Êàó�ìàíà óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøå-íèþ 〈I〉 = a〈O〉 + a−1〈L〉Ñêîáêà Êàó�ìàíà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ �ïî÷òè� èíâàðèàíòîì íåîðèåíòè-ðîâàííûõ âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé, ïðèâîäèò ê ïîñòðîåíèþ èíâàðèàíòàîðèåíòèðîâàííûõ âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé.Äëÿ ýòîãî åå íóæíî íîðìèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.Ïóñòü L � îðèåíòèðîâàííàÿ âèðòóàëüíàÿ äèàãðàììà. Ïîëîæèì
X(L) = (−a)−3w(L)〈|L|〉, (4.2)ãäå w(L) � ÷èñëî çàêðó÷åííîñòè äèàãðàììû L.Èçâåñòíî [Kau7℄, ÷òî òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì èíâàðèàíòíûé ïîëè-íîì (Ëîðàíà) îðèåíòèðîâàííûõ çàöåïëåíèé. Ïî ïîëèíîìó Êàó�ìàíà çà-öåïëåíèé ìîæíî ñóäèòü î ñëåäóþùåì:1. ßâëÿåòñÿ ëè çàöåïëåíèå êëàññè÷åñêèì?2. Êàêèì ìîæåò áûòü ðîä çàöåïëåíèÿ (â ñìûñëå àòîìà, ñì. îïð. íà ñòð.154)?



4.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ 1493. Êàêèì ìîæåò áûòü êîëè÷åñòâî ïåðåêðåñòêîâ äèàãðàììû äàííîãî çà-öåïëåíèÿ (îöåíêà ñíèçó)?Îïèøåì íåêîòîðûå âàæíûå îáùåèçâåñòíûå ñâîéñòâà ïîëèíîìà Äæîíñà-Êàó�ìàíà.Ïðèìåð 4.1. Èç îïðåäåëåíèé íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî íà òðèâè-àëüíîì óçëå ïîëèíîì Äæîíñà-Êàó�ìàíà ðàâåí åäèíèöå, íà òðèâèàëüíîìçàöåïëåíèè èç n + 1 êîìïîíåíòû îí ðàâåí (−a2 − a−2)n.Äàëåå, ïîëèíîì Äæîíñà-Êàó�ìàíà ìóëüòèïëèêàòèâåí îòíîñèòåëüíîîïåðàöèè âçÿòèÿ ñâÿçíîé ñóììû: X(L1#L2) = X(L1) · X(L2).Çäåñü èìååòñÿ â âèäó, ÷òî äëÿ ëþáîé ñâÿçíîé ñóììû âèðòóàëüíûõçàöåïëåíèé L1#L2 åãî çíà÷åíèå ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ çíà÷åíèé ïîëèíîìàÄæîíñà-Êàó�ìàíà íà âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèÿõ, âõîäÿùèõ â ñâÿçíóþ ñóì-ìó â âèäå ñëàãàåìûõ.Äàëåå, äëÿ íåñâÿçíîé ñóììû (êîòîðàÿ îïðåäåëåíà êîððåêòíî) ìû èìååì
X(L1 ⊔ L2) = X(L1) · X(L2) · (−a2 − a−2).Ïîëèíîì Äæîíñà-Êàó�ìàíà, îäíàêî, ÿâëÿåòñÿ íå î÷åíü ñèëüíûì èíâà-ðèàíòîì äëÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ: ìîæíî ëåãêî ïîñòðîèòü, íàïðèìåð, íåòðè-âèàëüíûå (è íå êëàññè÷åñêèå) óçëû, íà êîòîðûõ ïîëèíîì Äæîíñà-Êàó�ìàíàðàâåí åäèíèöå.Ïðèìåð 4.2. �àññìîòðèì óçåë Êèøèíî, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 4.1.

�èñ. 4.1. Óçåë Êèøèíî, ðàçáèòûé íà äâà äëèííûõ óçëàÎí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâÿçíóþ ñóììó äâóõ òðèâèàëüíûõ óçëîâ. Îò-ñþäà ñëåäóåò, ÷òî åãî ïîëèíîì Äæîíñà ðàâåí åäèíèöå. Â äàëüíåéøåì ìûïîêàæåì íåòðèâèàëüíîñòü óçëà Êèøèíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëèíîìà Ξ



4.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ 150� îáîáùåíèÿ ïîëèíîìà Äæîíñà, ó÷èòûâàþùåãî ãåîìåòðèþ âèðòóàëüíûõóçëîâ.Êàæäàÿ èç äâóõ ÷àñòåé óçëà Êèøèíî çàäàåò òðèâèàëüíûé óçåë ïðèçàìûêàíèè (ñì. ðèñ. 3.26); îäíàêî êàæäàÿ èç ýòèõ ÷àñòåé íåòðèâèàëüíàêàê äëèííûé óçåë, ñì. ñòð. 126; åñëè áû õîòü îäèí èç ýòèõ äëèííûõ óçëîâáûë òðèâèàëüíûì, òî òðèâèàëüíûì áûë áû è ñàì óçåë Êèøèíî.Âîïðîñ î òîì, ñóùåñòâóþò ëè íåòðèâèàëüíûå êëàññè÷åñêèå óçëû, íà êî-òîðûõ ïîëèíîì Äæîíñà-Êàó�ìàíà ðàâåí åäèíèöå, äî ñèõ ïîð ÿâëÿåòñÿ îò-êðûòûì.Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ïðèâåäåì ðÿä ðåçóëüòàòîâ, ïîçâîëÿþùèõ ÷à-ñòè÷íî îòâå÷àòü íà ïðèâåäåííûå âûøå âîïðîñû, à òàêæå íåêîòîðûå ãèïî-òåçû, ñâÿçàííûå ñ ðàñïîçíàâàíèåì òðèâèàëüíîãî óçëà ïîëèíîìîì Äæîíñà-Êàó�ìàíà.Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > 2 ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå êëàññè÷åñêîåçàöåïëåíèå èç n êîìïîíåíò, èìåþùåå òîò æå ïîëèíîì Äæîíñà-Êàó�ìàíà,÷òî è òðèâèàëüíîå n�êîìïîíåíòíîå çàöåïëåíèå, à èìåííî, (−a2 − a−2)n−1.Ýòè ïðèìåðû ïîñòðîåíû â ðàáîòå Ë.Êàó�ìàíà, Ì. Òèñòëòóýéòà èØ.Ýëèàõó,[EKT℄.Áîëåå òîãî, â òîé æå ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî êëàññè÷åñêî-ãî çàöåïëåíèÿ L èç n êîìïîíåíò ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàçëè÷íûõ
(n + 1)-êîìïîíåíòíûõ çàöåïëåíèé, èìåþùèõ ïîëèíîì Äæîíñà-Êàó�ìàíà,ðàâíûé X(L) · (−a2 − a−2).Â íàñòîÿùåé ãëàâå ìû ïðèâåäåì îáîáùåíèÿ ïîëèíîìà Äæîíñà-Êàó�ìàíà,êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ áîëåå ñèëüíûìè â ñëó÷àå âèðòóàëüíûõ óçëîâ. Ýòè ðå-çóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â êíèãå [Ìà1℄ è ñòàòüÿõ [Ìà7, Man3, Ma13℄.Íåñëîæíî äîêàçûâàåòñÿÏðåäëîæåíèå 4.1 (ñì., íàïð, [Kam.N1℄). Äëÿ êëàññè÷åñêîãî çàöåïëå-íèÿ èç n êîìïîíåíò âñå íåíóëåâûå ìîíîìû ïîëèíîìà Äæîíñà-Êàó�ìàíà
X(L) èìåþò ñòåïåíè, ñðàâíèìûå ñ 2n + 2 ïî ìîäóëþ ÷åòûðå.Â ñëó÷àå âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé ìîæíî ñêàçàòü ëèøü, ÷òî âñå ìîíîìûèìåþò ñòåïåíè, ñðàâíèìûå ïî ìîäóëþ äâà. Ýòî ÿâíî ñëåäóåò èç �îðìóëû4.1. Îòñþäà íåìåäëåííî âûòåêàåò îáùåèçâåñòíîå



4.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ 151Ñëåäñòâèå 4.1. Ïóñòü K � âèðòóàëüíîå çàöåïëåíèå, äëÿ êîòîðîãî ïî-ëèíîì X(K) èìååò õîòÿ áû îäèí íåíóëåâîé ìîíîì ñòåïåíè 4k è õîòÿáû îäèí íåíóëåâîé ìîíîì ñòåïåíè 4l + 2 äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ k, l. Òîãäàâèðòóàëüíîå çàöåïëåíèå K íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî äèàãðàììîéáåç âèðòóàëüíûõ ïåðåêðåñòêîâ.Ýòî � ïðîñòåéøèé ïðèìåð òîãî, êàê ìîæíî îïðåäåëèòü, ÷òî òî èëè èíîåâèðòóàëüíîå çàöåïëåíèå íå ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì.Ñâîéñòâî ïîëèíîìà Ëîðàíà èìåòü ñòåïåíè ìîíîìîâ, ñðàâíèìûå ïî ìîäó-ëþ ÷åòûðå, ïðèñóùå íå òîëüêî êëàññè÷åñêèì çàöåïëåíèÿì, íî è âèðòóàëü-íûì çàöåïëåíèÿì, èìåþùèì äèàãðàììû, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò îðèåíòè-ðóåìûå àòîìû, ñì. îïðåäåëåíèå äàëåå, õîòÿ ýòî ñâîéñòâî íå ÿâëÿåòñÿ êðèòå-ðèåì îðèåíòèðóåìîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî àòîìà, ñì. pagerefPRIMER5. Îò-ìåòèì, ÷òî îðèåíòèðóåìîñòü àòîìà ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì ñâîéñòâîì äëÿîïðåäåëåíèÿ êîìïëåêñà Õîâàíîâà. Îá ýòîì áóäåò ñêàçàíî â ñëåäóþùåé ãëà-âå.Âèðòóàëèçàöèÿ è ìóòàöèèÑóùåñòâóþò ïðåîáðàçîâàíèÿ, ìåíÿþùèå äèàãðàììó âèðòóàëüíîãî çàöåï-ëåíèÿ è ñàì êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ, íî íå ìåíÿ-þùèå ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó ïîëèíîìà Äæîíñà-Êàó�ìàíà. Ýòè ïðåîáðàçî-âàíèÿ âàæíû äëÿ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ ïîëèíîìà Äæîíñà-Êàó�ìàíà êëàññè-÷åñêèõ è âèðòóàëüíûõ óçëîâ è ïîñòðîåíèÿ áîëåå ñèëüíûõ èíâàðèàíòîâ.Îäíî òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ñîñòîèò â çàìåíå îäíîãî êëàññè÷åñêîãî ïå-ðåêðåñòêà îäíèì êëàññè÷åñêèì è äâóìÿ âèðòóàëüíûìè ïåðåêðåñòêàìè òàê,êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 4.2.
�èñ. 4.2. Äâà âàðèàíòà âèðòóàëèçàöèè



4.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ 152Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå íàçûâàåòñÿ âèðòóàëèçàöèåé èëè âûâîðà÷èâàíèåì.Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êàæäûé èç äâóõ âàðèàíòîâ âèðòóàëèçàöèè âûðàæàåòñÿâ âèäå êîìáèíàöèè äðóãîãî âàðèàíòà âèðòóàëèçàöèè è äâèæåíèé îáúåçäà.Ìíîæåñòâî êëàññè÷åñêèõ óçëîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîäìíîæåñòâî ìíî-æåñòâà âñåõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ. Ïðè ýòîì è êëàññè÷åñêèå, è âèðòóàëü-íûå óçëû çàäàþòñÿ ïîñðåäñòâîì àòîìîâ. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ[FKM℄ îá óòî÷íåíèè (óïðîùåíèè) ïîíÿòèÿ âèðòóàëüíîãî óçëà ñ ïîìîùüþàòîìîâ, ÷òîáû ýêâèâàëåíòíîñòü êëàññè÷åñêèõ óçëîâ ïðè ýòîì íå èçìåíè-ëàñü. À èìåííî, ìû âûäâèãàåì ñëåäóþùóþ ãèïîòåçó.�èïîòåçà 4.1. (�èïîòåçà î âèðòóàëèçàöèè) Âåðíî ëè, ÷òî åñëè äâà êëàñ-ñè÷åñêèõ çàöåïëåíèÿ K1 è K2 ýêâèâàëåíòíû ïîñðåäñòâîì îáîáùåííûõäâèæåíèé �åéäåìåéñòåðà è âèðòóàëèçàöèè, òî îíè èçîòîïíû?Îòìåòèì, ÷òî âèðòóàëèçàöèÿ, ïðèìåíåííàÿ äâàæäû ê îäíîìó è òîìó æåïåðåêðåñòêó X äèàãðàììû L (ò.å. ê ïåðåêðåñòêó X äèàãðàììû L, à çàòåìê ïîÿâèâøåìóñÿ âìåñòî íåãî ïåðåêðåñòêó X ′ äèàãðàììû L′), ïðèâîäèò êäèàãðàììå L′′, ïîëó÷àþùåéñÿ èç äèàãðàììû L äâóêðàòíûì ïðèìåíåíèåìîáúåçäà. Õîðîøî èçâåñòíî ñëåäóþùååÓòâåðæäåíèå 4.1 (Êàó�ìàí, [Kau7℄). Âèðòóàëèçàöèÿ íå ìåíÿåò çíà-÷åíèÿ ïîëèíîìà Äæîíñà-Êàó�ìàíà.Áîëåå èíòåðåñíûì ïðèìåðîì ïðåîáðàçîâàíèÿ, íå ìåíÿþùåãî ïîëèíîìàÄæîíñà-Êàó�ìàíà, ÿâëÿþòñÿ ìóòàöèè. Âïåðâûå ìóòàöèè áûëè ðàññìîò-ðåíû Äæ.Õ. Êîíâååì â [Con℄.Îíè ñîñòîÿò â óäàëåíèè èç äèàãðàììû íåêîòîðîãî ñîäåðæàùåãîñÿ â íåé�ðàãìåíòà (íàçûâàåìîãî òàíãëîì òèïà 2 − 2) è âñòàâêîé â íåå ýòîãî æåòàíãëà (ò.å. ÷àñòè äèàãðàììû óçëà èëè çàöåïëåíèÿ, èìåþùåé ÷åòûðå èñõî-äÿùèõ êîíöà), ïîâåðíóòîãî íà óãîë π, ñì. ðèñ. 4.3.Äèàãðàììû, ïîëó÷àþùèåñÿ äðóã èç äðóãà ïðèìåíåíèåì ìóòàöèè, íàçû-âàþòñÿ (âçàèìíûìè) ìóòàíòàìè.Ïîíÿòèå ìóòàöèè è ìóòàíòà äîñëîâíî îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé âèðòóàëü-íûõ óçëîâ è çàöåïëåíèé (ïðè ýòîì òàíãëû òèïà 2 − 2, âñòðå÷àþùèåñÿ ââèäå ïîääèàãðàììû, ìîãóò áûòü è âèðòóàëüíûìè).Îáùåèçâåñòíî (äîêàçàòåëüñòâî ñì., íàïð., â [Ìà1℄) ñëåäóþùåå



4.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ 153

�èñ. 4.3. ÌóòàöèÿÏðåäëîæåíèå 4.2. Ìóòàöèÿ íå ìåíÿåò çíà÷åíèÿ ïîëèíîìà Äæîíñà-Êàó�ìàíà.Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäóñîñòîÿíèÿìè ìóòàíòîâ L1 è L2 òàêîå, ÷òî êîëè÷åñòâî îêðóæíîñòåé â ñî-ñòîÿíèè s äëÿ äèàãðàììû L1 ðàâíî êîëè÷åñòâó îêðóæíîñòåé â ñîîòâåò-ñòâóþùåì åìó ñîñòîÿíèè s′ äèàãðàììû L2. Òàê êàê ÷èñëà çàêðó÷åííîñòè ó(îðèåíòèðîâàííûõ) ìóòàíòîâ ñîâïàäàþò, òî ñîâïàäàþò è çíà÷åíèÿ íà íèõïîëèíîìà Äæîíñà-Êàó�ìàíà, ñì. ðèñ. 4.3.Îòìåòèì, ÷òî êîìïëåêñ Õîâàíîâà, êîòîðîìó áóäåò ïîñâÿùåíà ñëåäóþùàÿãëàâà, èíîãäà ðàçëè÷àåò ìóòàöèè â ñëó÷àå çàöåïëåíèé. Ýòî áûëî âïåðâûåîáíàðóæåíî Øòå�àíîì Âåðëè [Weh1℄.4.1.1. Àòîìû è óçëûÏóñòü äàíà êëàññè÷åñêàÿ àëüòåðíèðîâàííàÿ äèàãðàììà L. Åå òåíü ðàç-áèâàåò ïëîñêîñòü íà êëåòêè C1, . . . , Cn , êîòîðûå ìîæíî ðàñêðàñèòü øàõ-ìàòíûì îáðàçîì. Ïðè ýòîì íàáîð îêðóæíîñòåé â A-ñîñòîÿíèè (ñîñòîÿíèè,â êîòîðîì âñå ïåðåêðåñòêè ðàçâåäåíû ñïîñîáîì A, ñì. ñòð. 147) âçàèìíîîäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò êëåòêàì îäíîãî öâåòà, à íàáîð îêðóæíîñòåé â
B-ñîñòîÿíèè (êîãäà âñå ïåðåêðåñòêè ðàçâåäåíû ñïîñîáîì B) ñîîòâåòñòâó-



4.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ 154åò îñòàâøèìñÿ îêðóæíîñòÿì. Òàêèì îáðàçîì, àëüòåðíèðîâàííàÿ äèàãðàì-ìà çàäàåò ÷åòûðåõâàëåíòíûé ãðà�, ïîðîæäàþùèé ÷åðíî-áåëóþ ðàñêðàñêóäâóìåðíîé ñ�åðû (ïëîñêîñòè ñ äîáàâëåííîé áåñêîíå÷íîé òî÷êîé).Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé êëàññè÷åñêîé äèàãðàììû îêðóæíîñòè, ñîîòâåò-ñòâóþùèå ñîñòîÿíèÿì A è B íå çàäàþò ðàçáèåíèÿ ñ�åðû. Êàê îêàçûâàåòñÿ,ñ êàæäîé âèðòóàëüíîé äèàãðàììîé ìîæíî ñâÿçàòü íåêîòîðóþ äâóìåðíóþïîâåðõíîñòü, ðàçáèòóþ íà êëåòêè è ðàñêðàøåííóþ øàõìàòíûì îáðàçîì,÷òîáû áåëûå êëåòêè ñîîòâåòñòâîâàëè îêðóæíîñòÿì â ñîñòîÿíèè A, à ÷åðíûåêëåòêè � îêðóæíîñòÿì â ñîñòîÿíèè B. ×àñòíûì ñëó÷àåì ýòîé êîíñòðóêöèèÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèå ñ�åðû, îïèñàííîå â íà÷àëå íàñòîÿùåãî ïîäðàçäåëà.Ýòà ïîâåðõíîñòü (âìåñòå ñ ãðà�îì è øàõìàòíîé ðàñêðàñêîé) íàçûâàåòñÿàòîìîì. Ïî àòîìó âîññòàíàâëèâàåòñÿ áîëüøàÿ ÷àñòü èí�îðìàöèè î çà-öåïëåíèè, â ÷àñòíîñòè, åãî ñêîáêà Êàó�ìàíà (ïîëèíîìà Äæîíñà), à òàêæåãîìîëîãèè Õîâàíîâà.Âàæíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè äèàãðàììû çàöåïëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îðèåíòè-ðóåìîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî àòîìà è åãî ðîä.Ïîíÿòèå àòîìà âïåðâûå áûëî ââåäåíî À.Ò.Ôîìåíêî â [F℄ äëÿ êëàññè�è-êàöèè èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ìàëîé ñëîæíîñòè.Â äàëüíåéøåì ñâÿçü ìåæäó àòîìàìè è óçëàìè èññëåäîâàëàñü àâòîðîì âðÿäå ðàáîò [Ìàí-1, Ìàí-2, Ìàí-3, Ìà1℄.Â [Tur2℄ Â.�.Òóðàåâ èñïîëüçîâàë ñõîæóþ êîíñòðóêöèþ (ïîýòîìó ðîä àòî-ìà â íåêîòîðûõ èñòî÷íèêàõ, íàïð., [Low℄, íàçûâàþò ðîäîì Òóðàåâà).Îïðåäåëåíèå 4.0. Íàçîâåì àòîìîì äâóìåðíîå çàìêíóòîå ìíîãîîáðà-çèå M , â êîòîðîå âëîæåí ÷åòûðåõâàëåíòíûé ãðà� Γ ∈ M , äåëÿùèé ìíîãî-îáðàçèå M íà êëåòêè ñ �èêñèðîâàííîé øàõìàòíîé ðàñêðàñêîé äâóìåðíûõêëåòîê. �ðà� Γ íàçûâàåòñÿ îñòîâîì àòîìà. Âåðøèíàìè àòîìà íàçûâàþòñÿâåðøèíû åãî îñòîâà.�îäîì (ñîîòâåòñòâåííî, ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêîé) àòîìà íàçûâàåòñÿðîä (ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà) ñîîòâåòñòâóþùåãî äâóìåðíîãî ìíîãîîáðà-çèÿ. Àòîì íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðóåìûì, åñëè òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåò-ñòâóþùåå ìíîãîîáðàçèå. Àòîìû ðîäà 0 íàçûâàþòñÿ ñ�åðè÷åñêèìè, îðèåí-òèðóåìûå àòîìû ðîäà îäèí � òîðè÷åñêèìè.Çàìå÷àíèå 4.1. Àòîì ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå â âèäå äâóìåðíîé ïî-



4.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ 155âåðõíîñòè (ñ êðàåì), íà êîòîðîé çàäàíà �óíêöèÿ Ìîðñà ñ âûäåëåííûìêðèòè÷åñêèì óðîâíåì ñ íåñêîëüêèìè ñåäëîâûìè òî÷êàìè ïðè óñëîâèè îò-ñóòñòâèÿ äðóãèõ ñåäëîâûõ òî÷åê (èçíà÷àëüíîå îïðåäåëåíèå À.Ò.Ôîìåíêî[F℄); â ýòîì ñëó÷àå îñòîâ àòîìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðèòè÷åñêèé óðî-âåíü, ÷åðíûå êëåòêè � îáëàñòè çíà÷åíèé âûøå êðèòè÷åñêîãî (ïîñëåêðè-òè÷åñêèå), à áåëûå êëåòêè � îáëàñòè çíà÷åíèé íèæå êðèòè÷åñêîãî (äî-êðèòè÷åñêèå). Äàëåå òàêæå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ òåðìèíû �äîêðèòè-÷åñêèå îêðóæíîñòè� è �ïîñëåêðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè� äëÿ îïèñàíèÿ îêðóæ-íîñòåé â ñîñòîÿíèÿõ ñîîòâåòñòâóþùåãî óçëà.Ïðèìåð òîðè÷åñêîãî àòîìà èçîáðàæåí íà ðèñ. 4.4.

�èñ. 4.4. Òîðè÷åñêèé àòîìÅñëè àòîì îðèåíòèðóåì, òî ìîæíî ñíàáäèòü åãî îðèåíòàöèåé. Òàêèì îá-ðàçîì, èìååò ñìûñë ãîâîðèòü îá îðèåíòèðîâàííûõ è íåîðèåíòèðîâàííûõàòîìàõ.Àòîìû ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè, ò.å. ãîìåîìîð-�èçìà, ïåðåâîäÿùåãî îñòîâ � â îñòîâ, ÷åðíûå êëåòêè � â ÷åðíûå, à áåëûå� â áåëûå.Êàæäûé àòîì (áîëåå òî÷íî, åãî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè) ìîæåò áûòü ïîë-íîñòüþ âîññòàíîâëåí ïî ñëåäóþùèì êîìáèíàòîðíûì äàííûì:1. Îñòîâ (÷åòûðåõâàëåíòíûé ãðà�);



4.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ 1562. A�ñòðóêòóðà (äåëÿùàÿ ÷åòûðå ïîëóðåáðà, èñõîäÿùèå èç êàæäîé âåð-øèíû, íà äâå ïàðû, íàçûâàåìûå ïðîòèâîïîëîæíûìè; îòíîøåíèå ïðî-òèâîïîëîæíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàñïîëîæåíèåì ïîëó-ðåáåð íà ïîâåðõíîñòè) è3. B�ñòðóêòóðà (â êàæäîé âåðøèíå âûäåëåíû äâå ïàðû ñîñåäíèõ ïîëóðå-áåð (èëè äâóõ óãëîâ), êîòîðûå îáðàçóþò ãðàíèöû ÷åðíûõ êëåòîê).Çàìå÷àíèå 4.2. Îáû÷íî àòîìû ïðåäïîëàãàþòñÿ ñâÿçíûìè, íî ìû äîïóñ-êàåì, ÷òî àòîì èìååò áîëåå îäíîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû.Åñëè àòîì (V, Γ) íå ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðóåìûì, òî ìîæíî ðàññìîòðåòü åãîîðèåíòèðóþùåå íàêðûòèå, ò.å. àòîì, (Ṽ , Γ̃), ÿâëÿþùèéñÿ ïðîîáðàçîì ïàðû
(V, Γ) ïðè äâóëèñòíîì îðèåíòèðóùåì íàêðûòèè; â ñëó÷àå, êîãäà àòîì (V, Γ)îðèåíòèðóåì, îïðåäåëèì àòîì (Ṽ , Γ̃) êàê äâà îòäåëüíî ñòîÿùèõ ýêçåìïëÿðààòîìà (V, Γ) (ñ �èêñèðîâàííûì èçîìîð�èçìîì îäíîãî àòîìà íà äðóãîé).Àòîìû óäîáíû äëÿ îïèñàíèÿ çàöåïëåíèé è âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé.Ñðåäè àòîìîâ âûäåëÿåòñÿ êëàññ âûñîòíûõ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò äèà-ãðàììàì êëàññè÷åñêèõ çàöåïëåíèé. Ñîãëàñíî [Ìàí-1℄, íàçîâåì âûñîòíûìòàêîé àòîì, îñòîâ êîòîðîãî ìîæåò áûòü âëîæèì â ïëîñêîñòü òàêèì îáðàçîì,÷òî A�ñòðóêòóðà àòîìà ñîîòâåòñòâóåò A�ñòðóêòóðå, íàñëåäóåìîé àòîìîìèç ïëîñêîñòè, ò.å. â êàæäîé âåðøèíå àòîìà ïðîòèâîïîëîæíûå ïîëóðåáðàîñòàþòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûìè ïðè âëîæåíèè îñòîâà íà ïëîñêîñòü.Â îáùåì ñëó÷àå âûñîòíîñòüþ h îðèåíòèðóåìîãî àòîìà (M, Γ) íàçûâà-åòñÿ ìèíèìàëüíûé ðîä îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè G, â êîòîðóþ îñòîâ Γàòîìà ìîæåò áûòü âëîæåí ñ ñîõðàíåíèåì A-ñòðóêòóðû. Âûñîòíîñòü îðè-åíòèðóåìîãî àòîìà íå ïðåâîñõîäèò åãî ðîäà: h(M, Γ) 6 g(M, Γ). Äåéñòâè-òåëüíî, àòîì ðîäà g ïî îïðåäåëåíèþ çàäàåò âëîæåíèå îñòîâà â ïîâåðõíîñòüðîäà g ñ ñîõðàíåíèåì A-ñòðóêòóðû.Âèðòóàëüíûå äèàãðàììû è àòîìû.Ñîïîñòàâèì êàæäîé âèðòóàëüíîé äèàãðàììå L àòîì V (L) ñëåäóþùèìîáðàçîì. Âåðøèíû àòîìà V (L) íàõîäÿòñÿ â îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñêëàññè÷åñêèìè ïåðåêðåñòêàìè äèàãðàììû L. Ýòè êëàññè÷åñêèå ïåðåêðåñò-êè ñîåäèíÿþòñÿ âåòâÿìè äèàãðàììû, êîòîðûå ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ (è ñà-ìîïåðåñåêàòüñÿ) â âèðòóàëüíûõ ïåðåêðåñòêàõ. Â êàæäîì êëàññè÷åñêîì ïå-



4.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ 157ðåêðåñòêå ìû èìååì ÷åòûðå èñõîäÿùèõ âåòâè. Ýòèì âåòâÿì ìû ñîïîñòà-âèì ÷åòûðå ðåáðà àòîìà, ñîåäèíÿþùèå ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíû. Ïðàâè-ëî ïðèêëåéêè ÷åðíûõ (ñîîòâ., áåëûõ) êëåòîê îïðåäåëÿåòñÿ äèàãðàììîé L.À èìåííî, ïóñòü X � êëàññè÷åñêèé ïåðåêðåñòîê äèàãðàììû L. Ïåðåíóìå-ðóåì èñõîäÿùèå ðåáðà ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå x1, x2, x3, x4 òàê, ÷òîáû ëîêàëüíîðåáðà, ñîîòâåòñòâóþùèå x1 è x3 îáðàçîâûâàëè ïðîõîä, à ðåáðà, ñîîòâåòñòâó-þùèå x2 è x4, � ïåðåõîä. Òîãäà äëÿ ïðèêëåéêè ÷åðíûõ êëåòîê ìû ëîêàëüíîâûáèðàåì ïàðû ïîëóðåáåð àòîìà (x1, x2) è (x3, x4), ò.å öèêë, ÿâëÿþùèéñÿãðàíèöåé ÷åðíîé êëåòêè, ñîäåðæàùåé ðåáðî x1 áóäåò â ïåðåêðåñòêå X ïåðå-õîäèòü ñ ðåáðà x1 íà ðåáðî x2, à öèêë � ãðàíèöà ÷åðíîé êëåòêè, ñîäåðæàùåé
x3, áóäåò ïåðåõîäèòü â âåðøèíå X ñ x3 íà x4.Íàçîâåì ðîäîì âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ L ìèíèìóì çíà÷åíèÿ ðîäà àòî-ìà g(M, Γ) ïî âñåì àòîìàì (M, Γ), ñîîòâåòñòâóþùèì äèàãðàììàì çàöåï-ëåíèÿ L, à âûñîòíîñòüþ � ìèíèìóì çíà÷åíèÿ h(M, Γ) ïî âñåì àòîìàì
(M, Γ), ñîîòâåòñòâóþùèì äèàãðàììàì çàöåïëåíèÿ L.Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî êëàññè÷åñêèå çàöåïëåíèÿ èìåþò âûñîòíîñòüíóëü. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè çàöåïëåíèå ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì, òî åãî òåíüïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âëîæåííûé â ïëîñêîñòü ÷åòûðåõâàëåíòíûé ãðà�, êîòî-ðûé ÿâëÿåòñÿ îñòîâîì ñîîòâåòñòâóþùåãî àòîìà. Ïî ïîñòðîåíèþ A-ñòðóêòóðààòîìà ñîâïàäàåò ñ A-ñòðóêòóðîé, èíäóöèðóåìîé èç ïëîñêîñòè. Òàêèì îá-ðàçîì, âñÿêîé êëàññè÷åñêîé äèàãðàììå ñîîòâåòñòâóåò âûñîòíûéàòîì.Îáðàòíàÿ îïåðàöèÿ ê äàííîé (ïîñòðîåíèå äèàãðàììû ïî àòîìó) ÿâëÿåòñÿíåîäíîçíà÷íîé.Èìåÿ àòîì (V, Γ), ìîæíî ïîñòðîèòü íåîðèåíòèðîâàííóþ äèàãðàììó âèð-òóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. �àññìîòðèì ïîãðóæåíèå îáùå-ãî ïîëîæåíèÿ îñòîâà Γ â ïëîñêîñòü ñ ñîõðàíåíèåì A-ñòðóêòóðû. Îáðàç ïî-ãðóæåíèÿ áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ÷åòûðåõâàëåíòíûé ãðà�, âåðøèíàìèêîòîðîãî áóäóò îáðàçû âåðøèí àòîìà è ïåðåñå÷åíèÿ îáðàçîâ âíóòðåííèõòî÷åê ðåáåð. Ïîñëåäíèå áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê âèðòóàëüíûå ïåðåêðåñò-êè, à îáðàçû âåðøèí � êàê êëàññè÷åñêèå. Äëÿ óòî÷íåíèÿ êëàññè÷åñêèõïåðåêðåñòêîâ âîñïîëüçóåìñÿ B-ñòðóêòóðîé àòîìà. À èìåííî, âûáåðåì ðåá-ðî ïåðåõîäà òàê, ÷òî ïðè äâèæåíèè âíóòðè óãëà ïîñëåêðèòè÷åñêîãî óðîâíÿ



4.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ 158ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå ìû èäåì îò ðåáðà ïðîõîäà ê ðåáðó ïåðåõîäà.Îáîçíà÷èì âñåâîçìîæíûå êëàññû âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé, ïîëó÷àþ-ùèõñÿ èç àòîìà V , ÷åðåç L(V ).Ïðîèçâîë çäåñü âîçíèêàåò ïðè âûáîðå ïîãðóæåíèÿ, ñì. ðèñ.4.5.Â ñëó÷àå âûñîòíûõ àòîìîâ ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ âëîæåíèÿìè. Îáîçíà÷èìñîîòâåòñòâóþùåå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà L(V ) ÷åðåç Lemb(V ).Èìååò ìåñòîÒåîðåìà 4.1 (Òåîðåìà îá àòîìàõ è óçëàõ,[Ìàí-1℄). Èçîòîïè÷åñêèéòèï çàöåïëåíèÿ Lemb(V ) íå çàâèñèò îò ñïîñîáà âëîæåíèÿ îñòîâà àòîìà
V â ïëîñêîñòü ñ ñîõðàíåíèåì A-ñòðóêòóðû.Îòìåòèì, ÷òî ïðè òàêîì ïîäõîäå òàâòîëîãè÷åñêîìó âëîæåíèþ â ïëîñ-êîñòü îñòîâîâ ïëîñêèõ àòîìîâ ñîîòâåòñòâóþò àëüòåðíèðîâàííûå äèàãðàì-ìû � îíè ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü (ñ�åðó) íà ÷åðíûå è áåëûå êëåòêè.Â ñëó÷àå ïîãðóæåíèé îäíîçíà÷íîñòü óæå íå èìååò ìåñòà.Òåîðåìà 4.2 ([Ìà1℄). Äèàãðàììû èç ìíîæåñòâà L(V ), îïðåäåëåííûå ïîàòîìó V , ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ïðèìåíåíèåì äâèæåíèé îáúåçäà èâèðòóàëèçàöèè.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîãðóæåíèå îñòîâà â ïëîñêîñòü íà÷íåì ñ âëîæåíèÿ îêðåñò-íîñòåé åãî âåðøèí ñ ñîõðàíåíèåì A-ñòðóêòóðû. Ïîñëå ýòîãî ðåáðà, ñîåäè-íÿþùèå âåðøèíû àòîìà, ìîãóò áûòü ïîãðóæåíû â ïëîñêîñòü ïðîèçâîëüíûìîáðàçîì. Ýòî îòâå÷àåò òîìó, ÷òî äèàãðàììà âèðòóàëüíîãî óçëà îïðåäåëåíàñ òî÷íîñòüþ äî îáúåçäà.Ïðè ýòîì âûáîð âëîæåíèÿ îêðåñòíîñòåé âåðøèí îïðåäåëåí íåîäíîçíà÷-íî. À èìåííî, äëÿ êàæäîé âåðøèíû X ñ öèêëè÷åñêèì ïîðÿäêîì èñõîäÿùèõïîëóðåáåð p, q, r, s íà àòîìå ìû ìîæåì âûáðàòü äâà ñïîñîáà âëîæåíèÿ ñ ñî-õðàíåíèåì A-ñòðóêòóðû: â îäíîì ñëó÷àå ïîðÿäîê èñõîäÿùèõ ðåáåð íà ïëîñ-êîñòè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå èìååò âèä p, q, r, s, à â äðóãîì ñëó÷àå � p, s, r, q,ñì. ðèñ. 4.5.Ïîëó÷àåìûå òàêèì îáðàçîì äèàãðàììû îòëè÷àþòñÿ âèðòóàëèçàöèåé âñîîòâåòñòâóþùåì ïåðåêðåñòêå.Âàæíóþ ðîëü âî ìíîãèõ çàäà÷àõ òåîðèè óçëîâ (â îñîáåííîñòè ïðè èçó-
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�èñ. 4.5. �àçëè÷íûå ïîãðóæåíèÿ îñòîâà àòîìàè âèðòóàëèçàöèÿ÷åíèè êîìáèíàòîðíîé ñòðóêòóðû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà) èãðàþò òàê íà-çûâàåìûå õîðäîâûå äèàãðàììû.Õîðäîâûå äèàãðàììû.Îïðåäåëåíèå 4.1.ÏóñòüM� îðèåíòèðîâàííîå îäíîìåðíîå ìíîãîîáðà-çèå (íå îáÿçàòåëüíî ñâÿçíîå). Õîðäîâîé äèàãðàììîé ïîðÿäêà n íà M íàçû-âàåòñÿ âëîæåíèå íåóïîðÿäî÷åííîé íåñâÿçíîé ñóììû n íóëüìåðíûõ îêðóæ-íîñòåé S0 ⊔ · · · ⊔ S0 → M, ðàññìàòðèâàåìîå ñ òî÷íîñòüþ äî èçîòîïèè.Îáû÷íî ìíîãîîáðàçèå M èçîáðàæàåòñÿ êàê íàáîð îêðóæíîñòåé è ïðÿ-ìûõ íà ïëîñêîñòè, à ïàðû òî÷åê � îáðàçû íóëüìåðíûõ îêðóæíîñòåé �ñîåäèíÿþòñÿ ìåæäó ñîáîé îòðåçêàìè � õîðäàìè.Îñíàùåííîé õîðäîâîé äèàãðàììîé íàçûâàåòñÿ õîðäîâàÿ äèàãðàììà, íàâñåõ õîðäàõ êîòîðîé ðàññòàâëåíû ìåòêè +1 èëè −1.Åñëè ìåòêè íà õîðäîâîé äèàãðàììå íå îáîçíà÷åíû, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òîâñå îíè ðàâíû åäèíèöå.Â òåîðèè óçëîâ íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ õîðäîâûå äèàãðàììû íàîêðóæíîñòè.



4.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ 160À èìåííî, óäîáíî ñëåäóþùååÎïðåäåëåíèå 4.2.Õîðäîâîé äèàãðàììîé íàçûâàåòñÿ òðåõâàëåíòíûé ãðà�,ó êîòîðîãî âûäåëåí îðèåíòèðîâàííûé öèêë, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âñå âåðøè-íû ïî îäíîìó ðàçó. Ýòîò öèêë òàêæå íàçûâàåòñÿ îêðóæíîñòüþ õîðäîâîéäèàãðàììû. �åáðà, íå ïðèíàäëåæàùèå âûäåëåííîìó öèêëó, íå îðèåíòèðî-âàíû; îíè íàçûâàþòñÿ õîðäàìè õîðäîâîé äèàãðàììû.�åáðà õîðäîâîé äèàãðàììû, íå ÿâëÿþùèåñÿ õîðäàìè, íàçîâåì äóãàìè.Çàìå÷àíèå 4.3. Â äàëüíåéøåì, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ïîä õîðäî-âîé äèàãðàììîé ìû áóäåì ïîíèìàòü õîðäîâóþ äèàãðàììó íà îäíîé îêðóæ-íîñòè.Ïåðåõîä îò àòîìîâ ê õîðäîâûì äèàãðàììàì.Îñîáåííûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò àòîìû, èìåþùèå ðîâíî îäíó ÷åðíóþêëåòêó. Â ýòîì ñëó÷àå îíè ìîãóò áûòü çàêîäèðîâàíû (îñíàùåííîé, ò.å. èìå-þùåé çíàêè íà õîðäàõ) õîðäîâîé äèàãðàììîé ñëåäóþùèì îáðàçîì. �àñ-ñìîòðèì åäèíñòâåííóþ ÷åðíóþ êëåòêó C. �àññìîòðèì îêðóæíîñòü K, ëå-æàùóþ âíóòðè ýòîé êëåòêè è ïðîõîäÿùóþ âáëèçè êðàÿ êëåòêè. Ê êàæäîéâåðøèíå àòîìà ýòà îêðóæíîñòü ïîäõîäèò ñ äâóõ ñòîðîí. Âûáåðåì âáëèçèêàæäîé âåðøèíû ïàðó òî÷åê íà îêðóæíîñòè è ñîåäèíèì èõ õîðäîé. Ïî-ñòàâèì íà õîðäàõ ìåòêè +1 èëè −1 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îðèåíòèðóåìîêðóæíîñòü íåêîòîðûì ñïîñîáîì. Åñëè îêðåñòíîñòè äâóõ òî÷åê, ñîåäèíåí-íûõ õîðäîé, îðèåíòèðîâàíû ñîãëàñîâàííî (ò.å. ëèáî îáå ïî ÷àñîâîé ñòðåë-êå, ëèáî îáå ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ïðè íåêîòîðîé ëîêàëüíîé îðèåíòàöèèîêðåñòíîñòè õîðäû), òî ñîîáùèì ýòîé õîðäå çíàê ïëþñ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àåñîïîñòàâèì åé çíàê ìèíóñ.Ïðèìåð ñîãëàñîâàííîé è íåñîãëàñîâàííîé îðèåíòàöèé ïîêàçàí íà ðèñ.4.6.à) è 4.6.á) ñîîòâåòñòâåííî.Åñëè ðàññìîòðåòü îêðóæíîñòü ñ õîðäàìè êàê àáñòðàêòíûé ãðà�, ìû ïî-ëó÷èì ìå÷åíóþ õîðäîâóþ äèàãðàììó. Â ñëó÷àå îðèåíòèðîâàííîãî àòîìàâñå ìåòêè õîðäîâîé äèàãðàììû áóäóò ïîëîæèòåëüíûìè ïðè ñîãëàñîâàííûõîðèåíòàöèÿõ îêðóæíîñòåé.Îïðåäåëåíèå 4.3. Ïóñòü äàíà õîðäîâàÿ äèàãðàììà D ñ îêðóæíîñòüþ
C, è ïóñòü äàíû äâå åå õîðäû a è b; îáîçíà÷èì êîíöû õîðäû a ÷åðåç a1, a2,
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�èñ. 4.6. Ñîãëàñîâàííàÿ è íåñîãëàñîâàííàÿ îðèåíòàöèèà êîíöû õîðäû b � ÷åðåç b1, b2.Ñêàæåì, ÷òî õîðäû a è b çàöåïëåíû, åñëè òî÷êè b1 è b2 ëåæàò â ðàçíûõñâÿçíûõ êîìïîíåíòàõ ìíîæåñòâà C\({a1} ∪ {a2}).Çàìå÷àíèå 4.4. Îáû÷íî â òåîðèè óçëîâ õîðäîâûå äèàãðàììû èçîáðàæà-þò â âèäå åâêëèäîâîé îêðóæíîñòè, íåêîòîðûå òî÷êè êîòîðîé ñîåäèíåíûìåæäó ñîáîé ïðÿìîëèíåéíûìè õîðäàìè. Â ýòîì ñìûñëå çàöåïëåííûìèÿâëÿþòñÿ òå ïàðû õîðä, èçîáðàæåíèÿ êîòîðûõ íà ïëîñêîñòè ïåðåñåêà-þòñÿ.Èìååò ìåñòîÒåîðåìà 4.3. Äëÿ êàæäîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè âèðòóàëüíûõ çàöåï-ëåíèé ñóùåñòâóåò âèðòóàëüíàÿ äèàãðàììà L, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåòàòîì ñ ðîâíî îäíîé ÷åðíîé êëåòêîé. Ïðè ýòîì â ñëó÷àå êëàññè÷åñêîãîçàöåïëåíèÿ òàêàÿ äèàãðàììà ìîæåò áûòü âûáðàíà êëàññè÷åñêîé.Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ äèàãðàììó çàöåïëåíèÿ L èñîîòâåòñòâóþùèé åé âûñîòíûé àòîì V1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àòîì V1 èìååò
k ïîñëåêðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé. Åñëè k = 1, òî äîêàçûâàòü íå÷åãî.Åñëè k > 1, òî ñóùåñòâóåò âåðøèíà A àòîìà V1, â ìàëîé îêðåñòíîñòèêîòîðîé ïðîõîäÿò äâå ðàçëè÷íûå ïîñëåêðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè.Ïðèìåíèì ê ýòîé äèàãðàììå äâèæåíèå Ω2, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 4.7.Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîñëå òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äâå îêðóæíîñòè, ïîêà-çàííûå íà ðèñ. 4.7, ïåðåõîäÿò â îäíó îêðóæíîñòü: ïîñëåêðèòè÷åñêèå îêðóæ-



4.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ 162

�èñ. 4.7. Äèàãðàììà çàöåïëåíèÿ (ñâåðõó)è ïîñëåêðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè (ñíèçó)íîñòè èçîáðàæåíû íà ðèñ. 4.7 òîíêèìè ëèíèÿìè, à èõ ïîâåäåíèå âíå îáëàñòèïåðåñòðîéêè � ïóíêòèðíîé ëèíèåé. Òàêèì îáðàçîì, ìû óìåíüøàåì ÷èñëîïîñëåêðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé íà åäèíèöó, íå èçìåíÿÿ ïðè ýòîì èçîòîïè-÷åñêîãî êëàññà çàöåïëåíèÿ. Ïîâòîðÿÿ ýòó îïåðàöèþ ìíîãîêðàòíî, ìû ïî-ëó÷èì äèàãðàììó ðîâíî ñ îäíîé ïîñëåêðèòè÷åñêîé îêðóæíîñòüþ.Âèðòóàëüíûé óçåë ñ òî÷íîñòüþ äî îáúåçäà è âèðòóàëèçàöèé îïðåäåëÿåò-ñÿ ïî (îñíàùåííîé) õîðäîâîé äèàãðàììå (íà íåñêîëüêèõ îêðóæíîñòÿõ, ñì.îïð. íà ñòð. 159). Ïðè ýòîì â ñëó÷àå íåîñíàùåííîé õîðäîâîé äèàãðàììûìû ïîëó÷èì îðèåíòèðîâàííûé àòîì è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó âèðòóàëüíûéóçåë (ñ òî÷íîñòüþ äî âèðòóàëèçàöèè è îáúåçäà).Â äàëüíåéøåì (ñì. ñòð. 259) ìû ïðèâåäåì óòî÷íåíèå ïîñòðîåíèÿ âèðòó-àëüíîãî óçëà ïî íåîñíàùåííîé õîðäîâîé äèàãðàììå D: ïîñðåäñòâîì ðàçáè-åíèÿ åå õîðä íà äâà ñåìåéñòâà. Â ýòîì ñëó÷àå âèðòóàëüíàÿ äèàãðàììà áóäåòîïðåäåëåíà êîððåêòíî (ñ òî÷íîñòüþ äî îáúåçäà), ñëåäîâàòåëüíî, êîððåêòíîáóäåò îïðåäåëåíî ñàìî âèðòóàëüíîå çàöåïëåíèå.Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå (ñì. ñòð. 156), ïî äèàãðàììå âèðòóàëüíîãî çà-öåïëåíèÿ ìîæíî âîññòàíîâèòü ñîîòâåòñòâóþùèé àòîì (íàïîìíèì, ÷òî îïå-ðàöèÿ ïîñòðîåíèÿ àòîìà ïî äèàãðàììå âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ îäíîçíà÷-



4.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ 163íà), ïðè÷åì åñëè äèàãðàììà ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé, òî àòîì áóäåò âûñîò-íûì. Äåéñòâèòåëüíî, â ñëó÷àå êëàññè÷åñêîé äèàãðàììû ìû ïî îïðåäåëåíèþèìååì îñòîâ àòîìà, âëîæåííûé â ïëîñêîñòü ñ ñîõðàíåíèåì A-ñòðóêòóðû.Ñëåäñòâèå 4.2. Åñëè àòîì V , ñîîòâåòñòâóþùèé âèðòóàëüíîé äèàãðàì-ìå L, ÿâëÿåòñÿ âûñîòíûì (ò.å. èìååò âûñîòíîñòü íóëü), òî äèàãðàììà
L ïîëó÷àåòñÿ èç êëàññè÷åñêîé äèàãðàììû âèðòóàëèçàöèåé íåêîòîðûõ ïå-ðåêðåñòêîâ è ïðèìåíåíèåì äâèæåíèÿ îáúåçäà.Äåéñòâèòåëüíî, íåêîòîðàÿ äèàãðàììà L′, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âûñîòíîìóàòîìó V , ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé ïî ïîñòðîåíèþ. Äèàãðàììû L è L′ ïî-ëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ïðèìåíåíèåì îáúåçäîâ è âèðòóàëèçàöèé ñîãëàñíîòåîðåìå 4.2.Îïðåäåëåíèå 4.4. d-Äèàãðàììîé íàçîâåì õîðäîâóþ äèàãðàììó, õîðäûêîòîðîé äîïóñêàþò ðàçáèåíèå íà äâà ñåìåéñòâà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû õîð-äû èç îäíîãî ñåìåéñòâà íå áûëè çàöåïëåíû. Ïðèìåðû õîðäîâûõ äèàãðàìì,íå ÿâëÿþùèõñÿ d-äèàãðàììàìè, ïîêàçàíû íà ðèñ. 4.8.

�èñ. 4.8. Õîðäîâûå äèàãðàììû, íå ÿâëÿþùèåñÿ d�äèàãðàììàìèÅñëè àòîì ÿâëÿåòñÿ âûñîòíûì è èìååò ðîâíî îäíó ÷åðíóþ êëåòêó, òî ïî-ëó÷àþùàÿñÿ õîðäîâàÿ äèàãðàììà áóäåò d-äèàãðàììîé, ïðè ýòîì âñå ìåòêèáóäóò ïîëîæèòåëüíûìè. Ïî òåîðåìåÆîðäàíà îêðóæíîñòü äåëèò ïëîñêîñòüíà äâå ÷àñòè. Äàëåå, âñå õîðäû ñîîòâåòñòâóþò ïðèìûêàíèÿì âëîæåííîéâ ïëîñêîñòü îêðóæíîñòè ê ñàìîé ñåáå; âñå òàêèå ïðèìûêàíèÿ äåëÿòñÿ íàâíóòðåííèå è âíåøíèå (îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè), ýòî ñîîòâåòñòâóåò äâóìñåìåéñòâàì õîðä d-äèàãðàììû; ïðè ýòîì âñå ïðèìûêàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñîãëà-ñîâàííûìè, èç ÷åãî ñëåäóåò ïîëîæèòåëüíîñòü âñåõ ìåòîê.Ïî (îñíàùåííîé) õîðäîâîé äèàãðàììå àòîì âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷-íî. Äåéñòâèòåëüíî, õîðäîâàÿ äèàãðàììà çàäàåò îñòîâ àòîìà ñ A-ñòðóêòóðîé



4.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ 164è ïðàâèëî ïðèêëåéêè åäèíñòâåííîé ÷åðíîé êëåòêè, ò.å. B-ñòðóêòóðó.Â ñëó÷àå, åñëè ó àòîìà êîëè÷åñòâî ÷åðíûõ êëåòîê áîëüøå åäèíèöû, òîíóæíî ðàñïîëîæèòü ïî îäíîé îêðóæíîñòè âíóòðè êàæäîé êëåòêè, îðèåíòè-ðîâàòü ýòè îêðóæíîñòè ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì è ñîîáùèòü õîðäàì ìåòêè âçàâèñèìîñòè îò ñîãëàñîâàííîñòè îðèåíòàöèé ÷àñòåé îêðóæíîñòåé, ïðèìû-êàþùèõ ê äàííîé âåðøèíå.Ïåðåõîä îò àòîìîâ ê òðåõâàëåíòíûì ãðà�àì ñ ìåòêàìè áûë ïðåäëîæåíÀ.À.Îøåìêîâûì [Îø℄. Ïîñòðîåííûé ãðà� íîñèò íàçâàíèå f -ãðà�à.Àáñòðàêòíûé f -ãðà� ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îñíàùåííóþ õîðäîâóþ äèàãðàì-ìó (ò.å äèàãðàììó ñî çíàêàìè) íà íåñêîëüêèõ îêðóæíîñòÿõ. f -�ðà� îïðå-äåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî ñëåäóþùåé îïåðàöèè: çàìåíà îðèåíòàöèè íåêîòîðîéîêðóæíîñòè è çàìåíà ìåòîê íà êàæäîé õîðäå, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíó íàäàííîé îêðóæíîñòè ñ âåðøèíîé íà íåêîòîðîé äðóãîé îêðóæíîñòè. Â ñëó-÷àå, åñëè ïîâåðõíîñòü îðèåíòèðóåìà, îðèåíòàöèè îêðóæíîñòåé ìîæíî âû-áðàòü ñîãëàñîâàííûì îáðàçîì, òàê ÷òîáû âñå ìåòêè áûëè ïîëîæèòåëüíûìè.Ïî f -ãðà�ó (òî÷íåå, ïî åãî êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè) àòîì âîññòàíàâëè-âàåòñÿ îäíîçíà÷íî, ñì. [Îø℄.Â äàëüíåéøåì, åñëè îðèåíòàöèÿ îêðóæíîñòåé è ìåòêè íà ðåáðàõ íå óêà-çàíû, áóäåì ñ÷èòàòü îêðóæíîñòè âñåõ f -ãðà�îâ îðèåíòèðîâàííûìè ñîãëà-ñîâàííî, à ìåòêè � ïîëîæèòåëüíûìè. Ïðè èçîáðàæåíèè íà ïëîñêîñòè îðè-åíòàöèÿ îêðóæíîñòåé õîðäîâûõ äèàãðàìì è f -ãðà�îâ óêàçûâàòüñÿ íå áó-äåò. Åñëè ìåòêè íà äèàãðàììå îòñóòñòâóþò, òî îíè ïðåäïîëàãàþòñÿ ïîëî-æèòåëüíûìè.Ïðè èçîáðàæåíèè îäíîé îêðóæíîñòè íà ïëîñêîñòè ìû íå áóäåì óêàçû-âàòü åå îðèåíòàöèè, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îíà îðèåíòèðîâàíà ïðîòèâ ÷àñîâîéñòðåëêè.Äëÿ îðèåíòèðóåìûõ äèàãðàìì L, L′ âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé èìåþò ìå-ñòî äâà (�îðìàëüíî ðàçíûõ) îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè: îáû÷íàÿ âèðòó-àëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü, à òàêæå îðèåíòèðóåìàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü, â êî-òîðîé òðåáóåòñÿ íàëè÷èå öåïî÷êè äèàãðàìì L = L0, . . . , Ln = L′, êîòîðûìñîîòâåòñòâóþò îðèåíòèðóåìûå àòîìû, ïðè ýòîì äâå ñîñåäíèå äèàãðàììûîòëè÷àþòñÿ îäíèì èç îáîáùåííûõ äâèæåíèé �åéäåìåéñòåðà.�èïîòåçà 4.2 (�èïîòåçà îðèåíòèðóåìîñòè,[FKM℄). Ýòè äâà îòíîøå-



4.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ 165íèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ñîâïàäàþò.Ýòà ãèïîòåçà âåðíà. Åå äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç òåîðåìû Êóïåðáåð-ãà 2.1.4.1.2. Ìîäåëü çàòÿãèâàþùåãî äåðåâà äëÿ ñêîáêè Êàó�ìàíàÏðèâåäåì áûñòðûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ñêîáêè Êàó�ìàíà, ïðåäëîæåííûéÌ.Òèñòëòóýéòîì [Th1℄ äëÿ êëàññè÷åñêèõ óçëîâ. Íà ñëó÷àé âèðòóàëüíûõóçëîâ îí îáîáùàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Â äàëüíåéøåì ýòîò ñïîñîá áóäåòîñîáåííî ïîëåçåí äëÿ ðàáîòû ñ ãîìîëîãèÿìè Õîâàíîâà.Ïóñòü äàíà äèàãðàììà L âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ.Ñîîòíîøåíèå 〈I〉 = a〈O〉+ a−1〈L〉 ïîçâîëÿåò ðàçâîäèòü êëàññè÷åñêèåïåðåêðåñòêè øàã çà øàãîì. Åñëè, âûáðàâ íåêîòîðûé ïîðÿäîê ðàçâåäåíèÿïåðåêðåñòêîâ, ìû ðàçâåäåì äèàãðàììó äî êîíöà, òî ìû ïîëó÷èì íàáîðîêðóæíîñòåé, íå èìåþùèõ êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêîâ (ò.å. íàáîð ïîãðó-æåííûõ îêðóæíîñòåé, èìåþùèõ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ è ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ââèðòóàëüíûõ ïåðåêðåñòêàõ).Èíûìè ñëîâàìè, òàêèì îáðàçîì ìû ñâåäåì ñêîáêó Êàó�ìàíà èñõîäíîãîçàöåïëåíèÿ ê ëèíåéíîé êîìáèíàöèè çíà÷åíèé ñêîáêè Êàó�ìàíà íà ïðî-ñòåéøèõ äèàãðàììàõ òðèâèàëüíûõ çàöåïëåíèé, êîòîðûå èìåþò âèä (−a2−
a−2)(γ−1), ãäå γ ðàâíî êîëè÷åñòâó îêðóæíîñòåé â ñîîòâåòñòâóþùåì ñîñòîÿ-íèè. Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èì �îðìóëó (4.1), ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåìñîñòîÿíèÿì.Èäåÿ Òèñòëòóýéòà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìîæíî ðàçâîäèòü çàöåïëåíèå íåäî äèàãðàììû áåç êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêîâ, à äî íåêîòîðûõ ïðîìåæó-òî÷íûõ äèàãðàìì, ó êîòîðûõ âñå åùå åñòü êëàññè÷åñêèå ïåðåêðåñòêè, íîêîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òðèâèàëüíûå óçëû.Ýòà êîíñòðóêöèÿ äîñëîâíî ïðîõîäèò è äëÿ ñëó÷àÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ:ìû òî÷íî òàê æå ðàçâîäèì êëàññè÷åñêèå ïåðåêðåñòêè è â èòîãå ïîëó÷àåìíàáîð äèàãðàìì òðèâèàëüíîãî óçëà ñ íåêîòîðûì íàáîðîì êëàññè÷åñêèõ èâèðòóàëüíûõ ïåðåêðåñòêîâ.Îïèøåì ýòó êîíñòðóêöèþ áîëåå ïîäðîáíî. Ïóñòü Q � êóá ñîñòîÿíèéäèàãðàììû L, ò.å. ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé, çàïèñàííîå â âèäå äèñêðåòíîãî



4.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ 166êóáà {0, 1}n, ãäå êàæäûé íóëü èëè åäèíèöà îòâå÷àåò A- èëè B-ðàçâåäåíèþñîîòâåòñòâóþùåãî ïåðåêðåñòêà.Íàçîâåì ïîäêóáîì èñõîäíîãî êóáà íàáîð ñîñòîÿíèé, ïîëó÷àåìûõ �èêñà-öèåé çíà÷åíèé íåêîòîðûõ êîîðäèíàò � åäèíèöà èëè íóëü. Ïóñòü Q1, . . . , Qk� ïîäêóáû êóáà Q, íå èìåþùèå îáùèõ âåðøèí òàêèå, ÷òî ìíîæåñòâî âåð-øèí êóáîâ Qi èñ÷åðïûâàåò ìíîæåñòâî âåðøèí êóáà Q, ñì. ðèñ. 4.9.
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�èñ. 4.9. �àçáèåíèå ÷åòûðåõìåðíîãî êóáà íà ïîäêóáûÊàæäûé ïîäêóá ïîëó÷àåòñÿ èç Q çàäàíèåì çíà÷åíèé äëÿ íåêîòîðîãî íà-áîðà êîîðäèíàò, ò. å. âûáîð ðàçâåäåíèÿ âî âñåõ âåðøèíàõ ýòîãî íàáîðà.Êàæäûé ïîäêóá Qi çàäàåò çàöåïëåíèå LQi
, ïîëó÷àþùååñÿ èç èñõîäíîãî çà-öåïëåíèÿ ðàçâåäåíèåì òåõ ïåðåêðåñòêîâ äèàãðàììû, êîòîðûì ñîîòâåòñòâó-þò êîîðäèíàòû, ïîñòîÿííûå íà âñåõ âåðøèíàõ ïîäêóáà Qi. Â äàëüíåéøåììû áóäåì ïèñàòü 〈Qi〉, èìåÿ â âèäó 〈LQi

〉.Ïðè ýòîì êàæäîå ðàçâåäåíèå äèàãðàììû L ëåæèò â íåêîòîðîì èç êó-áîâ Qi. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ñêîáêè Êàó�ìàíà ìû èìååì 〈L〉=〈Q〉 =
∑

af(i)〈Qi〉, ãäå f(i) îçíà÷àåò ñóììó çíàêîâ òåõ ïåðåêðåñòêîâ, ðàçâåäåíèÿ



4.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ 167âäîëü êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþò i-ìó êóáó.�àññìîòðèì êóá Q è îáîçíà÷èì ÷åðåç K1 ìíîæåñòâî òåõ åãî âåðøèí �ñîñòîÿíèé, â êîòîðûõ êîëè÷åñòâî îêðóæíîñòåé ðàâíî åäèíèöå.Ïåðåíóìåðóåì òåïåðü êëàññè÷åñêèå ïåðåêðåñòêè äèàãðàììû L ÷èñëàìèîò 1 äî n. Îáû÷íûé ïðîöåññ ðàçâåäåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà i-ì øàãåìû ðàçâîäèì êëàññè÷åñêèé ïåðåêðåñòîê ñ íîìåðîì i äâóìÿ âîçìîæíûìèñïîñîáàìè. Â èòîãå ìû ïðèäåì êî âñåì 2n ñîñòîÿíèÿì.Âìåñòî ýòîãî íà íåêîòîðûõ øàãàõ ìû áóäåì íå ðàçâîäèòü êëàññè÷åñêèåïåðåêðåñòêè, à îñòàâëÿòü èõ íåèçìåííûìè. Òàêèì îáðàçîì, íà i-ì øàãåêàæäàÿ äèàãðàììà ëèáî ïåðåéäåò â äâå äèàãðàììû, ïîëó÷àåìûå èç íåå äâó-ìÿ âîçìîæíûìè ðàçâåäåíèÿìè â i-ì ïåðåêðåñòêå íà äâå äèàãðàììû, ëèáîïåðåéäåò íà ñëåäóþùèé óðîâåíü ñ íåðàçâåäåííûì i-ì ïåðåêðåñòêîì. Áîëååòî÷íî, íà k-ì øàãå ìû ïîëó÷èì íàáîð äèàãðàìì, ó êàæäîé èç êîòîðûõðàçâåäåíî íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ïåðåêðåñòêîâ èç ÷èñëà {1, . . . , k}.Íà êàæäîì øàãå êàæäîé òàêîé äèàãðàììå ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðûé ïîä-êóá, ïðè ýòîì îáúåäèíåíèå ïîäêóáîâ íà êàæäîì óðîâíå ñîñòàâëÿåò âåñüèñõîäíûé êóá ñîñòîÿíèé.Îòìåòèì, ÷òî äàëüíåéøèå �îðìóëû è àëãîðèòì äåéñòâèé çàâèñÿò îòíóìåðàöèè ïåðåêðåñòêîâ, íî â êîíöå ìû âñåãäà ïîëó÷èì �îðìóëó äëÿ âû-÷èñëåíèÿ ñêîáêè Êàó�ìàíà èñõîäíîãî çàöåïëåíèÿ, ò.å. êîíå÷íûé ðåçóëüòàòâñåãäà áóäåò îäíèì è òåì æå.Îïðåäåëåíèå 4.5.Íàçîâåìòî÷êîé ðàñïàäåíèÿ ñâÿçíîé (ñì. îïð. íà ñòð.50) âèðòóàëüíîé äèàãðàììû òàêîé åå ïåðåêðåñòîê X, ÷òî ïðè óäàëåíèèñîîòâåòñòâóþùåé âåðøèíû X ′ èç îñòîâà Γ ñîîòâåòñòâóþùåãî àòîìà V (L)ýòîò îñòîâ ðàñïàäåòñÿ íà áîëåå ÷åì îäíó ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó.Ïðàâèëî äëÿ ðàçâåäåíèÿ èëè íå ðàçâåäåíèÿ ïåðåêðåòñêîâ òàêîâî. Ïðèýòîì ìû áóäåì ðàçâîäèòü òå ïåðåêðåñòêè, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìèðàñïàäåíèÿ äèàãðàììû, ò.å. òàêèå, íè îäíî èç ðàçâåäåíèé êîòîðûõ íå ïðè-âîäèò ê ðàñïàäåíèþ îñòîâà ñîîòâåòñòâóþùåãî àòîìà íà äâå ñâÿçíûå êîì-ïîíåíòû.Òàêèì îáðàçîì, â êîíöå ìû ïîëó÷èì íåêîòîðûé íàáîð �ïðîìåæóòî÷íûõðàçâåäåíèé� (äèàãðàìì), êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç DL. Êàæäîå èç òà-êèõ ðàçâåäåíèé çàäàåò íåêîòîðóþ âèðòóàëüíóþ äèàãðàìììó, ïðè ýòîì ñî-



4.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ 168îòâåòñòâóþùèå ýòèì âèðòóàëüíûì äèàãðàììàì ïîäêóáû èñ÷åðïûâàþò âåñüêóá. Êàæäîìó ïðîìåæóòî÷íîìó ðàçâåäåíèþ S ∈ DL ñîîòâåòñòâóåò äèà-ãðàììà DS, êîòîðàÿ çàäàåò çàöåïëåíèå LS. Ñëåäóÿ [Th1℄, ìû óòâåðæäàåì,÷òî:1. Êàæäîå çàöåïëåíèå LS ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðèâèàëüíûé óçåë.2. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà DL íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåò-ñòâèè ñ ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà K1.Äåéñòâèòåëüíî, êàæäàÿ èç äèàãðàìì ìíîæåñòâà LS îáëàäàåò òåì ñâîé-ñòâîì, ÷òî â êàæäîì êëàññè÷åñêîì ïåðåêðåñòêå îäíî èç ðàçâåäåíèé ýòîéäèàãðàììû ïðèâîäèò ê ðàñïàäåíèþ. Èç ýòîãî ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ òà-êàÿ äèàãðàììà òðèâèàëèçóåòñÿ ïîñðåäñòâîì òîëüêî ïåðâûõ êëàññè÷åñêèõóìåíüøàþùèõ äâèæåíèé �åéäåìåéñòåðà (à òàêæå äâèæåíèé îáúåçäà â âèð-òóàëüíîì ñëó÷àå).Åñëè ìû áóäåì ðàçâîäèòü äèàãðàììó LS äàëåå, òî �ðàçáèâàþùåå� ðàç-âåäåíèå â êàêîì-ëèáî èç ïåðåêðåñòêîâ ïðèâåäåò ê ðàñïàäåíèþ äèàãðàììû.Ñëåäîâàòåëüíî, èç âñåõ ñîñòîÿíèé äèàãðàììû LS òîëüêî îäíî áóäåò ñîîò-âåòñòâîâàòü ðîâíî îäíîé îêðóæíîñòè. À èìåííî, ýòî áóäåò ñîñòîÿíèå, ïî-ëó÷àþùååñÿ ðàçâåäåíèåì âñåõ ïåðåêðåñòêîâ �íåðàñïàäàþùèìñÿ� ñïîñîáîì.Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìû äåéñòâèòåëüíî ïîëó÷èì ðîâíî îäíóîêðóæíîñòü.Îòìåòèì, ÷òî êîíñòðóêöèÿ Òèñòëòóýéòà ðàáîòàåò íå òîëüêî â ñëó÷àå,êîãäà ìû ðàçáèâàåì êóá ñîñòîÿíèé íà ïîäêóáû, ñîîòâåòñòâóþùèå òðèâè-àëüíûì äèàãðàììàì. Êàêîå áû ðàçáèåíèå êóáà íà ïîäêóáû ìû íè âçÿëè,ìû ïîëó÷èì àíàëîãè÷íîå ðàçëîæåíèå äëÿ ñêîáêè Êàó�ìàíà.Òàê êàê âñå ñîñòîÿíèÿ äèàãðàììû L ïîëó÷àþòñÿ äàëüíåéøèì ðàçâåäå-íèåì äèàãðàìì LS, ìû ïîëó÷àåì èñêîìîå ñîîòâåòñòâèå.Äëÿ ñîñòîÿíèÿ s èç K1 îáîçíà÷èì ÷åðåç Ds äèàãðàììó èç ìíîæåñòâà DL,äàëüíåéøåå ðàçâåäåíèå êîòîðîé ïðèâîäèò ê ñîñòîÿíèþ s.Òàêèì îáðàçîì, ïðè âû÷èñëåíèè ñêîáêè Êàó�ìàíà èñõîäíîãî çàöåïëå-íèÿ L ìû ìîæåì ïðîâåñòè ñóììèðîâàíèå ïî âñåì ñîñòîÿíèÿì èç K1, ïîä-ðàçóìåâàÿ ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèå äèàãðàììû èç ìíîæåñòâà DL. Êàêäèàãðàììû â ñîñòîÿíèÿõ K1, òàê è äèàãðàììû èç DS çàäàþò òðèâèàëü-



4.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ 169íûå óçëû (èìåííî óçëû, ò.å. çàöåïëåíèÿ èç îäíîé êîìïîíåíòû). Ïðè ýòîìó äèàãðàììû Ds, ñîîòâåòñòâóþùåé ñîñòîÿíèþ s ∈ K1, åñòü íåêîòîðîå (íåîáÿçàòåëüíî ðàâíîå íóëþ) ÷èñëî çàêðó÷åííîñòè w(Ds), ÷òî ïðèâîäèò íàñ êäîïîëíèòåëüíîìó ìíîæèòåëþ (−a)3w(Ds). Êðîìå òîãî, ïðè ïåðåõîäå îò äèà-ãðàììû L ê äèàãðàììåDs ìû ðàçâîäèì íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ïåðåêðåñòêîâïîëîæèòåëüíî, à íåêîòîðîå � îòðèöàòåëüíî. Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùóþðàçíèöó ÷åðåç r(s).Â èòîãå ìû ïîëó÷àåì �îðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñêîáêè Êàó�ìàíà:
〈L〉 =

∑

s∈K1

(−a)3w(Ds)ar(s). (4.3)Ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ ñêîáêè Êàó�ìàíà ìåòîäîì Òèñòëòóýéòà äëÿ òðè-ëèñòíèêà èçîáðàæåí íà ðèñ. 4.10.
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�èñ. 4.10. Âû÷èñëåíèå ñêîáêè Êàó�ìàíà ìåòîäîì ÒèñòëòóýéòàÈç ýòîãî ðèñóíêà ìû ïîëó÷àåì:



4.2. Ïîëèíîì Ξ. Âîïðîñû ìèíèìàëüíîñòè 170
〈L〉 = (−a)3a2+(−a)−3 +(−a)−6a−1 = −a5−a−3+a−7 � çíà÷åíèå ñêîáêèÊàó�ìàíà íà ïðàâîì òðèëèñòíèêå.4.2. Ïîëèíîì Ξ.Âîïðîñû ìèíèìàëüíîñòè äèàãðàììêëàññè÷åñêèõ è âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèéÎïðåäåëåíèå 4.6. �åäóöèðîâàííîé íàçûâàåòñÿ ïðîñòàÿ ñâÿçíàÿ äèà-ãðàììà âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ, íå èìåþùàÿ òî÷åê ðàñïàäåíèÿ.Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå âñå äèàãðàììû çàöåïëåíèé ïðåäïîëàãàþòñÿ ñâÿç-íûìè è ðåäóöèðîâàííûìè, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå.Íàçîâåì äëèíîé ïîëèíîìà Ëîðàíà P îäíîé ïåðåìåííîé ðàçíèöó ìåæäóïîêàçàòåëÿìè ñòàðøåé è ìëàäøåé ñòåïåíåé ìîíîìîâ, âõîäÿùèõ â íåãî ñíåíóëåâûìè êîý��èöèåíòàìè. Îáîçíà÷åíèå: spanP .Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü L � ðåäóöèðîâàííàÿ äèàãðàììà âèðòóàëüíîãî çàöåï-ëåíèÿ ñ n êëàññè÷åñêèìè ïåðåêðåñòêàìè. Òîãäà span〈L〉 6 4n + 2(χ − 2),ãäå χ � ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ñîîòâåòñòâóþùåãî àòîìà.Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì íóæíî îöåíèòü ðàçíîñòü ñòàðøåé è ìëàäøåé ñòåïå-íåé ìîíîìîâ, âõîäÿùèõ â ðàçëîæåíèå ñêîáêè Êàó�ìàíà.�àññìîòðèì A- è B-ñîñòîÿíèÿ äèàãðàììû L: â ïåðâîì èç íèõ âñå ïåðå-êðåñòêè ðàçâåäåíû ïîëîæèòåëüíûì ñïîñîáîì, à âî âòîðîì � îòðèöàòåëü-íûì. Îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâà îêðóæíîñòåé â ýòèõ ñîñòîÿíèÿõ ÷åðåç γmax è

γmin ñîîòâåòñòâåííî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íèêàêîå ñîñòîÿíèå íå ìîæåò ñîäåð-æàòü ìîíîìà, èìåþùåãî ñòåïåíü âûøå, ÷åì ñòàðøàÿ ñòåïåíü ìîíîìà â A-ñîñòîÿíèè (α = n, β = 0), è íèêàêîå ñîñòîÿíèå íå ìîæåò ñîäåðæàòü ìîíîìàñòåïåíè ìåíüøåé, ÷åì ìëàäøàÿ ñòåïåíü ìîíîìà â B-ñîñòîÿíèè (ïðîòèâî-ïîëîæíîì ñîñòîÿíèþ A âî âñåõ ïåðåêðåñòêàõ).Â ìàêñèìàëüíîì ñîñòîÿíèè ðàññìîòðèì ñòàðøèé ìîíîì ñòåïåíè n +
(γmax − 1), à â ìèíèìàëüíîì � ìëàäøèé ìîíîì ñòåïåíè −n − (γmin − 1).Î÷åâèäíî, ÷òî äëèíà ñêîáêè Êàó�ìàíà 〈L̄〉 íå ïðåâîñõîäèò 2n+2(γmax +
γmin − 2).Ó÷èòûâàÿ, ÷òî χ = n − 2n + (γmax + γmin), ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.



4.2. Ïîëèíîì Ξ. Âîïðîñû ìèíèìàëüíîñòè 171Íàçîâåì âèðòóàëüíóþ äèàãðàììó L ñ n ïåðåêðåñòêàìè 1-ïîëíîé, åñëè
span〈L〉 = 4n + 2(χ − 2).Îïðåäåëåíèå 4.7. Íàçîâåì ìèíèìàëüíîé äèàãðàììó âèðòóàëüíîãî çà-öåïëåíèÿ ñ n ïåðåêðåñòêàìè òàêóþ, ÷òî ëþáàÿ äèàãðàììà äàííîãî çàöåï-ëåíèÿ èìååò íå ìåíüøå ïåðåêðåñòêîâ, ÷åì n.Ìèíèìàëüíîñòè äèàãðàìì âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé ïîñâÿùåí êîíåö ãëà-âû 5. Îòìåòèì, ÷òî ÿâíûå ïðèìåðû ìèíèìàëüíîñòè äèàãðàìì äëèííûõâèðòóàëüíûõ óçëîâ, ïðèâåäåííûå â ãëàâå 5, îïèðàþòñÿ òîëüêî íà ðåçóëüòà-òû ãëàâû 4.Çàìå÷àíèå 4.5. Îòìåòèì, ÷òî íà ìíîæåñòâå êëàññè÷åñêèõ çàöåïëåíèéåñòü äâà �îðìàëüíî ðàçëè÷íûõ îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàëüíûõ äèàãðàìì. Îä-íî èç íèõ îçíà÷àåò ìèíèìàëüíîñòü â êëàññè÷åñêîé êàòåãîðèè, âòîðîå �ìèíèìàëüíîñòü â âèðòóàëüíîé êàòåãîðèè. Åñëè êëàññè÷åñêàÿ äèàãðàììàÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé â âèðòóàëüíîé êàòåãîðèè, òî îíà ïî îïðåäåëåíèþÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé è â êëàññè÷åñêîé êàòåãîðèè. Âåðíî ëè îáðàòíîå,äî ñèõ ïîð íå èçâåñòíî. Ýòîò âîïðîñ ñîñòàâëÿåò îäíó èç ïðîáëåì èçñïèñêà [FKM℄.Â äàëüíåéøåì, ãîâîðÿ î ìèíèìàëüíîñòè äèàãðàììû êëàññè÷åñêîãî óçëàìû áóäåì òî÷íî óêàçûâàòü � â êàêîé êàòåãîðèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ìèíè-ìàëüíîñòü.Èç òåîðåìû 4.4 ìîæíî âûâåñòè ðÿä ñëåäñòâèé, îòíîñÿùèõñÿ ê îöåíêå÷èñëà êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêîâ òîãî èëè èíîãî âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ.Ïóñòü âèðòóàëüíàÿ äèàãðàììà K èìååò äèàãðàììó 
 n êëàññè÷åñêèìèïåðåêðåñòêàìè, è ïóñòü òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèé àòîì èìååò ýéëåðîâó õà-ðàêòåðèñòèêó χ, à span〈K〉 = 4n + 2(χ − 2).Òîãäà, åñëè ñóùåñòâóåò äèàãðàììà K ′ ñ ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì êëàññè-÷åñêèõ ïåðåêðåñòêîâ n′ < n, òî ñîîòâåòñòâóþùèé äèàãðàììå K ′ àòîì äîë-æåí èìåòü á�îëüøóþ ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó, ÷åì àòîì, ñîîòâåòñòâóþùèéäèàãðàììå K. Èç ýòîãî ñëåäóåò ìèíèìàëüíîñòü ìíîãèõ äèàãðàìì, èìåþ-ùèõ íåîòðèöàòåëüíóþ ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó (íàïðèìåð, ëåæàùèõ íàñ�åðå, òîðå, áóòûëêå Êëåéíà, ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè). ×àñòíûì ñëó÷àåìýòîãî ÿâëÿåòñÿ çíàìåíèòàÿ òåîðåìà Êàó�ìàíà-Ìóðàñóãè î ìèíèìàëüíîñòè



4.2. Ïîëèíîì Ξ. Âîïðîñû ìèíèìàëüíîñòè 172àëüòåðíèðîâàííûõ äèàãðàìì êëàññè÷åñêèõ çàöåïëåíèé.Ýòà òåîðåìà áûëà äîêàçàíà íåçàâèñèìî Êàó�ìàíîì, Ìóðàñóãè [Mur1℄ èÒèñòëòóýéòîì [Th1℄ â 1987 ãîäó.Òåîðåìà 4.5 (Òåîðåìà Êàó�ìàíà�Ìóðàñóãè). Äëèíà ïîëèíîìà Äæîíñà-Êàó�ìàíà äëÿ êëàññè÷åñêèõ çàöåïëåíèé ñî ñâÿçíîé òåíüþ è n ïåðåêðåñò-êàìè ìåíüøå èëè ðàâíà 4n. �àâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî äëÿ àëüòåð-íèðîâàííûõ äèàãðàìì áåç òî÷åê ðàñïàäåíèÿ èëè äëÿ ñâÿçíûõ ñóìì òàêèõäèàãðàìì.Òåîðåìà Êàó�ìàíà-Ìóðàñóãè áûëà äîêàçàíà äëÿ êëàññè÷åñêèõ çàöåïëå-íèé. Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ìû ïðèâåäåì ïðèíàäëåæàùåå àâòîðó äîêà-çàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû äëÿ ñëó÷àÿ âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé (â ýòîì ñëó-÷àå ïîìèìî àëüòåðíèðîâàííûõ çàöåïëåíèé ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêæå êëàññêâàçèàëüòåðíèðîâàííûõ çàöåïëåíèé).Îäíàêî èíîãäà äëèíà ñêîáêè Êàó�ìàíà ïî òåì èëè èíûì ïðè÷èíàì îêà-çûâàåòñÿ ìåíüøå, ÷åì 4n+2(χ−2) (îáðàùàåòñÿ â íóëü ñòàðøèé èëè ìëàä-øèé êîý��èöèåíò). Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïðèáåãíóòü ê áîëåå ñèëüíûìèíâàðèàíòàì: ïîëèíîìó Ξ èëè ãîìîëîãèÿì Õîâàíîâà, êîòîðûå áóäóò îïðå-äåëåíû äàëåå.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñòàðøèé êîý��èöèåíò ñêîáêè Êàó�ìàíà èìååò ñàìî-ñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ: îá ýòîì ïîéäåò ðå÷ü â ãëàâå 8, ïîñâÿùåííîé ãðà�àìè èíâàðèàíòàì Âàñèëüåâà óçëîâ è ïëîñêèõ êðèâûõ.Ïðèâåäåì ïðèìåð �ïðîñòîé� òåîðåìû ìèíèìàëüíîñòè.Òåîðåìà 4.6 ([Ìà1℄). Ïóñòü L � âèðòóàëüíàÿ äèàãðàììà ñ n êëàññè-÷åñêèìè ïåðåêðåñòêàìè, çàäàþùàÿ âèðòóàëüíîå çàöåïëåíèå, íå èìåþùååíåñâÿçíûõ äèàãðàìì. Ïóñòü âûïîëíåíî îäíî èç äâóõ óñëîâèé:à) span〈L〉 = 4n − 2;á) span〈L〉 > 4n−4, ïðè ýòîì â 〈L〉 âõîäÿò ìîíîìû, èìåþùèå ñòåïåíè,íå ñðàâíèìûå ïî ìîäóëþ ÷åòûðå. Òîãäà äèàãðàììà L ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëü-íîé (â êëàññå ñâÿçíûõ äèàãðàìì).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò äèàãðàììà
L′, êîëè÷åñòâî ïåðåêðåñòêîâ êîòîðîé ðàâíî m 6 (n − 1).



4.2. Ïîëèíîì Ξ. Âîïðîñû ìèíèìàëüíîñòè 173Â ñëó÷àå à) ðàññìîòðèì àòîì, ñîîòâåòñòâóþùèé äèàãðàììå L′. Òàê êàêäèàãðàììà L′ ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé, ñîîòâåòñòâóþùèé åé àòîì ÿâëÿåòñÿ ñâÿç-íûì è èìååò ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó íå ïðåâûøàþùóþ äâóõ. Èç òåîðåìû4.4 ïîëó÷àåì, ÷òî span〈L〉 = span〈L′〉 6 4(n − 1). Ïðîòèâîðå÷èå.Âî ñëó÷àå á) àòîì, ñîîòâåòñòâóþùèé äèàãðàììå L′, ÿâëÿåòñÿ íåîðèåíòè-ðóåìûì, òàê êàê 〈L′〉 = 〈L〉 èìååò ìîíîìû, ñòåïåíè êîòîðûõ íå ñðàâíèìûïî ìîäóëþ ÷åòûðå. Ñëåäîâàòåëüíî, ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà χ ýòîãî àòî-ìà íå ïðåâûøàåò åäèíèöû (â ñèëó ñâÿçíîñòè äèàãðàììû). Çíà÷èò, ñîãëàñíîòåîðåìå 4.4, èìååò ìåñòî span〈L〉 = span〈L′〉 6 4(n − 1) − 2. Ïðîòèâîðå-÷èå.Íàçîâåì êâàçèàëüòåðíèðîâàííîé äèàãðàììó âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ,ïîëó÷àþùóþñÿ èç àëüòåðíèðîâàííîé äèàãðàììû êëàññè÷åñêîãî çàöåïëå-íèÿ âèðòóàëèçàöèåé íåêîòîðûõ ïåðåêðåñòêîâ è ïðèìåíåíèåì äâèæåíèÿ îáú-åçäà, ñì. ðèñ. 4.11.

�èñ. 4.11. Àëüòåðíèðîâàííàÿ êëàññè÷åñêàÿ äèàãðàììà (âîñüìåðêà)è êâàçèàëüòåðíèðîâàííàÿ äèàãðàììàÈç îïðåäåëåíèÿ ñ�åðè÷åñêîãî àòîìà è òåîðåìû 4.2 âûòåêàåòÏðåäëîæåíèå 4.3. Àòîì, ñîîòâåòñòâóþùèé ñâÿçíîé äèàãðàììå L âèð-òóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ñ�åðè÷åñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-ãäà äèàãðàììà L ÿâëÿåòñÿ êâàçèàëüòåðíèðîâàííîé.Â òåðìèíàõ àòîìîâ îïðåäåëåíèå ñâÿçíîé äèàãðàììû (ñì. ñòð. 50) ïåðå-�îðìóëèðóåòñÿ òàê:Îïðåäåëåíèå 4.8. Âèðòóàëüíàÿ äèàãðàììà íàçûâàåòñÿ ñâÿçíîé, åñëèîñòîâ ñîîòâåòñòâóþùåãî åé àòîìà ñâÿçåí.



4.2. Ïîëèíîì Ξ. Âîïðîñû ìèíèìàëüíîñòè 174×òîáû îöåíêà òåîðåìû 4.4 áûëà òî÷íà, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â ðàçëîæåíèèÊàó�ìàíà êîý��èöèåíò ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè n + (γmax − 1) è êîý��èöè-åíò ïðè ìëàäøåé ñòåïåíè (−n − (γmin−1)) áûëè îáà íå ðàâíû íóëþ. Ýòîóñëîâèå óäîáíûì îáðàçîì �îðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ àòîìîâ. Áîëåå òîãî,èç íåñîêðàùàåìîñòè â ñòàðøåì è ìëàäøåì ÷ëåíàõ ìîæíî ïîëó÷èòü òàêæåíåñîêðàùàåìîñòü ñòàðøåãî è ìëàäøåãî êîý��èöèåíòîâ äëÿ êàáåëåé � ñì.îïðåäåëåíèå äàëåå.Âèðòóàëüíàÿ äèàãðàììà L ÿâëÿåòñÿ àäåêâàòíîé (ñð. [Th1℄), åñëè ó ñîîò-âåòñòâóþùåãî àòîìà V (L) êàæäàÿ âåðøèíà èíöèäåíòíà ÷åòûðåì ðàçëè÷-íûì êëåòêàì. Èíûìè ñëîâàìè, íèêàêàÿ êëåòêà íå ïîäõîäèò ñàìà ê ñåáå íèâ êàêîé âåðøèíå.Àäåêâàòíîñòü ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì (íî íå íåîáõîäèìûì) óñëîâèåì äëÿòîãî, ÷òîáû ñòàðøèé ìîíîì â A-ñîñòîÿíèè ñêîáêè Êàó�ìàíà íå ñîêðàùàë-ñÿ ñ äðóãèìè ìîíîìàìè, à òàêæå ìëàäøèé ìîíîì â B-ñîñòîÿíèè íå ñîêðà-ùàëñÿ ñ äðóãèìè ìîíîìàìè. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â ðàçëîæåíèè (4.1) íèîäíî èç ñîñòîÿíèé, îòëè÷íûõ îò A-ñîñòîÿíèÿ, íå äàåò ìîíîìîâ, èìåþùèõñòåïåíü, ðàâíóþ ñòàðøåé. Àíàëîãè÷íî íè îäíî èç ñîñòîÿíèé, îòëè÷íûõ îò
B-ñîñòîÿíèÿ, íå äàåò ìîíîìîâ, èìåþùèõ ñòåïåíü, ðàâíóþ ìëàäøåé.Ýòî ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç êëþ÷åâûõ ïðè îïðåäåëåíèè ìèíèìàëü-íîñòè òîé èëè èíîé äèàãðàììû.Ôèêñèðóåì îäèí èç äâóõ öâåòîâ � áåëûé èëè ÷åðíûé. Ïîëóàäåêâàòíîé(áåëîé èëè ÷åðíîé) íàçûâàåòñÿ äèàãðàììà, äëÿ êîòîðîé â êàæäîé âåðøèíåäâå ïðèìûêàþùèå áåëûå (ñîîòâ., ÷åðíûå) êëåòêè ðàçëè÷íû. Àäåêâàòíàÿäèàãðàììà ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî áåëîé ïîëóàäêâàòíîé è ÷åðíîé ïîëóà-äåêâàòíîé.Âàæíîå ìåñòî â òåîðèè êëàññè÷åñêèõ è âèðòóàëüíûõ óçëîâ, à òàêæå âòåîðèè êîäèðîâàíèÿ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé çàíèìàåò ïîíÿòèå îñíàùåí-íîãî çàöåïëåíèÿ.Ïîä îñíàùåííûì çàöåïëåíèåì (ñð. ñòð. 10) ìû ïîíèìàåì êëàññ ýêâèâà-ëåíòíîñòè âèðòóàëüíûõ äèàãðàìì ïî âñåì îáîáùåííûì äâèæåíèÿì �åéäå-ìåéñòåðà, ãäå âìåñòî ïåðâîãî êëàññè÷åñêîãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà Ω1ââåäåíî äâèæåíèå Ω2

1, èçîáðàæåííîå íà ðèñ. 4.12.Áóäåì íàçûâàòü ïðåîáðàçîâàíèÿΩ1
1, Ω2, Ω3 è ïðåîáðàçîâàíèå îáúåçäà (îáîá-



4.2. Ïîëèíîì Ξ. Âîïðîñû ìèíèìàëüíîñòè 175

�èñ. 4.12. Äâîéíàÿ ïåòëÿùåííûìè) îáîáùåííûìè îñíàùåííûìè äâèæåíèÿìè �åéäåìåéñòåðà.Îñíàùåííûå êëàññè÷åñêèå äèàãðàììû èìåþò ñëåäóþùèé ãåîìåòðè÷å-ñêèé ñìûñë: êàæäîé êîìïîíåíòå çàöåïëåíèÿ, çàäàííîãî òàêîé äèàãðàììîé,ìîæíî ñîïîñòàâèòü ÷èñëî � èíäåêñ ñàìîçàöåïëåíèÿ. Ýòî ÷èñëî áóäåò èí-âàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî âñåõ îñíàùåííûõ äâèæåíèé �åéäåìåéñòåðà.Äëÿ êàæäîé âèðòóàëüíîé äèàãðàììû L ñm êëàññè÷åñêèìè è k âèðòóàëü-íûìè ïåðåêðåñòêàìè ìîæíî îïðåäåëèòü åå êàáåëè: óäâîåííóþ äèàãðàììó
D2(L), óòðîåííóþ äèàãðàììó D3(L) è òàê äàëåå. Ýòî äåëàåòñÿ ñëåäóþùèìîáðàçîì. �àññìîòðèì äèàãðàììó L è ïàðàëëåëüíî åé íàðèñóåì (n−1) �òî÷-íî òàêóþ æå äèàãðàììó�. Ìîæíî ñ÷èòàòü, íàïðèìåð, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà íàâåòâè äèàãðàììû ñäâèíóëàñü íà ìàëåíüêèå îòðåçêè äëèí ε, 2ε, . . . , (n− 1)εâäîëü íîðìàëè. Ó ïîëó÷åííîé äèàãðàììû Dn(L) áóäåò n2m êëàññè÷åñêèõè n2k âèðòóàëüíûõ ïåðåêðåñòêîâ: âìåñòî êàæäîãî ïåðåêðåñòêà ìû ïîëó-÷èì n2 íîâûõ; åñëè â êëàññè÷åñêîì ïåðåêðåñòêå äèàãðàììû L íåêîòîðàÿâåòâü a îáðàçîâûâàëà ïåðåõîä ïðè ïåðåñå÷åíèè âåòâè b, òî â äèàãðàììå
Dn(L) êàæäàÿ èç ñåìåéñòâà n ïàðàëëåëüíûõ âåòâåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ a,áóäåò îáðàçîâûâàòü ïåðåõîä ïðè ïåðåñå÷åíèè êàæäîé èç n ïàðàëëåëüíûõâåòâåé, ñîîâòåòñòâóþùèõ b; ïðèìåð óäâîåíèÿ äëÿ ñòàíäàðòíîé äèàãðàììûêëàññè÷åñêîãî òðèëèñòíèêà ïîêàçàí íà ðèñ. 4.13.�åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë çàïðåùåíèÿ ïåðâîãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà ñî-ñòîèò â ñëåäóþùåì. �àññìîòðèì êëàññè÷åñêóþ äèàãðàììó óçëà L è óäâî-åííóþ äèàãðàììó D2(L). Ïîñëåäíþþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå êàê ñïîñîá
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�èñ. 4.13. Óäâîåíèå òðèëèñòíèêà: ïàðàëëåëüíàÿ êîïèÿ èçîáðàæåíà òîíêîé ëèíèåéçàäàíèÿ ëîêàëüíî ïëîñêîé ëåíòû â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, êðàÿìè êî-òîðîé ÿâëÿþòñÿ äâà �ïàðàëëåëüíûõ óçëà� � L è L′. Ëåíòà â òðåõìåðíîìïðîñòðàíñòâå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò óçåë (êàê îäíó èç êîìïîíåíò êðàÿ) èòàêæå ÷èñëî çàêðó÷åííîñòè ìåæäó êîìïîíåíòàìè êðàÿ.Òàêèì îáðàçîì, ïåðâîå äâèæåíèå �åéäåìåéñòåðà Ω1 íå ìåíÿåò èçîòîïè÷å-ñêîãî êëàññà óçëà, íî ìåíÿåò èçîòîïè÷åñêèé êëàññ ëåíòû, òàê êàê èçìåíÿåòíà åäèíèöó êîý��èöèåíò çàöåïëåíèÿ êîìïîíåíò êðàÿ ýòîé ëåíòû.Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, â ñëó÷àå âèðòóàëüíûõ óçëîâ çàìåíà Ω1 íà Ω2

1ïðèâîäèò ê îñíàùåííûì âèðòóàëüíûì óçëàì, çàäàâàåìûì ëåíòàìè â ñòà-áèëèçèðîâàííûõ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ âèäà Sg × I.Ïðèìåíåíèå ê äèàãðàììå L äâèæåíèÿ îáúåçäà çàäàåò äâèæåíèå îáúåçäàäëÿ äèàãðàììû Dn(L), êàêîâà áû íè áûëà èñõîäíàÿ äèàãðàììà L. Åñëèïðèìåíèòü ê L âòîðîå èëè òðåòüå êëàññè÷åñêîå äâèæåíèå �åéäåìåéñòåðàèëè óäâîåííóþ âåðñèþ ïåðâîãî êëàñèñ÷åñêîãî äâèæåíèÿ Ω2
1, òî äèàãðàììà

Dn(L) òàêæå ïåðåéäåò â ýêâèâàëåíòíóþ åé äèàãðàììó. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî n îïåðàöèÿ âçÿòèÿ n-êàáåëÿ L 7→ Dn(L) ÿâ-ëÿåòñÿ êîððåêòíî îïðåäåëåííîé îïåðàöèåé äëÿ îñíàùåííûõ âèðòóàëüíûõçàöåïëåíèé.Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, ýòà îïåðàöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî îïðåäåëåí-íîé äëÿ îáû÷íûõ âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé: ïðè ïðèìåíåíèè ïðåîáðàçîâà-íèÿ Ω1 ê äèàãðàììå L äâå �ïàðàëëåëüíûå� êîìïîíåíòû çàöåïëåíèÿ D2(L)èçìåíÿò êîý��èöèåíò çàöåïëåíèÿ.Ëåììà 4.1. Ïóñòü âèðòóàëüíàÿ äèàãðàììà L ñ m êëàññè÷åñêèìè ïåðå-êðåñòêàìè àäåêâàòíà. Òîãäà äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n èìååò ìåñòîðàâåíñòâî



4.2. Ïîëèíîì Ξ. Âîïðîñû ìèíèìàëüíîñòè 177
span〈Dn(L)〉 = 4n2m + 2(χn − 2), (4.4)ãäå χn � ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà àòîìà, ñîîòâåòñòâóþùåãî äèàãðàììå

Dn.Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäûé ïåðåêðåñòîê X äèàãðàììû Dn(L) ïðîèñõîäèòèç íåêîòîðîãî ïåðåêðåñòêà X ′ äèàãðàììû L: ïîñëåäíåìó ñîîòâåòñòâóþò n2ïåðåêðåñòêîâ äèàãðàììû Dn(L).Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî n äèàãðàììàDn(L) àäåêâàòíà. Äåéñòâèòåëüíî,åñëè áû ñóùåñòâîâàë ïåðåêðåñòîê X äèàãðàììû Dn(L), ê êîòîðîìó, ñêà-æåì, íåêîòîðàÿ áåëàÿ îêðóæíîñòü ïîäõîäèëà ñ äâóõ ñòîðîí, òî ê ïåðåêðåñò-êó X ′ òàêæå ïîäõîäèëà áû ñ äâóõ ñòîðîí îäíà è òà æå áåëàÿ îêðóæíîñòü.Òàêèì îáðàçîì áûëà áû íåàäåêâàòíîé è äèàãðàììà L. Äàëåå îïèñûâàåìîåâ ëåììå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ïîäñ÷åòà ðàçíîñòè ñòåïåíè ñòàðøåãî è ìëàä-øåãî ìîíîìîâ, âõîäÿùèõ â ñêîáêó Êàó�ìàíà 〈L〉 àäåêâàòíîé äèàãðàììû L.Èç ëåììû 4.1 âûòåêàåò ñëåäóþùàÿÒåîðåìà 4.7. Ïóñòü (íåðàñïàäàþùàÿñÿ) äèàãðàììà L îñíàùåííîãî âèð-òóàëüíîãî L çàöåïëåíèÿ àäåêâàòíà. Òîãäà ó îñíàùåííîãî çàöåïëåíèÿ Líåò (íåðàñïàäàþùèõñÿ) äèàãðàìì ñ ÷èñëîì êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêîâìåíüøèì, ÷åì ó äèàãðàììû L.Â ñëó÷àå êëàññè÷åñêèõ óçëîâ ýòà òåîðåìà áûëà èçâåñòíà Ì. Òèñòëòóýéòó[Th2℄; ýòî óòâåðæäåíèå âûòåêàåò òàêæå èç òåîðèè ãîìîëîãèé Õîâàíîâà. Ìûïðèâåäåì ýëåìåíòàðíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû. Òåõíèêà äîêàçàòåëü-ñòâà áóäåò èñïîëüçîâàíà â äàëüíåéøåì.Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì äèàãðàììû D2(L), D3(L), . . . . Èì ñîîòâåò-ñòâóþò îñíàùåííûå çàöåïëåíèÿ � êàáåëè îñíàùåííîãî çàöåïëåíèÿ L �óäâîåíèÿ, óòðîåíèÿ è ò.ä. Ìû áóäåì èçó÷àòü äëèíó span〈Dm(L)〉, êîòîðàÿÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì çàöåïëåíèÿ L, çàâèñÿùèì îò ïàðàìåòðà m.Ïóñòü àòîì, ñîîòâåòñòâóþùèé äèàãðàììå L, èìååò ýéëåðîâó õàðàêòåðè-ñòèêó χ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî êîëè÷åñòâî Γ êëåòîê àòîìà ðàâíî Γ = χ + n. �àñ-ñìîòðèì àòîì, ñîîòâåòñòâóþùèé äèàãðàììå Dm(L). Ìû èìååì m2n âåð-øèí, 2m2n ðåáåð è mΓ äâóìåðíûõ êëåòîê (êàæäîé âåðøèíå èñõîäíîãî



4.2. Ïîëèíîì Ξ. Âîïðîñû ìèíèìàëüíîñòè 178àòîìà ñîîòâåòñòâóåò m2 âåðøèí äëÿ êàáåëÿ, êîëè÷åñòâî ðåáåð â äâà ðà-çà áîëüøå, ÷åì êîëè÷åñòâî âåðøèí, à êîëè÷åñòâî äî- è ïîñëåêðèòè÷åñêèõîêðóæíîñòåé ïðè âçÿòèè êàáåëÿ óâåëè÷èâàåòñÿ â m ðàç, ñì. ðèñ. 5.21). Òà-êèì îáðàçîì, ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ýòîãî àòîìà ðàâíà
χm = −m2n + mn + mχ. (4.5)Èç ëåììû 4.1 ñëåäóåò, ÷òî ñòàðøàÿ è ìëàäøàÿ ñòåïåíè ñêîáêè Êàó�ìàíàäëÿ äèàãðàìì Dm íå ñîêðàùàþòñÿ (âñå êàáåëè èñõîäíîé äèàãðàììû ÿâëÿ-þòñÿ àäåêâàòíûìè äèàãðàììàìè). Ïîýòîìó, ñîãëàñíî òåîðåìå 4.4, äëèíàñêîáêè Êàó�ìàíà äèàãðàììû Dm ðàâíà

span〈Dm(L)〉 = 4m2n + 2(χm − 2) = 2(m2 + m)n + 2mχ − 4. (4.6)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó îñíàùåííîãî çàöåïëåíèÿ L èìååòñÿ äèàãðàììà L′,èìåþùàÿ n′ ïåðåêðåñòêîâ, òàêàÿ ÷òî ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ñîîòâåòñòâó-þùåãî àòîìà ðàâíà χ′, ïðè÷åì n′ < n. Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 4.4, ðàññóæ-äàÿ êàê è ðàíüøå, ìû ïîëó÷èì:
span〈Dm(L′)〉 6 2(m2 + m)n′ + 2mχ′ − 4. (4.7)Ñëåäîâàòåëüíî,

(2m + 2)(n′ − n) > 2(χ − χ′). (4.8)Òàê êàê n′ − n 6 (−1), à m ìîæåò áûòü âûáðàíî ñêîëü óãîäíî áîëüøèì,ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà χ′ áîëüøå ñêîëü óãîäíî áîëü-øîãî íàïåðåä çàäàííîãî ÷èñëà. Ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâîòåîðåìû.Çàìå÷àíèå 4.6. Îòìåòèì, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå íàì äîñòàòî÷íîâûïîëíåíèÿ ñâîéñòâà àäåêâàòíîñòè ëèøü äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâàäèàãðàìì Dni
(L), i ∈ N. Ïðè ýòîì íå îáÿçàòåëüíî, ÷òîáû ñàìà äèàãðàì-ìà L áûëà àäåêâàòíîé.



4.2. Ïîëèíîì Ξ. Âîïðîñû ìèíèìàëüíîñòè 179Òåîðåìû ìèíèìàëüíîñòè 4.6 è 4.7 ìîãóò áûòü óñèëåíû ïîñëå ââåäåíèÿáîëåå ìîùíûõ èíâàðèàíòîâ, îáîáùàþùèõ ïîëèíîì Äæîíñà � ïîëèíîìà Ξ,ãîìîëîãèé Õîâàíîâà.Äëÿ ýòîãî íàì äîñòàòî÷íî çàìåíèòü äëèíó ñêîáêè Êàó�ìàíà íà äëèíó(îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé a) ïîëèíîìà Ξ èëè íà âåëè÷èíó 2(h − 2), ãäå h� âûñîòà ãîìîëîãèé Õîâàíîâà, ñì. îïð. íà ñòð. 214.4.2.1. Ñòàðøèé è ìëàäøèé êîý��èöèåíòû ñêîáêè Êàó�ìàíàÏóñòü K � âèðòóàëüíàÿ äèàãðàììà. Âû÷èñëèì ìëàäøèé êîý��èöèåíòðàçëîæåíèÿ ñêîáêè Êàó�ìàíà 〈K〉 ñîãëàñíî �îðìóëå (4.1). Â ñëó÷àå êâà-çèàëüòåðíèðîâàííûõ (ñì. ñòð. 173) äèàãðàìì çàöåïëåíèÿ (áåç òî÷åê ðàñïà-äåíèÿ) îí ðàâåí åäèíèöå ïî ïðè÷èíå òîãî, ÷òî ó ñîîòâåòñòâóþùåãî àòîìà(ëåæàùåãî íà ñ�åðå) ïîñëåêðèòè÷åñêàÿ îêðóæíîñòü íå ìîæåò ïîäõîäèòüñàìà ê ñåáå; ïî òåì æå ïðè÷èíàì îí ðàâåí åäèíèöå â ñëó÷àå àäåêâàòíûõäèàãðàìì.Íàì âàæíû ñëó÷àè, êîãäà îí íå ðàâåí íóëþ (íî íå îáÿçàòåëüíî ðàâåíåäèíèöå).Â îáùåì ñëó÷àå âèðòóàëüíîé äèàãðàììå K ñîîòâåòñòâóåò àòîì V (K),êîòîðûé óæå íå îáÿçàòåëüíî áóäåò ñ�åðè÷åñêèì. Åñëè äèàãðàììà íå ÿâ-ëÿåòñÿ àäåêâàòíîé, íåêîòîðàÿ ïîñëåêðèòè÷åñêàÿ îêðóæíîñòü óæå ìîæåòïîäõîäèòü ñàìà ê ñåáå, íå îáðàçóÿ ïðè ýòîì òî÷åê ðàñïàäåíèÿ íà àòîìå.Ñïîñîá ïîäõîäà îêðóæíîñòè ñàìîé ê ñåáå åñòåñòâåííî îïèñûâàòü õîðäîâîéäèàãðàììîé (êîòîðàÿ â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå áóäåò d-äèàãðàììîé). Åñëèìû èìååì ðîâíî îäíó ïîñëåêðèòè÷åñêóþ îêðóæíîñòü, òî ìëàäøèé êîý�-�èöèåíò ïîëèíîìà Äæîíñà-Êàó�ìàíà îïèñûâàåòñÿ íåêîòîðîé �óíêöèåéíà òàêèõ d-äèàãðàììàõ, êîòîðàÿ, áóäó÷è åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîë-æåíà íà ïðîèçâîëüíûå õîðäîâûå äèàãðàììû, çàäàåò ñèìâîëû íåêîòîðûõèíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà.Îïèñàíèå ýòîé �óíêöèè ïðèâåäåíî â [BaMo℄, [Mn
h℄ è [Avd℄. Ýòà �óíê-öèÿ ñâÿçàíà ñ èíâàðèàíòàìè Âàñèëüåâà. Ýòà òåìà áóäåò îáñóæäåíà â ãëàâå8 íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè.Ïóñòü K � äèàãðàììà çàöåïëåíèÿ ñ n êëàññè÷åñêèìè ïåðåêðåñòêàìè,
V � ñîîòâåòñòâóþùèé åé âûñîòíûé àòîì ñ n âåðøèíàìè. �àññìîòðèì ïî-



4.2. Ïîëèíîì Ξ. Âîïðîñû ìèíèìàëüíîñòè 180ñëåêðèòè÷åñêèå îêðóæíîñòè c1, c2, . . . , ck àòîìà V . Ïóñòü ýòè îêðóæíîñòèñîîòâåòñòâóþò B-ñîñòîÿíèþ àòîìà V . Âêëàä ýòîãî ñîñòîÿíèÿ ìëàäøóþ ñòå-ïåíü ðàçëîæåíèÿ (4.1) ñêîáêè Êàó�ìàíà, ðàâåí (−1)k−1a−n−2k+2. Âû÷èñëèìêîý��èöèåíò ïðè ýòîé ñòåïåíè â 〈K〉.Çàìå÷àíèå 4.7. Ýòîò êîý��èöèåíò, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ èíâàðè-àíòîì óçëà. Äåëî â òîì, ÷òî, ãîâîðÿ �ìëàäøèé� êîý��èöèåíò ïîëèíîìà,ìû îáû÷íî èìååì â âèäó åãî ìëàäøèé íåíóëåâîé êîý��èöèåíò. Îäíàêîìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî âû÷èñëÿåìûé ïî ÿâíîé �îðìóëå (4.1) �ìëàäøèéêîý��èöèåíò� äëÿ ñêîáêè Êàó�ìàíà ðàâåí íóëþ, â òî âðåìÿ êàê äëÿ íåêî-òîðîé äðóãîé äèàãðàììû (íàïðèìåð, ñ ìåíüøèì ÷èñëîì ïåðåêðåñòêîâ)àíàëîãè÷íîå ðàçëîæåíèå äàñò �íàñòîÿùèé�, ò.å. íåíóëåâîé, ìëàäøèé êî-ý��èöèåíò.Ñîñòîÿíèå s′, â êîòîðîì l ïåðåêðåñòêîâ ðàçâåäåíû ñïîñîáîì A, çàäàåòìèíèìàëüíóþ âîçìîæíóþ ñòåïåíü ìîíîìà, åñëè è òîëüêî åñëè â ýòîì ñî-ñòîÿíèè êîëè÷åñòâî îêðóæíîñòåé ðàâíî k+ l. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðè ïåðåõîäåîò B-ñîñòîÿíèÿ ê ñîñòîÿíèþ s′ ïîñëåäîâàòåëüíûì èçìåíåíèåì ðàçâåäåíèéâ êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêàõ ìû äîëæíû íà êàæäîì øàãå äåëàòü ïðåîáðà-çîâàíèÿ, �ðàçáèâàþùèå� îäíó îêðóæíîñòü íà äâå. Ñîåäèíèì â ñîñòîÿíèè s′õîðäàìè äóãè îêðóæíîñòåé, ïðîõîäÿùèå â îêðåñòíîñòÿõ êëàññè÷åñêèõ ïå-ðåêðåñòêîâ (âåðøèí àòîìà). Ïîëó÷èòñÿ õîðäîâàÿ äèàãðàììà íà íåñêîëüêèõîêðóæíîñòÿõ.�àññìîòðèì ïåðåêðåñòêè, â êîòîðûõ ñîñòîÿíèå s′ îòëè÷àåòñÿ îò B-ñîñ-òîÿíèÿ, è ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ïåðåêðåñòêàì õîðäû. ßñíî, ÷òî êàæäàÿòàêàÿ õîðäà ñîåäèíÿåò òî÷êè íà îäíîé è òîé æå îêðóæíîñòè, èíà÷å, èçìåíèâðàçâåäåíèå â ñîîòâåòñòâóþùåì ïåðåêðåñòêå, ìû íà ïåðâîì øàãå ïîëó÷èëèáû k−1 îêðóæíîñòü, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî íà l-ì øàãå ìû íå ìîæåì ïîëó÷èòüáîëüøå, ÷åì k + l − 2 îêðóæíîñòåé.�àññìîòðèì îäíó îêðóæíîñòü C â B-ñîñòîÿíèè è îäíó õîðäó c, ñîåäè-íÿþùóþ ïàðó òî÷åê íà îêðóæíîñòè C. Åñëè ìû ïåðåñòðîèì B-ñîñòîÿíèåïî õîðäå c, ìû ïîëó÷èì äâå îêðóæíîñòè. Äàëåå, ÷òîáû ïîñëå ïåðåñòðîé-êè ïî õîðäå ïîëó÷åííîå ñîñòîÿíèå äàâàëî ìîíîì ìèíèìàëüíîé âîçìîæíîéñòåïåíè, îáà êîíöà êàæäîé ïîñëåäóþùåé õîðäû d â äèàãðàììå C äîëæíûëåæàòü ïî îäíó ñòîðîíó îò õîðäû c, òàê êàê èíà÷å, èçìåíèâ ñîñòîÿíèå s′ ïî



4.2. Ïîëèíîì Ξ. Âîïðîñû ìèíèìàëüíîñòè 181õîðäàì c è d, ìû ïîëó÷èì íå k + 2 îêðóæíîñòè, à k îêðóæíîñòåé, ñëåäî-âàòåëüíî, ëþáîå èçìåíåíèå ïî l õîðäàì, ñðåäè êîòîðûõ åñòü c è d, äàñò íåáîëåå, ÷åì k + l− 2 îêðóæíîñòè. Ïðîäîëæàÿ ðàññóæäàòü àíàëîãè÷íûì îá-ðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó. Êàæäîé èç îêðóæíîñòåé B-ñîñòîÿíèÿñîîòâåòñòâóåò õîðäîâàÿ äèàãðàììà. Äîïóñòèìûì, ò.å. ïðèâîäÿùèì ê ìè-íèìàëüíîé ñòåïåíè ìîíîìà, íàáîðîì õîðä ÿâëÿåòñÿ íàáîð õîðä, â êîòîðîìëþáûå äâå õîðäû, ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîé è òîé æå îêðóæíîñòè (õîðäîâîéäèàãðàììå), íå çàöåïëåíû (íå ïåðåñåêàþòñÿ). Èìåÿ äîïóñòèìûé íàáîð õîðä,ñîñòîÿùèé èç a1 õîðä íà ïåðâîé îêðóæíîñòè, a2 õîðä íà âòîðîé îêðóæíî-ñòè, è ò.ä., ak õîðä íà k-é îêðóæíîñòè, ìû ïîëó÷èì ñîñòîÿíèå, êîòîðîå äàåòâêëàä â ìëàäøèé êîý��èöèåíò a−n−2k+2, ðàâíûé (−1)
∑

i ai(−1)k−1. Âûíîñÿ
(−1)k−1 çà ñêîáêó (â äàëüíåéøåì ìû íå áóäåì ó÷èòûâàòü ýòîò êîý��è-öèåíò), ìû ïîëó÷èì, ÷òî ìëàäøèé êîý��èöèåíò ñêîáêè Êàó�ìàíà ðàâåíñóììå ∑n

l=0(−1)lNl, ãäå Nl � êîëè÷åñòâî äîïóñòèìûõ íàáîðîâ èç l õîðä. Òà-êèì îáðàçîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìëàäøåãî êîý��èöèåíòà ñêîáêè Êàó�ìàíàõîðäû, ñîåäèíÿþùèå ðàçíûå îêðóæíîñòè, íå èãðàþò ðîëè, è çàäà÷à ñâîäèò-ñÿ ê ðàññìîòðåíèþ íàáîðà íå ñâÿçàííûõ äðóã ñ äðóãîì õîðäîâûõ äèàãðàìì.Î÷åâèäíî, ÷òî ðåçóëüòèðóþùèé êîý��èöèåíò M1(D) ðàâåí ïðîèçâåäåíèþêîý��èöèåíòîâ ïî âñåì õîðäîâûì äèàãðàììàì, ãäå äëÿ êàæäîé õîðäîâîéäèàãðàììû D îí ðàâåí
n

∑

i=0

(−1)i(êîëè÷åñòâî íàáîðîâ i íåïåðåñåêàþùèõñÿ õîðä) (4.9)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñ÷èòàåòñÿ ñòàðøèé êîý��èöèåíò ñêîáêè Êàó�-ìàíà.4.2.2. Ïîëèíîì ΞÎêàçûâàåòñÿ, ÷òî â �îðìóëó (4.1) äëÿ ñêîáêè Êàó�ìàíà ìîæíî �äî-áàâèòü ãåîìåòðèþ âèðòóàëüíûõ óçëîâ�, ÷òî ïðèâîäèò (ïîñëå íîðìèðîâêè,àíàëîãè÷íîé (4.2) ê áîëåå ñèëüíîìó èíâàðèàíòó âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé.Ïðèâîäèìûå â íàñòîÿùåé ãëàâå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â êíèãå [Ìà1℄ èñòàòüÿõ [Ìà7, Man3℄.



4.2. Ïîëèíîì Ξ. Âîïðîñû ìèíèìàëüíîñòè 182Ýòî äåëàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî S ïàð (îðèåí-òèðîâàííàÿ äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü � êîíå÷íûé íàáîð çàìêíóòûõ êðèâûõíà íåé). Çäåñü äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü ïîäðàçóìåâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííîé,çàìêíóòîé è èìåþùåé êîíå÷íîå ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè (åñëè S íåñâÿç-íà, òî îðèåíòèðîâàííîé ïðåäïîëàãàåòñÿ êàæäàÿ èç åå êîìïîíåíò ñâÿçíî-ñòè). Çàäàäèì íà ìíîæåñòâå òàêèõ ïàð èç S ýêâèâàëåíòíîñòü òàê æå, êàêîïèñàíî â ãëàâå 1 ñ íåêîòîðûìè óòî÷íåíèÿìè ñëåäóþùèì îáðàçîì.Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýëåìåíòû èç S ñ òî÷íîñòüþ äî îòíîøåíèÿ ýêâèâà-ëåíòíîñòè, ïîðîæäàåìîãî ñëåäóþùèìè ýëåìåíòàðíûìè ýêâèâàëåíòíîñòÿ-ìè:1. Ñîõðàíÿþùèìè îðèåíòàöèþ ãîìåîìîð�èçìàìè ïîâåðõíîñòåé, ïåðåâî-äÿùèìè êðèâûå â êðèâûå.2. Ñòàáèëèçàöèÿìè, ò.å. äîáàâëåíèÿìè ðó÷åê ñîãëàñîâàííûõ ñ îðèåíòàöè-åé ïîâåðõíîñòè è íå ïåðåñåêàþùèõ êðèâûå, à òàêæå äåñòàáèëèçàöèÿìè� îïåðàöèÿìè, îáðàòíûìè ê ñòàáèëèçàöèÿì.3. Ñâîáîäíûìè ãîìîòîïèÿìè êðèâûõ ïî ïîâåðõíîñòè.4. Äîáàâëåíèÿìè (óäàëåíèÿìè) ïðîñòûõ êðèâûõ, îãðàíè÷èâàþùèõ äèñêíà ïîâåðõíîñòè è íå ïåðåñåêàþùèõñÿ ñ äðóãèìè êðèâûìè.Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ÷åðåç S. Î÷åâèäíî, ÷òîýòî ìíîæåñòâî ñ÷åòíî.Âîïðîñ î òîì, ïðåäñòàâëÿþò ëè äâà ýëåìåíòà èç S îäèí è òîò æå êëàññýêâèâàëåíòíîñòè â S, ëåãêî ðàñïîçíàåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè (ñì. ïåðâóþ ãëà-âó).Àíàëîãè÷íî àëãîðèòìó, îïèñàííîìó â ïåðâîé ãëàâå, ñòð. 28, â äàííîìñëó÷àå àëãîðèòì ìèíèìèçàöèè ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó âîçìîæíîñòè äåñòàáèëè-çèðîâàòü ïîâåðõíîñòü (ïðèìåíèòü ê íåé ýêâèâàëåíòíîñòü, óìåíüøàþùóþðîä) ëèáî ê óìåíüøåíèþ åå ïîñðåäñòâîì ðàçâåäåíèÿ äâóóãîëüíèêà èëè óäà-ëåíèÿ ïåòëè, ñì. ðèñ. 1.21, ëèáî ê óäàëåíèþ îòäåëüíî ñòîÿùåé òðèâèàëüíîéîêðóæíîñòè, êîòîðàÿ íå èìååò ïåðåñå÷åíèé ñ äðóãèìè êðèâûìè. Â ñëó÷àå,êîãäà íè÷åãî èç âûøåïåðå÷èñëåííîãî ñäåëàòü íåâîçìîæíî, äèàãðàììà ÿâ-ëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé.



4.2. Ïîëèíîì Ξ. Âîïðîñû ìèíèìàëüíîñòè 183Ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ïðèìåíåíèåì òðå-òüåãî (ïëîñêîãî) äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà, êîòîðîå íå ìåíÿåò íè ïîâåðõíî-ñòè, íè êîëè÷åñòâà ïåðåêðåñòêîâ. Ïîýòîìó ðàñïîçíàâàíèå äâóõ ýêâèâàëåíò-íûõ ìèíèìàëüíûõ äèàãðàìì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìáèíàòîðíóþ çàäà÷ó.Îñíîâíàÿ èäåÿ ïîñòðîåíèÿ íàøåãî èíâàðèàíòà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ìûñòðîèì �óíêöèþ íà îðèåíòèðîâàííûõ âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèÿõ ñî çíà÷å-íèÿìè â ìîäóëå SZ[a, a−1]; çíà÷åíèÿ ýòîé �óíêöèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîéëèíåéíûå êîìáèíàöèè ýëåìåíòîâ èç S ñ êîý��èöèåíòàìè èç Z[a, a−1], ïðèýòîì êîý��èöèåíòû ñòðîÿòñÿ òàê æå, êàê ñëàãàåìûå â ðàçëîæåíèè ñêîáêèÊàó�ìàíà (4.1), à ýëåìåíòû èç S ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé �ãåîìåòðèþ� âèðòó-àëüíûõ óçëîâ.Ïóñòü äàíà âèðòóàëüíàÿ äèàãðàììà K. �àññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå âèð-òóàëüíîãî óçëà â âèäå äèàãðàììû íà îðèåíòèðîâàííîé äâóìåðíîé ïîâåðõ-íîñòè M , ïðèâåäåííîå â ãëàâå 1, ñì. ñòð. 29.Áîëåå òî÷íî, êàæäîå âèðòóàëüíîå çàöåïëåíèå L ïðåäñòàâèìî çàöåïëåíè-åì â íåêîòîðîé óòîëùåííîé ïîâåðõíîñòè Sg × I. Ïðè ïðîåêöèè íà Sg âäîëü
I îíî çàäàåò íàáîð êðèâûõ � â êîëè÷åñòâå, ðàâíîì êîëè÷åñòâó êîìïîíåíòçàöåïëåíèÿ L.Â ýòîì ñëó÷àå âñå ðàçâåäåíèÿ äèàãðàììû ìîæíî ïðîèçâîäèòü íåïîñðåä-ñòâåííî íà ïîâåðõíîñòè M . Çà�èêñèðóåì òåíü çàöåïëåíèÿ K íà ïîâåðõ-íîñòè M . Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðûé íàáîð δ çàìêíóòûõ êðèâûõ.Äàëåå, êàæäîìó ñîñòîÿíèþ s íåîðèåíòèðîâàííîé äèàãðàììû |K| (êîòîðîåòàêæå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íà ïîâåðõíîñòè M) ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðûéíàáîð δ′(s) íåîðèåíòèðîâàííûõ çàìêíóòûõ êðèâûõ íà M .Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì íàáîð êðèâûõ (÷àñòü èç íèõ � îðèåíòè-ðîâàíà, ÷àñòü � íå îðèåíòèðîâàíà) p(s) = δ ⊔ δ′(s), êîòîðûé ìîæíî ðàñ-ñìàòðèâàòü êàê ýëåìåíò èç ìíîæåñòâà S è, ñëåäîâàòåëüíî, êàê ýëåìåíò èçìíîæåñòâà êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè S. �àññìîòðèì òåïåðü �îðìàëüíûéñâîáîäíûé ìîäóëü M = SZ[a, a−1] íàä êîëüöîì ïîëèíîìîâ Ëîðàíà îò ïå-ðåìåííîé a; îáðàçóþùèìè ýòîãî ìîäóëÿ áóäóò ýëåìåíòû èç S.Ñîïîñòàâèì òåïåðü äèàãðàììå L ýëåìåíò Ξ(L) ∈ M ñîãëàñíî ñëåäóþùåé�îðìóëå:
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Ξ(L) = (−a)−3w(s)

∑

s

p(s)aα(s)−β(s)(−a2 − a−2)(γ(s)−1). (4.10)Òåîðåìà 4.8. Ôóíêöèÿ Ξ, îïðåäåëåííàÿ �îðìóëîé (4.10), çàäàåò èíâàðè-àíò âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé.Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî êàê ÷èñòî âèðòóàëüíûå äâèæåíèÿ �åéäå-ìåéñòåðà, òàê è ïîëóâèðòóàëüíîå äâèæåíèå (ò.å. âàðèàíòû äâèæåíèÿ îáúåç-äà), ïðèìåíåííûå ê L, íå ìåíÿþò çíà÷åíèÿ Ξ(L): ïî ïîñòðîåíèþ âñå ÷ëåíûâ ñóììå (4.10) îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè.Äîêàçàòåëüñòâà èíâàðèàíòíîñòè �óíêöèè Ξ(L) ïðè ïåðâîì è òðåòüåìêëàññè÷åñêèõ äâèæåíèÿõ �åéäåìåéñòåðà ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû ñîîòâåò-ñòâóþùèì äîêàçàòåëüñòâàì äëÿ êëàññè÷åñêîãî ïîëèíîìà Äæîíñà-Êàó�ìàíà,ñì., íàïð., [Ìà1℄; íóæíî ëèøü àêêóðàòíî ïðîñëåäèòü, ÷òî ñîêðàùàþùèåñÿâ îáû÷íîì ïîëèíîìå Äæîíñà�Êàó�ìàíà ñëàãàåìûå èãðàþò ðîëü êîý��è-öèåíòîâ ïðè îäíîì è òîì æå ýëåìåíòå èç S è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîêðàùàþòñÿè â �îðìóëå äëÿ Ξ(L).Äåéñòâèòåëüíî, åñëè L è L′ � äâå âèðòóàëüíûå äèàãðàììû, ïîëó÷åííûåîäíà èç äðóãîé ïðèìåíåíèåì ïåðâîãî èëè òðåòüåãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòå-ðà, òî ïîâåðõíîñòè ñ êðàåì M ′(L) è M ′(L′), ñîîòâåòñòâóþùèå äèàãðàììàì
|L| è |L′|, ãîìåîìîð�íû, ïðè ýòîì ïîâåäåíèå ñèñòåìû êðèâûõ δ äëÿ M(L)è äëÿ M(L′) îòëè÷àåòñÿ òîëüêî âíóòðè ìàëîé îáëàñòè, îòíîñÿùåéñÿ ê äâè-æåíèþ �åéäåìåéñòåðà.Ïðè äâèæåíèè Ω1 äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ E ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷-íî äîêàçàòåëüñòâó äëÿ ñëó÷àÿ H (îíè ñîîòâåòñòâóþò ëîêàëüíûì ÷èñëàìçàêðó÷åííîñòè +1 è −1).Ïóñòü L � âèðòóàëüíàÿ äèàãðàììà, è ïóñòü L′ � âèðòóàëüíàÿ äèàãðàì-ìà, ïîëó÷åííàÿ èç L äîáàâëåíèåì ïåòëèE. Êàæäîìó ñîñòîÿíèþ s äèàãðàì-ìû |L| åñòåñòâåííî ñîîòâåòñòâóþò äâà ñîñòîÿíèÿ äèàãðàììû |L′|. Ôèêñè-ðóåì îäíî èç íèõ è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç s′. Ïóñòü L′ = L ⊔© � íåñâÿçíàÿñóììà äèàãðàììû L è ìàëîé îêðóæíîñòè (òðèâèàëüíîãî óçëà). Ìû óòâåð-æäàåì, ÷òî p(s) = p(s′).Äåéñòâèòåëüíî, ïîâåðõíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå äèàãðàììàì |L| è |L′|,ãîìåîìîð�íû, ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèå ñèñòåìû êðèâûõ ëèáî ñîâïàäà-
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�èñ. 4.14. Äèàãðàììû è ëèíèè êðèâûõ ïîñëå ñãëàæèâàíèÿþò, ëèáî åäèíñòâåííàÿ ðàçíèöà ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè ñèñòåìàìè êðè-âûõ ñîñòîèò â äîáàâëåíèè îêðóæíîñòè (ýëåìåíòàðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü íî-ìåð 3, ñì. ñòð. 182). Òàêèì îáðàçîì, íàì íóæíî ñðàâíèâàòü êîý��èöè-åíòû ïðè îäíèõ è òåõ æå ýëåìåíòàõ èç S. Ýòî äåëàåòñÿ òî÷íî òàê æå,êàê è â ñëó÷àå îáû÷íîãî ïîëèíîìà Äæîíñà-Êàó�ìàíà. À èìåííî, 〈E〉 =
a〈M〉+ a−1〈P〉 = (−a)3〈P〉, ïðè ýòîì (−a)3 êîìïåíñèðóåòñÿ ñîîòâåòñòâó-þùèì ìíîæèòåëåì −a−3, ïðîèñõîäÿùèì èç ÷èñëà çàêðó÷åííîñòè.Ïóñòü òåïåðü äèàãðàììû L è L′ ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ïðèìåíåíè-åì òðåòüåãî êëàññè÷åñêîãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà. Â ýòîì ñëó÷àå ñîîò-âåòñòâóþùèå ïîâåðõíîñòè M òàêæå ñîâïàäàþò. Âûáåðåì òðè ïåðåêðåñòêà
P, Q, R äèàãðàììû L è òðè ïåðåêðåñòêà P ′, Q′, R′ äèàãðàììû L′, ê êîòîðûìîòíîñèòñÿ òðåòüå äâèæåíèå �åéäåìåéñòåðà, ñì. ðèñ. 4.14.Äèàãðàììû L, L′ îòëè÷àþòñÿ ëèøü âíóòðè ìàëîãî äèñêà D íà ïëîñêî-ñòè, à ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïîâåðõíîñòè M(L) è M(L′) òàêæå îòëè÷àþòñÿâíóòðè íåêîòîðîãî ìàëîãî äèñêà DM â M . Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî óêàçàòüøåñòü òî÷åê íà êðàå ∂D òàêèõ, ÷òî äèàãðàììû ñãëàæèâàíèé (â M) äëÿ
L, L′ ïðîõîäèëè ÷åðåç ýòè è òîëüêî ýòè òî÷êè íà ∂D.�àññìîòðèì òðè âîçìîæíîñòè X, Y, Z ñîåäèíåíèÿ ýòèõ òî÷åê, êàê ïîêà-



4.2. Ïîëèíîì Ξ. Âîïðîñû ìèíèìàëüíîñòè 186çàíî íà ðèñ. 4.14. Ìîæíî ñîåäèíèòü ýòè òî÷êè è äðóãèìè ñïîñîáàìè, íîèìåííî óïîìÿíóòûå âûøå ñïîñîáû áóäóò âîçíèêàòü â ðàçëîæåíèè (4.10).Ïóñòü |LX |, |LY |, |LZ | � òðè ïëîñêèå äèàãðàììû íåîðèåíòèðîâàííûõ çà-öåïëåíèé, ñîâïàäàþùèå ñ äèàãðàììîé |L| âíå äèñêà D è ñîâïàäàþùèå ñ�ðàãìåíòàìè X, Y è Z âíóòðè D ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì X, Y, Z ïðåä-ñòàâëÿþò ñîáîé ÷àñòè îêðóæíîñòåé ñîñòîÿíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåêîòî-ðûì ñîñòîÿíèÿì.Íàì ïîíàäîáÿòñÿ òðè ýëåìåíòà èç S, ïðåäñòàâèìûå ýëåìåíòàìè KX , KYè KZ â S, ñì. ðèñ. 4.15. Ýëåìåíò KX ñîäåðæèò òðè ëèíèè � ÷àñòè îêðóæíî-ñòåé, ñîîòâåòñòâóþùèå òðåòüåìó äâèæåíèþ �åéäåìåéñòåðà (èìåþùèå êîí-öàìè øåñòü âûäåëåííûõ òî÷åê) âíóòðè DM , à òàêæå ñîäåðæèò ìíîæåñòâî
X. Àíàëîãè÷íî, ñèñòåìà êðèâûõ KY ñîäåðæèò òå æå òðè ëèíèè è Y , à
KZ ñîäåðæèò òå æå òðè ëèíèè è Z. Åäèíñòâåííîå, ÷òî íàì íóæíî çíàòüî ïîâåäåíèè KX , KY è KZ âíå äèñêà DM , � ýòî òî, ÷òî ýòè äèàãðàììûñîâïàäàþò.

¡
¡

¡
¡

¡
¡¡ @

@
@

@
@

@@ ¡
¡

¡
¡

¡
¡¡ @

@
@

@
@

@@ ¡
¡

¡
¡

¡
¡¡ @

@
@

@
@

@@

KZKYKX

�èñ. 4.15. ×àñòè äèàãðàìì KX ,KY ,KZÏîêàæåì, ÷òî Ξ(L) = Ξ(L′). Ñ î÷åâèäíîñòüþ ìû èìååì w(L) = w(L′).Íàì íóæíî ñðàâíèòü ÷ëåíû â ðàçëîæåíèè (4.10) äëÿ äèàãðàìì |L| è |L′|.Êàæäîìó ñîñòîÿíèþ äèàãðàììû L ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñîïîñòà-âèòü ñîñòîÿíèå äèàãðàììû L′: ìû ñîïîñòàâëÿåì ïåðåêðåñòêàì P, Q, R ïå-ðåêðåñòêè P ′, Q′, R′ è åñòåñòâåííûì îáðàçîì îòîæäåñòâëÿåì âñå îñòàëüíûåïåðåêðåñòêè äèàãðàìì L è L′. Äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ äèàãðàììû |L|, óêîòîðîãî ïåðåêðåñòîê P ðàçâåäåí ñïîñîáîì A, ñîîòâåòñòâóþùåå ñîñòîÿíèåäèàãðàììû |L′| âíîñèò òîò æå âêëàä â ðàçëîæåíèå (4.10), ÷òî è ñîñòîÿ-íèå äëÿ äèàãðàììû |L|, òàê êàê äèàãðàììû |L| è |L′| ïîñëå ðàçâåäåíèÿ âïåðåêðåñòêå P (ñîîòâåòñòâåííî, P ′) ñïîñîáîì A ñîâïàäàþò.



4.2. Ïîëèíîì Ξ. Âîïðîñû ìèíèìàëüíîñòè 187Òàêèì îáðàçîì, íàì äîñòàòî÷íî ñðàâíèâàòü ÷ëåíû â ðàçëîæåíèè (4.10),ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçâåäåíèþ ïåðåêðåñòêà P â ñîñòîÿíèè B. Áóäåì ãðóïïè-ðîâàòü ýòè ÷ëåíû (äëÿ |L| è äëÿ |L′|) â ÷åòâåðêè; ÷ëåíû â îäíîé ÷åòâåðêåðàçëè÷àþòñÿ òîëüêî ðàçâåäåíèåì â ïåðåêðåñòêàõ R è S. Ôèêñèðóåì òåïåðüðàçâåäåíèÿ äëÿ äèàãðàìì |L| è |L′| âíå äèñêà D îäèíàêîâûì îáðàçîì è áó-äåì ñðàâíèâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ÷åòâåðêè. Åñëè ìû óäàëèì ÷àñòè êðèâûõâíóòðè äèñêà D è çàìåíèì èõ íà X, Y èëè Z, ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó êðèâûõíà ïîâåðõíîñòè M . Îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâà êðèâûõ â ñîîòâåòñòâóþùèõ òðåõñèñòåìàõ ÷åðåç νX , νY è νZ ñîîòâåòñòâåííî.×åòûðå ÷ëåíà, ñîîòâåòñòâóþùèå äèàãðàììå |L|, â ñóììå äàþò ñëåäóþ-ùåå:
aKX(−a2 − a−2)(νX−1) + a−1(KZ(−a2 − a−2)(νZ−1)+

+KX(−a2 − a−2)νX) + a−3KX(−a2 − a−2)(νX−1) =

= a−1(−a2 − a−2)(νZ−1)KZ .Äëÿ |L′| ìû èìååì àíàëîãè÷íóþ �îðìóëó ñ KZ è KY . Êîý��èöèåíòû ïðè
KY ñîêðàòÿòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïîëó÷èì òî æå ñàìîå âûðàæåíèå:

a−1(−a2 − a−2)(νZ−1)KZ .Ïðîâåðèì òåïåðü èíâàðèàíòíîñòü ïîëèíîìà Ξ ïðè âòîðîì êëàññè÷åñêîìäâèæåíèè �åéäåìåéñòåðà. Ïóñòü L′ � äèàãðàììà, ïîëó÷àåìàÿ èç L ïðèìå-íåíèåì óâåëè÷èâàþùåãî âòîðîãî êëàññè÷åñêîãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà.Ìû èìååì w(L) = w(L′).�àññìîòðèì ìíîãîîáðàçèåM(L). Ïðîåêöèÿ çàöåïëåíèÿ L ðàçáèâàåòM(L)íà ñâÿçíûå êîìïîíåíòû. Èìåþòñÿ äâå ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûå âîçìîæ-íîñòè. Â îäíîì ñëó÷àå äâèæåíèå �åéäåìåéñòåðà ïðèìåíÿåòñÿ ê îäíîé èòîé æå êîìïîíåíòå. Áîëåå òî÷íî, â ýòîì ñëó÷àå íà ïîâåðõíîñòè M(L) ñó-ùåñòâóåò ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà K, òàêàÿ ÷òî äâå ó÷àñòâóþùèå â äâèæåíèè�åéäåìåéñòåðà âåòâè ïðîåêöèè äèàãðàììû L ÿâëÿþòñÿ ÷àñòÿìè ãðàíèöûêîìïîíåíòû K, ïðè ýòîì ïðè âòîðîì äâèæåíèè �åéäåìåéñòåðà îáå ýòè âåòâèíàïðàâëÿþòñÿ âíóòðü K.Òîãäà M(L′) ãîìåîìîð�íî ìíîãîîáðàçèþ M(L), à êðèâûå èç ìíîæåñòâ
δ(L) è δ(L′) ïðåäñòàâëÿþò îäèí è òîò æå ãîìîòîïè÷åñêèé òèï, íî ïðè ïðè-



4.2. Ïîëèíîì Ξ. Âîïðîñû ìèíèìàëüíîñòè 188ìåíåíèè äâèæåíèÿ ïîÿâëÿþòñÿ äâà íîâûõ ïåðåêðåñòêà. Â ýòîì ñëó÷àå äîêà-çàòåëüñòâî ðàâåíñòâà Ξ(L) = Ξ(L′) ïðîõîäèò òî÷íî òàê æå, êàê è â êëàññè-÷åñêîì ñëó÷àå (ñîêðàùåíèå îòíîñèòñÿ çäåñü ê ïîëèíîìèàëüíûì êîý��èöè-åíòàì ïðè ýëåìåíòàõ èç S). Êðîìå òîãî, äîêàçàòåëüñòâî â ýòîì ñëó÷àå äàæåïðîùå, ÷åì äîêàçàòåëüñòâî èíâàðèàíòíîñòè ïðè Ω3: íàì íóæíî ðàññìàòðè-âàòü ëèøü ÷åòûðå ñëàãàåìûõ äëÿ |L′|, ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîìó ñëàãàåìîìóäëÿ |L|.Â êàæäîì ñëó÷àå òðè èç íèõ ñîâìåñòíî ñîêðàùàþòñÿ, à îñòàâøååñÿ ñëà-ãàåìîå äëÿ |L′| ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ñëàãàåìûì äëÿ L, à èìåííî,
〈G〉 = a〈J〉 + a−1〈K〉 = (a2 + a−2)〈L〉 + 1〈Q〉 + 1〈O〉 =

〈O〉.Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâî w(L) = w(L′), ìû ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.Âî âòîðîì ñëó÷àå äâèæåíèå Ω2 îòíîñèòñÿ ê äâóì ðàçëè÷íûì îáëàñòÿì íàìíîãîîáðàçèè M(L), òåì ñàìûì ìíîãîîáðàçèå M(L′) ïîëó÷àåòñÿ èç M(L)äîáàâëåíèåì ðó÷êè. Íà ýòîé ðó÷êå ìû èìååì äâà íîâûõ ïåðåêðåñòêà P è
Q, ñì. ðèñ. 4.16.
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�èñ. 4.16. Äîáàâëåíèå ðó÷êè ïðè ïðèìåíåíèè Ω2�àññìîòðèì âñå ñîñòîÿíèÿ äèàãðàììû |L′|. Îíè ìîãóò áûòü ðàçáèòû íà÷åòûðå òèïà â çàâèñèìîñòè îò ñïîñîáà ðàçâåäåíèÿ ïåðåêðåñòêîâ P è Q.Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå ñîñòîÿíèå s äèàãðàììû |L| ïîðîæäàåò ÷åòûðå ñî-ñòîÿíèÿ s++, s−−, s−+ è s+− äèàãðàììû |L′|. Çàìåòèì, ÷òî p(s) = p(s+−) (à



4.2. Ïîëèíîì Ξ. Âîïðîñû ìèíèìàëüíîñòè 189èìåííî, ïðåäñòàâèòåëü p(s) â S ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäñòàâèòåëÿ ýëåìåíòà p(s′)â S óäàëåíèåì ðó÷êè, ñì. ðèñ. 4.16), à òàêæå p(s++) = p(s−−) = p(s−+).Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîãî s ìû èìååì ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:
α(s) − β(s) = α(s+−) − β(s+−), γ(s) = γ(s+−),

γ(s++) = γ(s−−) = γ(s−+) − 1.Òàêèì îáðàçîì, âñå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ (4.10) äëÿ L′, ñîîòâåòñòâóþùèå ñî-ñòîÿíèÿì s−−, s++ è s−+, ñîêðàòÿòñÿ ïî ïðè÷èíå òîæäåñòâà a2+a−2+(−a2−
a−2) = 0. ×ëåíû, ñîîòâåòñòâóþùèå s+−, äàäóò êàê ðàç òî æå ñàìîå, ÷òî è(4.10) äëÿ äèàãðàììû L.Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ýòîò èíâàðèàíò ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêòèâíûì, òàê êàêýëåìåíòû ìíîæåñòâà S àëãîðèòìè÷åñêè ðàñïîçíàâàåìû.4.2.3. Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ïîëèíîìà ΞÑ îäíîé ñòîðîíû, ïîëèíîì Ξ ïîñòðîåí ñ èñïîëüçîâàíèåì èíâàðèàíîâ Âà-ñèëüåâà âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé ïîðÿäêà 0.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåíèå ïîëèíîìà Äæîíñà-Êàó�ìàíà. Ìû ïðèâåäåì ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî ïîëèíîì Ξ ñèëüíåå,÷åì èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà ïîðÿäêà íóëü è ïîëèíîì Äæîíñà-Êàó�ìàíàâìåñòå âçÿòûå, ò.å. ïðèâåäåì ïðèìåðû çàöåïëåíèé, íå îòëè÷èìûõ äðóã îòäðóãà ïîñðåäñòâîì èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà ïîðÿäêà íîëü è ïîëèíîìà Äæîíñà-Êàó�ìàíà, íà êîòîðûõ ïîëèíîì Ξ ïðèíèìàåò ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ.Êðîìå òîãî, èíâàðèàíò Ξ çàäàåò ïðåïÿòñòâèå ê äåñòàáèëèçàöèè.Óòâåðæäåíèå 4.2. Åñëè âèðòóàëüíîå çàöåïëåíèå L ìîæåò áûòü ïðåä-ñòàâëåíî çàöåïëåíèåì íà ïîâåðõíîñòè ðîäà g, ïðè ýòîì â ðàçëîæåíèè
Ξ(S) âñòðå÷àåòñÿ ñ íåíóëåâûì êîý��èöèåíòîì ýëåìåíò s ∈ S, ìèíè-ìàëüíûé ïðåäñòàâèòåëü êîòîðîãî â S èìååò ðîä g, òî çàöåïëåíèå Lèìååò ïîäëåæàùèé ðîä g.Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ïîëèíîìà Ξ.�àññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü P � ýëåìåíò èç S, ïðåäñòàâèìûé ñ�åðîé ñïóñòûì ìíîæåñòâîì êðèâûõ íà íåé. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî êëàññè÷å-



4.2. Ïîëèíîì Ξ. Âîïðîñû ìèíèìàëüíîñòè 190ñêîãî çàöåïëåíèÿK ìû èìååì Ξ(K) = P ·X(K). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òðèâè-àëüíîãî çàöåïëåíèÿ èç äâóõ êîìïîíåíò L ìû èìååì Ξ(L) = P · (−a2−a−2).Òðèâèàëüíîå çàöåïëåíèå L èç äâóõ êîìïîíåíò è çàöåïëåíèå Λ, èçîáðà-æåííîå íà ðèñ. 4.17, èìåþò îäèí è òîò æå ïîëèíîì Äæîíñà. Äåéñòâèòåëüíî,çàöåïëåíèå Λ ïîëó÷àåòñÿ èç L ïðèìåíåíèåì âèðòóàëèçàöèè.
�èñ. 4.17. Çàöåïëåíèå ñ òðèâèàëüíûì ïîëèíîìîì Äæîíñà-Êàó�ìàíà�àññìîòðèì ñëåäóþùèå ýëåìåíòû èç S (íà ðèñóíêàõ ìû áóäåì èçîáðà-æàòü ïðåäñòàâëÿþùèå èõ ýëåìåíòû èç S), ñì. ðèñ. 4.18. Äâóìåðíûì ìíîãî-îáðàçèåì M â ýòèõ ñëó÷àÿõ ÿâëÿåòñÿ òîð, èçîáðàæåííûé â âèäå êâàäðàòàñ îòîæäåñòâëåííûìè ïðîòèâîïîëîæíûìè ñòîðîíàìè.
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�èñ. 4.18. Äâà ýëåìåíòà èç SÝëåìåíò Q ∈ S ïðåäñòàâëåí äèàãðàììîé, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 4.18;äâå äîïîëíèòåëüíûå íåîðèåíòèðîâàííûå îêðóæíîñòè (êîòîðûå ïîÿâëÿþò-ñÿ ïðè ïîñòðîåíèè Q èç äèàãðàììû S è íå èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå) ìîãóòáûòü óäàëåíû ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè íîìåð 4, ñì. ñòð.182. Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé ìû íå áóäåì äåëàòü ðàçëè÷èÿ ìåæäó ýëå-ìåíòîì èç S è ïðåäñòàâëÿþùèì åãî ìèíèìàëüíûì ýëåìåíòîì èç S.Ïîêàæåì, ÷òî â S èìååò ìåñòî Q 6= P, R 6= P , à òàêæå ÷òî Q 6= R.



4.2. Ïîëèíîì Ξ. Âîïðîñû ìèíèìàëüíîñòè 191Äåéñòâèòåëüíî, Q 6= P , òàê êàê Q èìååò äâå êðèâûå ñ íåíóëåâûì àëãåá-ðàè÷åñêèì ïåðåñå÷åíèåì (+2 èëè −2 â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàê ìû îðè-åíòèðóåì ýòè êðèâûå); òàêèì îáðàçîì, íè îäíà èç ýòèõ êðèâûõ íå ìîæåòáûòü óäàëåíà, åñëè ìû áóäåì ïðèìåíÿòü ïðåîáðàçîâàíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòèäëÿ S. Äàëåå, ìû òàêæå âèäèì, ÷òî R 6= P . Êðîìå òîãî, R 6= Q, òàê êàê Rñîäåðæèò òðè íåãîìîòîïíûå êðèâûå íà òîðå (â êîîðäèíàòàõ íà ðèñ. 4.18 èõíàïðàâëÿþùèå âåêòîðû èìåþò âèä (0, 1), (1, 0), è (2,−1)); êàæäûå äâå èçíèõ èìåþò íåíóëåâîå àëãåáðàè÷åñêîå ïåðåñå÷åíèå, çíà÷èò, íè îäíà èç íèõíå ìîæåò áûòü óäàëåíà. Ïîýòîìó ïðîñòåéøàÿ äèàãðàììà, ïðåäñòàâëÿþùàÿêëàññ R â S, íå ìîæåò ñîñòîÿòü ìåíåå, ÷åì èç òðåõ êðèâûõ.Äàëåå, äëÿ çàöåïëåíèÿ Λ ìû èìååì
Ξ(Λ) = Qa2 + 2R(−a2 − a−2) + Qa−2 = (2R − Q)(−a2 − a−2).Òàêèì îáðàçîì, Ξ(Λ) 6= Ξ(L).Îáñóæäåíèå. Èíâàðèàíò Ξ èìååò îñîáåííîñòü. Äåëî â òîì, ÷òî äëÿêàæäîãî ñîñòîÿíèÿ s ýëåìåíò p(s) â �îðìóëå (4.10) âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî îäèíðàç, ò.å. êðèâûå δ′(s) ðàññìàòðèâàþòñÿ îòäåëüíî îò êðèâûõ δ′(s̃) êàêîãî-ëèáî äðóãîãî ñîñòîÿíèÿ. Ýòî ìîæåò ïðèâåñòè ê òîìó, ÷òî ïî îòäåëüíîñòèêàæäûé ýëåìåíò p(s) ïîäâåðãàåòñÿ óïðîùàþùåé ýêâèâàëåíòíîñòè (äåñòà-áèëèçàöèè) â S, â òî âðåìÿ, êàê èñõîäíûé óçåë íå ìîæåò áûòü äåñòàáèëè-çèðîâàí.Òàê, íàïðèìåð, óçåë K, ïðèâåäåííûé íà ðèñ. 4.19 ñâåðõó ñïðàâà, èìååò

Ξ�ïîëèíîì, ñâîäÿùèéñÿ ê ïîëèíîìó Äæîíñà, ò.å. ðàâåí X(K) · P .Äåéñòâèòåëüíî, äîñòàòî÷íî ëèøü ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ óçëà K â êàæäîìñîñòîÿíèè s ýëåìåíò p(s) ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì. Îòìåòèì, ÷òî ýëåìåíò
p(s) ñîñòîèò èç äâóõ íàáîðîâ êðèâûõ, îäèí èç êîòîðûõ � δ′(s) ñîñòîèòèç íåïåðåñåêàþùèõñÿ äðóã ñ äðóãîì êðèâûõ; ñëåäîâàòåëüíî, â S ýëåìåíò
δ′(s) ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì. Òàêèì îáðàçîì, åñëè δ ñîñòîèò èç ñòÿãèâàåìûõîêðóæíîñòåé, òî, êàêîâû áû íè áûëè êðèâûå â ñîñòîÿíèÿõ s, Ξ-ïîëèíîìáóäåò èìåòü �êëàññè÷åñêèé� âèä X(K) · P .Òðèâèàëüíîñòü íàáîðà δ â äàííîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ.Èç íåå ñëåäóåò òî, ÷òî Ξ(K) = X(K) · P .



4.2. Ïîëèíîì Ξ. Âîïðîñû ìèíèìàëüíîñòè 192

�èñ. 4.19. Íåòðèâèàëüíûé âèðòóàëüíûé óçåë, èìåþùèé òðèâèàëüíûé ïîëèíîì ΞÒàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ ñóùåñòâåííàÿ îñîáåííîñòü � âûðîæäåíèå ïî-ëèíîìà Ξ âñÿêèé ðàç, êîãäà íàáîð îñòîâíûõ êðèâûõ δ′(s) ñòÿãèâàåòñÿ íàïîâåðõíîñòè.Ïîýòîìó ñ ïîìîùüþ ïîëèíîìà Ξ ìû íå ìîæåì ñêàçàòü, ýêâèâàëåíòåí ëèóçåë K êëàññè÷åñêîìó óçëó (íàïðèìåð, òðèëèñòíèêó) èëè íåò.Íåêëàññè÷íîñòü óçëà K ìîæåò áûòü âûâåäåíà èç ïîâåðõíîñòíîé ñêîáêèÊàó�ìàíà è èíâàðèàíòà, êîòîðûé ìû ïîñòðîèì äàëåå â íàñòîÿùåé ãëàâå;äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîñòðîèòü èíâàðèàíò, êîòîðûé ó÷èòûâàë áûâñå ñîñòîÿíèÿ δ(s) äëÿ ðàçíûõ s îäíîâðåìåííî è áûë áû òåì ñàìûì áîëååóñòîé÷èâ ê òàêîãî ðîäà âûðîæäåíèÿì: êðèâûå èç ñîñòîÿíèÿ δ(s) äëÿ îäíîãîè òîãî æå s ìåæäó ñîáîé íå ïåðåñåêàþòñÿ, íî êðèâûå èç íàáîðîâ δ(s) è δ(s′)ïðè s′ 6= s ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ, ÷òî ïðè àêêóðàòíîì ïîñòðîåíèè èíâàðèàíòà(ñ ïðèâëå÷åíèåì íåêîòîðûõ íîâûõ èäåé) ìîæåò ñîñòàâèòü ïðåïÿòñòâèå êäåñòàáèëèçàöèè.Ïîýòîìó àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ïóòåé, êàê èñïîëüçî-âàòü èí�îðìàöèþ î êðèâûõ δ′(s) âñåõ ñîñòîÿíèé îäíîâðåìåííî. Òàêàÿ èäåÿïðèíàäëåæèò Ëóèñó Êàó�ìàíó è Õèçåð Äàé [DK1℄. Äàëåå â íàñòîÿùåé ãëà-âå ìû ïðèâåäåì ïðèíàäëåæàùåå àâòîðó îáîáùåíèå, êîòîðîå ñî÷åòàåò åå ñ



4.2. Ïîëèíîì Ξ. Âîïðîñû ìèíèìàëüíîñòè 193èäååé ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòà Ξ è ïðèâîäèò ê áîëåå ñèëüíîìó èíâàðèàíòó.4.2.4. Ïîâåðõíîñòíàÿ ñêîáêà è èíâàðèàíò ΞÏóñòü g > 0 � öåëîå ÷èñëî. Ìû íà÷íåì ñ ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòà óçëîââ óòîëùåííûõ ïîâåðõíîñòÿõ âèäà Sg × I, ãäå Sg � çàìêíóòàÿ äâóìåðíàÿîðèåíòèðîâàííàÿ ïîâåðõíîñòü �èêñèðîâàííîãî ðîäà g.�àññìîòðèì ñëåäóþùèé ìîäóëü SurfM íàä êîëüöîì Z[a, a−1], îáðàçóþ-ùèìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ãîìîòîïè÷åñêèå êëàññû íåóïîðÿäî÷åííûõ íàáî-ðîâ íåîðèåíòèðîâàííûõ êðèâûõ íà Sg (ïóñòîé íàáîð íàçûàåòñÿ åäèíèöåé)ñ åäèíñòâåííûì ñîîòíîøåíèåì: α = (−a2 − a2)β, åñëè β ïîëó÷àåòñÿ èç αóäàëåíèåì ãîìîòîïíîé íóëþ çàìêíóòîé êðèâîé. Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìûïîñòðîèì èíâàðèàíò óçëîâ â óòîëùåííûõ ïîâåðõíîñòÿõ ñî çíà÷åíèÿìè â
SurfM .Îðèåíòèðîâàííûå çàöåïëåíèÿ â òàêèõ óòîëùåííûõ ïîâåðõíîñòÿõ, òàêæå, êàê è îðèåíòèðîâàííûå çàöåïëåíèÿ â R3 çàäàþòñÿ ñâîèìè äèàãðàììà-ìè íà äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòÿõ, ïðè ýòîì ýêâèâàëåíòíîñòü îïðåäåëÿåòñÿäâèæåíèÿìè �åéäåìåéñòåðà. Äèàãðàììû òàêèõ çàöåïëåíèé ïðåäñòàâëÿþòñîáîé ÷åòûðåõâàëåíòíûå ãðà�û íà ïîâåðõíîñòè Sg ñ óêàçàíèåì ñòðóêòðóðûïðîõîäà/ïåðåõîäà â êàæäîì ïåðåêðåñòêå è îðèåíèòàöèè äëÿ êàæäîé óíè-êóðñàëüíîé êîìïîíåíòû. Äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûìèè âûãëÿäÿò òàê æå, êàê è îáû÷íûå (êëàññè÷åñêèå) äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòå-ðà.Äëÿ íåîðèåíòèðîâàííûõ çàöåïëåíèé ìîæíî îïðåäåëèòü ïîâåðõíîñòíóþñêîáêó Êàó�ìàíà [DK1℄ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü |L|� äèàãðàììà íåîðè-åíòèðîâàííîãî çàöåïëåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè Sg ñ n ïåðåêðåñòêàìè (âñå ïåðå-êðåñòêè ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèìè; âèðòóàëüíûõ ïåðåêðåñòêîâ íà ïîâåðõíî-ñòè íåò). Îïðåäåëèì åå ñîñòîÿíèÿ òàêèì æå îáðàçîì, êàê è â êëàññè÷åñêîìñëó÷àå. Â êàæäîì ñîñòîÿíèè ìû èìååì α(s) ïåðåêðåñòêîâ, ðàçâåäåííûõïîëîæèòåëüíûì ñïîñîáîì è β(s) = n − α(s) ïåðåêðåñòêîâ, ðàçâåäåííûõîòðèöàòåëüíûì ñïîñîáîì. Äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ s ìû èìååì íåêîòîðûéíàáîð çàìêíóòûõ êðèâûõ C(s) (áóäåì îáîçíà÷àòü åãî, êàê è â ñëó÷àå ïî-ëèíîìà Ξ, ÷åðåç δ′(s)), ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòîìó ñîñòîÿíèþ. Íåêîòîðûå èçýòèõ êðèâûõ ñòÿãèâàþòñÿ â òî÷êó íà ïîâåðõíîñòè Sg, à íåêîòîðûå � íå



4.2. Ïîëèíîì Ξ. Âîïðîñû ìèíèìàëüíîñòè 194ñòÿãèâàþòñÿ. Âûáåðåì èç C(s) âñå ãîìîòîïè÷åñêè òðèâèàëüíûå îêðóæíî-ñòè; çàìåíèì êàæäóþ èç íèõ ìíîæèòåëåì (−a2 − a−2). Ïðîñóììèðîâàâ ïîâñåì ñîñòîÿíèÿì, ìû ïîëó÷èì ýëåìåíò ìîäóëÿ SurfM , êîòîðûé îáîçíà-÷èì ÷åðåç C̃(s). Ïîëîæèì òåïåðü (äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé ìû áóäåìèñïîëüçîâàòü ñêîáêè 〈·〉 äëÿ îáîçíà÷åíèÿ íîâîãî èíâàðèàíòà, îòëè÷íîãî îòñêîáêè Êàó�ìàíà. Äî êîíöà íàñòîÿùåãî ðàçäåëà îáû÷íàÿ ñêîáêà Êàó�ìà-íà âñòðå÷àòüñÿ íå áóäåò).
〈|L|〉 =

∑

s

aα(s)−β(s)C̃(s). (4.11)Ïîñëå ýòîãî äëÿ îðèåíòèðîâàííîãî çàöåïëåíèÿ L ìîæíî çàäàòü ïîâåðõ-íîñòíûé ïîëèíîì Êàó�ìàíà SurfK ïî òîé æå �îðìóëå, ÷òî è (4.2):
SurfK(L) = (−a)−3w(L)〈|L|〉, (4.12)Ïîëó÷åííàÿ �óíêöèÿ SurfK ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì çàöåïëåíèé â óòîë-ùåííûõ ïîâåðõíîñòÿõ. Åå ìîæíî íåñêîëüêî óïðîñòèòü, ïðèäàâ C(s) (è,ñîîòâåòñòâåííî, C̃(s)) ãîìîëîãè÷åñêèé, à íå ãîìîòîïè÷åñêèé ñìûñë, ïðèýòîì íóæíî áóäåò çàìåíÿòü íà (−a2 − a−2) âñå ãîìîëîãè÷åñêè òðèâèàëü-íûå îêðóæíîñòè.�ëàâíûì íåäîñòàòêîì ýòîé �óíêöèè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî åå íåëüçÿ òðàê-òîâàòü êàê èíâàðèàíò âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé, ïîòîìó ÷òî îíà íå èí-âàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ñòàáèëèçàöèè/äåñòàáèëèçàöèè è ãîìîìîð�èçìîâïîâåðõíîñòåé. Èìåÿ êîíêðåòíóþ ïîâåðõíîñòü, ìû ìîæåì çàäàòü íà íåé,íåêîòîðûå êîîðäèíàòû (íàïðèìåð, âûáðàòü áàçèñ â ëèíåéíîì ïðîñòðàí-ñòâå îäíîìåðíûõ ãîìîëîãèé), è â ýòèõ êîîðäèíàòàõ âûïèñûâàòü çíà÷åíèÿèíâàðèàíòà SurfK. Íî åñëè ìû ïðèìåíèì ìíîãîêðàòíî ñòàáèëèçàöèþ èàâòîìîð�èçìû ïîâåðõíîñòåé, òî óñëåäèòü çà ýòèìè êîîðäèíàòàìè áóäåòçàòðóäíèòåëüíî.Ïðåèìóùåñòâî ýòîé �óíêöèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî åå ìîæíî ðàññìàòðèâàòüêàê ïðåïÿòñòâèå ê äåñòàáèëèçàöèè, êàê è ïîëèíîì Ξ.�àññìîòðèì ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ ðåàëèçàöèé âèðòóàëüíûõ çàöåïëå-íèé (â ñìûñëå ãëàâû 2). Íà ýòîì ìíîæåñòâå ïîâåðõíîñòíàÿ ñêîáêà, ïîñ÷è-òàííàÿ íà òàêîé ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíâàðèàíò



4.2. Ïîëèíîì Ξ. Âîïðîñû ìèíèìàëüíîñòè 195âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ â ñèëó òåîðåìû 2.1 Êóïåðáåðãà.Ïóñòü L � âèðòóàëüíîå çàöåïëåíèå, èìåþùåå ðåàëèçàöèþ íà ïîâåðõíî-ñòè Sg × I. Ïóñòü SurfK(L) â ýòîé ðåàëèçàöèè èìååò âèä ∑

αiγi, ãäå γi� íàáîðû íåòðèâèàëüíûõ êðèâûõ (ïîëó÷àåìûå èç C̃(s)), à αi � íåíóëåâûåêîý��èöèåíòû èç Z[a, a−1]. Ïóñòü Ψ = ∪iγi � íàáîð âñåõ êðèâûõ èç âñåõíàáîðîâ γi.Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû [DK1℄ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿÒåîðåìà 4.9. Åñëè äåñòàáèëèçàöèÿ L ⊂ Sg × I âîçìîæíà, òî ñóùåñòâó-åò íå ãîìîòîïíàÿ íóëþ êðèâàÿ ψ íà Sg è ïðåäñòàâèòåëè ãîìîòîïè÷åñêèõêëàññîâ âñåõ ýëåìåíòîâ èç Ψ: ψ1, . . . , ψN , òàêèå ÷òî ψ íå ïåðåñåêàåòñÿíè ñ îäíîé èç êðèâûõ ψi.Â îòëè÷èå îò ïîëèíîìà Ξ, êîòîðûé òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðåïÿòñòâèåì ê äå-ñòàáèëèçàöèè, ïîëèíîì SurfK ó÷èòûâàåò îäíîâðåìåííî âñå íåòðèâèàëü-íûå êðèâûå ñîñòîÿíèé.Îñíîâûâàÿñü íà ýòèõ èäåÿõ (ïîëèíîìà Ξ è ïîâåðõíîñòíîé ñêîáêè), ïî-ñòðîèì èíâàðèàíò çàöåïëåíèé (ïîâåðõíîñòíàÿ ñêîáêà íå ÿâëÿåòñÿ òàêî-âûì) ñëåäóþùèì îáðàçîì.Ïóñòü T � ìíîæåñòâî íàáîðîâ âèäà (M, α1, . . . , αn, δ, δ1, . . . , δn), ãäå M� îðèåíòèðîâàííàÿ äâóìåðíàÿ çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü, α1, . . . , αn � ýëå-ìåíòû èç êîëüöà ïîëèíîìîâ Ëîðàíà Z[a, a−1], δ � (êîíå÷íûé) íàáîð îðè-åíòèðîâàííûõ çàìêíóòûõ êðèâûõ íà M , δ1, . . . , δk � íàáîðû çàìêíóòûõíåîðèåíòèðîâàííûõ êðèâûõ íà M , êîòîðûì ïîñòàâëåíû â ñîîòâåòñòâèå ïî-ëèíîìû Ëîðàíà αi. Ïîâåðõíîñòü M ïîäðàçóìåâàåòñÿ çàìêíóòîé, èìåþùåéêîíå÷íîå ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî T êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå T ñ ïî-ìîùüþ ñëåäóþùèõ ýëåìåíòàðíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé.1. Ïåðåíóìåðîâêè íàáîðîâ δi ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåíóìåðîâêîé êîý�-�èöèåíòîâ αi.2. Ñîõðàíÿþùåãî îðèåíòàöèþ ãîìåîìîð�èçìà ìíîãîîáðàçèé, ïåðåâîäÿ-ùåãî ñîîòâåòñòâóþùèå íàáîðû êðèâûõ â ñîîòâåòñòâóþùèå íàáîðû êðè-âûõ è ñîõðàíÿþùåãî îðèåíòàöèþ ìíîãîîáðàçèé è êðèâûõ íà íèõ.



4.2. Ïîëèíîì Ξ. Âîïðîñû ìèíèìàëüíîñòè 1963. Ñâîáîäíîé ãîìîòîïèåé êðèâûõ íà ìíîãîîáðàçèè M .4. Óäàëåíèÿ ãîìîòîïè÷åñêè òðèâèàëüíîé êðèâîé èç íåêîòîðîãî íàáîðà δiñ óìíîæåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî ýëåìåíòà αi íà (−a2 − a−2).5. Îïåðàöèè, îáðàòíîé ê ïðåäûäóùåé.6. Ïóñòü äâà íàáîðà δi è δj ãîìîòîïíû. Óäàëÿåì ýòè äâà íàáîðà è îñòàâ-ëÿåì âìåñòî íèõ îäèí, êîòîðîìó ñîïîñòàâëÿåì êîý��èöèåíò αi + αjè ïåðåíóìåðóåì ñîîòâåòñòâóþùèå èíäåêñû (â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå).Ïîëàãàåì ïîëó÷èâøèéñÿ íàáîð ýêâèâàëåíòíûì èñõîäíîìó.7. Îïåðàöèÿ, îáðàòíàÿ ê ïðåäûäóùåé.8. Óäàëåíèÿ (äîáàâëåíèÿ) íàáîðà ñ íóëåâûì êîý��èöèåíòîì.9. Äîáàâëåíèÿ ê ïîâåðõíîñòè (óäàëåíèå èç ïîâåðõíîñòè) M ðó÷åê, êîòî-ðûå íå ïåðåñåêàþòñÿ íè ñ îäíîé êðèâîé íè èç îäíîãî íàáîðà.Ïóñòü L � äèàãðàììà âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ ñ n êëàññè÷åñêèìè ïåðå-êðåñòêàìè. �àññìîòðèì ðåàëèçàöèþ äèàãðàììû L (ïîñðåäñòâîì çàêëåéêèëåíò è êðåñòîâ) íà äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè M . Ïîâåðõíîñòü M íàñëåäóåòîðèåíòàöèþ èç ïëîñêîñòè, è îáðàç L′ çàöåïëåíèÿ L íà ïîâåðõíîñòè ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷íûé íàáîð îðèåíòèðîâàííûõ êðèâûõ. Åãî ìû âûáåðåìâ êà÷åñòâå δ. Äàëåå, äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ si, i = 1, . . . , 2n, ìû èìååì íà-áîð êðèâûõ δi. Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ
αi = (−a)−3w(si)aα(si)−β(si) (4.13)

κ(L) = (M, α1, . . . , α2n, δ, δ1, . . . , δ2n). (4.14)Êàê è çíà÷åíèÿ �óíêöèè Ξ, ìû áóäåì íàçûâàòü çíà÷åíèÿ �óíêöèè κïîëèíîìàìè.Ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî òåîðåìå 4.8 äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿÒåîðåìà 4.10. Ïîëèíîì κ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì âèðòóàëüíûõ çàöåï-ëåíèé.



4.2. Ïîëèíîì Ξ. Âîïðîñû ìèíèìàëüíîñòè 197Â ñëó÷àå äâèæåíèÿ îáúåçäà çíà÷åíèå κ íå ìåíÿåòñÿ ïî ïîñòðîåíèþ. Äîêà-çàòåëüñòâî èíâàðèàíòíîñòè κ ïðè êëàññè÷åñêèõ äâèæåíèÿõ �åéäåìåéñòåðààíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4.8.Òàêèì îáðàçîì, èíâàðèàíò κ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì áîëåå ñèëüíûì, ÷åìïîëèíîì Ξ è, âìåñòå ñ òåì, îí íå ñëàáåå ïîâåðõíîñòíîé ñêîáêè â êà÷åñòâåïðåïÿòñòâèÿ ê óìåíüøåíèþ ðîäà.



�ëàâà 5Êîìïëåêñ Õîâàíîâà äëÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ5.1. ÂâåäåíèåÎäíèì èç ñàìûõ ÿðêèõ äîñòèæåíèé òåîðèè óçëîâ ïîñëåäíèõ ëåò áûëàïðåäëîæåííàÿ Ìèõàèëîì Õîâàíîâûì [Kh℄ êîíñòðóêöèÿ, êîòîðàÿ ñîïîñòàâ-ëÿåò êàæäîé äèàãðàììå îðèåíòèðîâàííîãî çàöåïëåíèÿ íåêîòîðûé áèãðà-äóèðîâàííûé öåïíîé êîìïëåêñ, ïðè ýòîì âñå ãîìîëîãèè ýòîãî êîìïëåêñàÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè èñõîäíîãî çàöåïëåíèÿ.Ýòîò ïåðåõîä îò ïîëèíîìîâ ê (áè)ãðàäóèðîâàííûì êîìïëåêñàì íàçûâà-åòñÿ òàêæå êàòåãîðè�èêàöèåé: êîìïëåêñû îáðàçóþò êàòåãîðèþ, â êîòîðîéèìåþòñÿ åñòåñòâåííûå ìîð�èçìû, ïîðîæäåííûå, íàïðèìåð, êîáîðäèçìàìèóçëîâ.Ýòà òåîðèÿ èìååò ìíîãî îáîáùåíèé, è ñ åå ïîìîùüþ áûëè ðåøåíû íåêî-òîðûå çàäà÷è êëàññè÷åñêîé òåîðèè óçëîâ (â èõ ÷èñëå è ïðîñòîå äîêàçàòåëü-ñòâî ãèïîòåçû Ìèëíîðà î ðîäå Çåé�åðòà òîðè÷åñêèõ çàöåïëåíèé, [Ras℄).Ïîäðîáíåå ñì. ðàáîòû [Kh, Kh2, Kh3, BN2, BN3, Weh2, APS, Ras, Shu,KhR1, KhR2, KhR3℄ è ññûëêè â íèõ.Êàê ñòàëî ÿñíî èç ðàáîòû Áàð-Íàòàíà [BN3℄, êîìïëåêñ Õîâàíîâà äî-ïóñêàåò �òîïîëîãè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ� â âèäå êîìïëåêñà êîáîðäèçìîâ:ïðîñòðàíñòâà öåïåé âìåñòî àáñòðàêòíûõ ãðàäóèðîâàííûõ ìîäóëåé ïðåä-ñòàâëÿþò ñîáîé îñíàùåííûå ñîñòîÿíèÿ (îêðóæíîñòè ñ âûáðàííûìè ìåòêà-ìè ±), à äè��åðåíöèàëû � ëèíåéíûå êîìáèíàöèè êîáîðäèçìîâ. Ýòà òî÷êàçðåíèÿ ïðèâåëà Áàð-Íàòàíà ê �óíèâåðñàëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé� òåîðèè ãî-ìîëîãèé Õîâàíîâà. Îòìåòèì, ÷òî â óíèâåðñàëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé òåîðèèöåïè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿþòñÿ öåïÿìè êëåòî÷íîãî êîìïëåêñà; îíè ëèøüäîïóñêàþò êîìáèíàòîðíîå îïèñàíèå ïîñðåäñòâîì òîïîëîãèè äâóìåðíûõ êî-áîðäèçìîâ, ñâÿçàííûõ ñ óçëîì.



5.1. Ââåäåíèå 199×àñòíûìè ñëó÷àÿìè � ðåàëèçàöèÿìè � ýòîé òåîðèè ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷-íûå àëãåáðàè÷åñêèå òåîðèè ãîìîëîãèé çàöåïëåíèé.Ïîñëå ýòîãî ïîÿâèëàñü ðàáîòà Õîâàíîâà [Kh2℄, â êîòîðîé ñ èñïîëüçîâà-íèåì èäåé, ñõîæèõ ñ èäåÿìè Áàð-Íàòàíà, áûëà ïîñòðîåíà óíèâåðñàëüíàÿàëãåáðàè÷åñêàÿ òåîðèÿ. Â íåé ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà êîëüöà R è A, ïðè÷åì
A èìååò ñòðóêòóðó àëãåáðû Õîï�à íàä R. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè íåêîòî-ðûõ åñòåñòâåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óñëîâèÿõ íà ñòðóêòóðó êîëüöà A ìîæíîïîñòðîèòü ýêñòðàîðäèíàðíóþ òåîðèþ ãîìîëîãèé çàöåïëåíèé, â êîòîðîé Rïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîëüöî êîý��èöèåíòîâ, à A � êîëüöî ãîìîëîãèé òðè-âèàëüíîãî óçëà. Ïðè ýòîì äàëüíåéøèå ïîñòðîåíèÿ â ýòîé òåîðèè â òî÷íîñòèïîâòîðÿþò íà÷àëüíóþ êîíñòðóêöèþ Õîâàíîâà. Ýòî êîëüöî ÿâëÿåòñÿ ãðàäó-èðîâàííûì, è åãî ãðàäóèðîâêà (íàçûâàåìàÿ òàêæå êâàíòîâîé) îïðåäåëÿåòâòîðóþ ãðàäóèðîâêó âî âñåì êîìïëåêñå.Â ðàáîòå [Kh3℄ Õîâàíîâ � íà îñíîâàíèè òåîðèè êîáîðäèçìîâ è êîìáè-íàòîðèêè ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû Ëè sl2 ïîñòðîèë òåîðèþ ãîìîëîãèé äëÿêðàøåíûõ çàöåïëåíèé, ñâÿçàííóþ ñ ïîëèíîìîì Äæîíñà äëÿ êàáåëåé óçëîâ.Âàæíîé âåõîé â òåîðèè ýêñòðàîðäèíàðíûõ ãîìîëîãèé çàöåïëåíèé áûëîïîñòðîåíèå �îçàíñêèì è Õîâàíîâûì [KhR1, KhR2℄ êàòåãîðè�èêàöèè äëÿñåðèè ïîëèíîìîâ òèïà HOMFLY: â îòëè÷èå îò îáû÷íîãî êîìïëåêñà Õîâàíî-âà, êîòîðûé ñòðîèòñÿ ïîñðåäñòâîì ñêîáêè Êàó�ìàíà, èìåþùåé äîñòàòî÷íîïðîñòóþ àêñèîìàòèêó 〈I〉 = a〈O〉 + a−1〈L〉, ïîëèíîìû òèïà HOMFLYèìåþò áîëåå ñëîæíûå ñîîòíîøåíèÿ; ïðîáëåìà êàòåãîðè�èêàöèè äëÿ íèõáûëà èçÿùíî ðåøåíà ñ ïîìîùüþ àïïàðàòà ìàòðè÷íûõ �àêòîðèçàöèé èêîìïëåêñîâ Êîøóëÿ.Îòìåòèì òàêæå íåäàâíþþ ðàáîòó Õîâàíîâà è �îçàíñêîãî [KhR3℄, ïîñâÿ-ùåííóþ êàòåãîðè�èêàöèè so(N)-âåðñèé ïîëèíîìà Êàó�ìàíà, â êîòîðîéïîìèìî ìàòðè÷íûõ �àêòîðèçàöèé èñïîëüçóþòñÿ òàêæå âèðòóàëüíûå óçëû.�îìîëîãèè Õîâàíîâà îáëàäàþò âàæíûìè ñâîéñòâàìè, ïðèñóùèì ãîìîëî-ãèÿì òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ � (ïðîåêòèâíîé) �óíêòîðèàëüíîñòüþ. Âäàííîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå ìîð�èçìîâ âûñòóïàþò êîáîðäèçìû óçëîâ. Òàêèìîáðàçîì, ãîìîëîãèè Õîâàíîâà ïðîäîëæàþòñÿ äî èíâàðèàíòîâ êîáîðäèçìîâóçëîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé äâóìåðíûå ïîâåðõíîñòè ñ êðàåì â R3 × I.Ôóíêòîðèàëüíîñòü ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ïî êîìïëåêñó Õîâàíîâà èíâàðè-



5.1. Ââåäåíèå 200àíòû êîáîðäèçìîâ äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé â R4; ÷àñòíûì ñëó÷àåì êî-áîðäèçìîâ ÿâëÿþòñÿ êîáîðäèçìû ìåæäó äâóìÿ çàöåïëåíèÿìè èç ïóñòîãîìíîæåñòâà êîìïîíåíò. Â ñëó÷àå ïðîåêòèâíîé �óíêòîðèàëüíîñòè èíâàðè-àíò êîáîðäèçìà îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî îáðàòèìîãî ýëåìåíòà îñíîâíîãîêîëüöà. Â ýòîì ñëó÷àå êîíñòðóêöèÿ Õîâàíîâà äàåò èíâàðèàíò äâóìåðíûõóçëîâ � äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé, âëîæåííûõ â R3×I ⊂ R4. Òî÷íàÿ �óíê-òîðèàëüíîñòü áûëà óñòàíîâëåíà Ñ.Ìîððèñîíîì è Ê.Óîêåðîì [MW℄.Â ðàáîòå [BN3℄ áûëà ïðåäëîæåíà èíòåðåñíàÿ êîíñòðóêöèÿ, îïèñûâàþ-ùàÿ òîïîëîãè÷åñêèé êîìïëåêñ Õîâàíîâà � �îðìàëüíûé öåïíîé êîìïëåêñ,â êîòîðîì â ðîëè öåïåé âûñòóïàþò ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ìå÷åíûõ íàáîðîâîêðóæíîñòåé íà ïëîñêîñòè, à â ðîëè äè��åðåíöèàëîâ � ëèíåéíûå êîìáè-íàöèè êîáîðäèçìîâ. Äëÿ èíâàðèàíòíîñòè íà òàêèå êîìïëåêñû êîáîðäèçìîâíàëàãàþòñÿ íåêîòîðûå ñîîòíîøåíèÿ, ïðîèñõîäÿùèå èç òîïîëîãèè äâóìåð-íûõ êîáîðäèçìîâ. Îáû÷íûé (àëãåáðàè÷åñêèé) êîìïëåêñ Õîâàíîâà ïîëó÷à-åòñÿ èç ãåîìåòðè÷åñêîãî �ïîäñòàíîâêîé� êîíêðåòíûõ ãðàäóèðîâàííûõ ïðî-ñòðàíñòâ âìåñòî íàáîðîâ îêðóæíîñòåé è êîíêðåòíûõ îòîáðàæåíèé âìåñòîýëåìåíòàðíûõ êîáîðäèçìîâ; ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñîîò-íîøåíèÿ, ïðîèñõîäÿùèå èç ñîîòíîøåíèé íà êîáîðäèçìû.Îòìåòèì òàêæå ðàáîòó [Kh2℄, â êîòîðîé Õîâàíîâ ïðåäëîæèë óíèâåðñàëü-íóþ àëãåáðàè÷åñêóþ êîíñòðóêöèþ, îïèñûâàþùóþ îáîáùåíèÿ êîìïëåêñàÕîâàíîâà, ñâÿçàííûå ñ ïîëèíîìîì Äæîíñà-Êàó�ìàíà.Îäíîé èç ñàìûõ åñòåñòâåííûõ çàäà÷ â òåîðèè âèðòóàëüíûõ óçëîâ ÿâëÿ-åòñÿ çàäà÷à îáîáùåíèÿ êîìïëåêñà Õîâàíîâà íà âèðòóàëüíûé ñëó÷àé.Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïîïûòêà îáîáùèòü òåîðèþ íàòàëêèâàåòñÿ íà îïðåäå-ëåííûå òðóäíîñòè àëãåáðàè÷åñêîãî õàðàêòåðà: ïðè âûïèñûâàíèè âñåõ íåîá-õîäèìûõ óðàâíåíèé äëÿ òîãî, ÷òîáû êîìïëåêñ Õîâàíîâà áûë êîððåêòíîîïðåäåëåí, ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî îñíîâíûì êîëüöîì êîý��èöèåíòîâäîëæíî áûòü êîëüöî õàðàêòåðèñòèêè 2. Óêàçàííîå îáîáùåíèå áûëî ñäåëàíîâ ðàáîòå [Ìà6℄. Íåêîòîðûõ òðóäíîñòåé íåïîñðåäñòâåííîãî ïîäõîäà ìîæíîèçáåæàòü, èñïîëüçóÿ ãåîìåòðè÷åñêèå êîíñòðóêöèè, ñâÿçàííûå ñ àòîìàìè.Òåîðèÿ Õîâàíîâà äëÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ (ñ íåêîòîðûìè îãðàíè÷åíèÿìè)áûëà âïåðâûå ïîñòðîåíà â [Ìà1℄. Ïðèâîäèìûå â íàñòîÿùåé ãëàâå ðåçóëüòà-òû îïóáëèêîâàíû â [Ìà1, Ìà6, Ma11℄.



5.1. Ââåäåíèå 201Áåç îáðàùåíèÿ ê äîïîëíèòåëüíûì ãåîìåòðè÷åñêèì êîíñòðóêöèé òåîðèÿãîìîëîãèé Õîâàíîâà äëÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ ïîñòðîåíà â ãëàâå 6.Îòìåòèì, ÷òî ãîìîëîãèè Õîâàíîâà äëÿ óçëîâ â óòîëùåííûõ ïîâåðõíî-ñòÿõ, à òàêæå â ðàññëîåíèÿõ íàä ïîâåðõíîñòÿìè Sg ñî ñëîåì îòðåçîê (ñ èñ-ïîëüçîâàíèåì íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ãðàäóèðîâîê äëÿ êðèâûõ íà çà-äàííîé ïîâåðõíîñòè) áûëè ïîñòðîåíû òàêæå Ì.Àñàýäîé, É.Ïðæèòèöêèìè À.Ñèêîðîé â [APS℄. Ýòè ãîìîëîãèè íå ïðèâîäÿò ê ãîìîëîãèÿì Õîâàíîâàäëÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ, èáî çàâèñÿò îò êîíêðåòíîé ïîâåðõíîñòè Sg è íåèíâàðèàíòíû ïðè äåñòàáèëèçàöèÿõ è ãîìîìîð�èçìàõ ïîâåðõíîñòè íà ñåáÿ.Îòìåòèì òàêæå íåäàâíþþ ðàáîòó Â.�.Òóðàåâà è Ï.Òåðíåðà [TuTu℄, â êî-òîðîé áûëà ïîñòðîåíà �òîïîëîãè÷åñêàÿ� òåîðèÿ êîáîðäèçìîâ äëÿ âèðòóàëü-íûõ óçëîâ (ñ ðàçëè÷íûìè îãðàíè÷åíèÿìè). À èìåííî, â ðàáîòå [TuTu℄ áûëàïîñòðîåíà òåîðèÿ ãîìîëîãèé ñ êîý��èöèåíòàìè â Z2, à òàêæå ðàçëè÷íûåòåîðèè ñ êîý��èöèåíòàìè â Z, â êîòîðûõ ïðîïàäàåò îäíà èç ãðàäóèðîâîê.Â íàñòîÿùåé ãëàâå ìû îïèøåì òðè ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ êîìïëåêñà Õî-âàíîâà äëÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ. Â ïåðâîì èç íèõ ìû ïîñòðîèì êîìïëåêñÕîâàíîâà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé ñ êîý��èöèåíòàìèâ ïîëå Z2, âî âòîðîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, êàê ìîæíî ïîñòðîèòü êîìïëåêñÕîâàíîâà äëÿ îñíàùåííûõ âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé (ïîñðåäñòâîì óäâîå-íèÿ äèàãðàìì âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé), à â òðåòüåì ðàçäåëå � êîìïëåêñÕîâàíîâà äâóëèñòíûõ íàêðûòèé íàä âèðòóàëüíûìè óçëàìè (â ñìûñëå àòî-ìîâ).Âî âòîðîì ñëó÷àå êîý��èöèåíòû ìîæíî áðàòü â ïðîèçâîëüíîì êîëüöå,à â òðåòüåì � â ïðîèçâîëüíîì ïîëå. Áîëåå òî÷íî, â òðåòüåì ñëó÷àå ìîæíîïîñòðîèòü ãîìîëîãèè Õîâàíîâà ñ êîý��èöèåíòàìè â ïðîèçâîëüíîì êîëüöå,íî èõ èíâàðèàíòíîñòü äîêàçàíà òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà êîý��èöèåíòû áå-ðóòñÿ èç ïîëÿ. Âîïðîñ îá èõ èíâàðèàíòíîñòè â ñëó÷àå êîý��èöèåíòîâ èçïðîèçâîëüíîãî êîëüöà âûòåêàåò èç ãèïîòåçû îðèåíòèðóåìîñòè, ñì. ñòð.165. Êðîìå òîãî, ýòîò âîïðîñ ÿâíî ñëåäóåò èç èíâàðèàíòíîñòè ãîìîëîãèéêîìïëåêñà, ïîñòðîåííîãî â ñëåäóþùåé ãëàâå. À èìåííî, â ñëåäóþùåé ãëàâåäëÿ êàæäîãî êîëüöà R êàæäîé äèàãðàììå âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ áóäåòñîïîñòàâëåí êîìïëåêñ, ãîìîëîãèè êîòîðîãî â ñëó÷àå äèàãðàìì ñ îðèåíòè-ðóåìûìè àòîìàìè èçîìîð�íû ãîìîëîãèÿì, êîòîðûå ñòðîÿòñÿ â íàñòîÿùåé



5.2. Îñíîâíûå èñïîëüçóåìûå êîíñòðóêöèè 202ãëàâå. Èç èíâàðèàíòíîñòè ãîìîëîãèé, äîêàçûâàåìîé â ñëåäóþùåé ãëàâå èèõ ñîâïàäåíèè äëÿ äèàãðàìì, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò îðèåíòèðóåìûå àòî-ìû, ñ ãîìîëîãèÿìè, ïîñòðîåííûìè â íàñòîÿùåé ãëàâå, ñëåäóåò èíâàðèàí-òîñòü ãîìîëîãèé, ïîñòðîåííûõ â íàñòîÿùåé ãëàâå.Â êîíöå íàñòîÿùåé ãëàâû ìû ïîêàæåì [Ma11℄, ÷òî ïîäõîä, èñïîëüçóþ-ùèé àòîìû, ïðèìåíèì äëÿ îáùåé òåîðèè ãîìîëîãèé Õîâàíîâà (�ðîáåíèóñî-âûõ ðàñøèðåíèé), à òàêæå îïèøåì àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ è ñòðóêòóðû,êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè ïîïûòêå îáîáùèòü óíèâåðñàëüíóþ òåîðèþ ãîìîëî-ãèé Õîâàíîâà íåïîñðåäñòâåííî (êàê îêàçûâàåòñÿ, â îòëè÷èå îò ïðîñòåéøåãî(íà÷àëüíîãî) êîìïëåêñà Õîâàíîâà ýòà òåîðèÿ ÿâëÿåòñÿ áîëåå áîãàòîé).Âàæíûì âîïðîñîì â òåîðèè êëàññè÷åñêèõ è âèðòóàëüíûõ óçëîâ ÿâëÿåò-ñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàëüíûõ äèàãðàìì çàöåïëåíèé � äèàãðàìì ñìèíèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì ïåðåêðåñòêîâ â äàííîì êëàññå.Â êîíöå íàñòîÿùåé ãëàâû ìû ïðèâåäåì êîíñòðóêöèþ çàòÿãèâàþùåãî äå-ðåâà äëÿ êîìïëåêñà Õîâàíîâà, âïåðâûå ïðåäëîæåííóþØ.Âåðëè [Weh2℄ äëÿêëàññè÷åñêèõ óçëîâ (áîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå áûëïîëó÷åí È.Êî�ìàíîì è À.×àìïàíåðêàðîì [ChK℄) è àâòîðîì [Ma14℄ (äëÿâèðòóàëüíûõ óçëîâ). Ìû ïîêàæåì, êàê ñ ïîìîùüþ êîìïëåêñà Õîâàíîâàìîæíî óñòàíàâëèâàòü ìèíèìàëüíîñòü òåõ èëè èíûõ çàöåïëåíèé ñ èñïîëü-çîâàíèåì êîíñòðóêöèè àòîìîâ. Áóäóò ñ�îðìóëèðîâàíû ðàçëè÷íûå òåîðåìûìèíèìàëüíîñòè [Ma14, Ìà1℄, îïèðàþùèåñÿ êàê íà ïîëèíîì Äæîíñà, òàê èíà êîìïëåêñ Õîâàíîâà.Îòìåòèì, ÷òî êàæäàÿ èç ïðèâîäèìûõ çäåñü êîíñòðóêöèé ãîìîëîãèé Õî-âàíîâà äëÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ çàäàåò òàêæå è ãîìîëîãèè Õîâàíîâà äëÿóçëîâ â óòîëùåííûõ ïîâåðõíîñòÿõ; òåì ñàìûì ìû ïîëó÷àåì èíâàðèàíòêëàññè÷åñêîãî îáúåêòà òðåõìåðíîé òîïîëîãèè.5.2. Îñíîâíûå èñïîëüçóåìûå êîíñòðóêöèèÂ äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü áèãðàäóèðîâàííûå êîìïëåêñû
C = ⊕i,jCi,j, ãäå i íàçûâàåòñÿ âûñîòîé, à j � ãðàäóèðîâêîé. Äè��åðåíöèàëâ êîìïëåêñå ñîõðàíÿåò ãðàäóèðîâêó è ïîâûøàåò âûñîòó íà åäèíèöó.Ââèäó òîãî, ÷òî äè��åðåíöèàë ïîâûøàåò ãðàäóèðîâêó, ïðàâèëüíåå áûëî



5.2. Îñíîâíûå èñïîëüçóåìûå êîíñòðóêöèè 203áû ãîâîðèòü î êîãîìîëîãèÿõ, íî â ëèòåðàòóðå óñòîÿëîñü íàçâàíèå ãîìîëîãèèÕîâàíîâà, ïîýòîìó ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ òåðìèíîëîãèè öåïè, öèêëû,ãðàíèöû âìåñòî êîöåïè, êîöèêëû, êîãðàíèöû.Ïóñòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî (èëè ñâîáîäíûé ìîäóëü M íàä êîëüöîì
R) èìååò âûäåëåííóþ ãðàäóèðîâêó q, íàçûâàåìóþ êâàíòîâîé. Òîãäà èìå-åò ìåñòî ðàçëîæåíèå M = ⊕iMi, ãäå Mi � îäíîðîäíàÿ êîìïîíåíòà ãðàäóè-ðîâêè q. Íàçîâåì ãðàäóèðîâàííîé ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà M ïîëèíîìqdim(M) =

∑

i q
idimMi.Íà òàêèõ êîìïëåêñàõ åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñäâè-ãà âûñîòû C 7→ C[k] è ñäâèãà ãðàäóèðîâêè C 7→ C{l} îïðåäåëåííûå ïîïðàâèëàì: (C[k])i,j = Ci−k,j; (C{l})i,j = Ci,j−l. Â ïåðâîì ñëó÷àå âìåñòå ñöåïÿìè ñîîòâåòñòâåííûì îáðàçîì ñäâèãàþòñÿ âñå äè��åðåíöèàëû. �ðàäóè-ðîâàííîé ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêîé êîìïëåêñà Ci,j íàçûâàåòñÿ àëüòåðíè-ðîâàííàÿ ñóììà ãðàäóèðîâàííûõ ðàçìåðíîñòåé ïðîñòðàíñòâ öåïåé èëè, ÷òîòî æå ñàìîå, ãðóïï ãîìîëîãèé. Äëÿ ïðîñòðàíñòâ öåïåé ìû èìååì: χ(Ci,j) =

∑

i(−1)iqdimCi =
∑

i,j(−1)iqjdimCi,j.Ó òàêèõ êîìïëåêñîâ äëÿ êàæäîé áèãðàäóèðîâêè (i, j) èìååòñÿ ãðóïïà(êî)ãîìîëîãèé H(C), îïðåäåëÿåìàÿ êàê �àêòîðãðóïïà ñîîòâåòñòâóþùåãîïðîñòðàíñòâà öèêëîâ ïî ïîäïðîñòðàíñòâó ãðàíèö.Çäåñü qdim� ãðàäóèðîâàííàÿ ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà A ñ îäíîé (êâàí-òîâîé) ãðàäóèðîâêîé.Äâà ãðàäóèðîâàííûõ (áèãðàäóèðîâàííûõ) êîìïëåêñà C è C ′ íàçûâàþòñÿêâàçèèçîìîð�íûìè, åñëè ñóùåñòâóþò ñîõðàíÿþùèå (áè)ãðàäóèðîâêó îòîá-ðàæåíèÿ f : C → C′, g : C ′ → C è îòîáðàæåíèå u, ïîíèæàþùåå âûñîòóíà åäèíèöó (è ñîõðàíÿþùåå âòîðóþ ãðàäóèðîâêó, åñëè òàêîâàÿ èìååòñÿ),òàêèå ÷òî f ◦ g = IdC ′, à g ◦ f − IdC = d ◦ u + u ◦ d.Ó êâàçèèçîìîð�íûõ êîìïëåêñîâ ãîìîëîãèè èçîìîð�íû.5.2.1. Ïîëèíîì Äæîíñà Ĵ : äðóãàÿ íîðìèðîâêàÎïèøåì íîðìèðîâêó ïîëèíîìà Äæîíñà, ïðåäëîæåííóþ Õîâàíîâûì (èîòëè÷àþùóþñÿ îò îáùåïðèíÿòîé).Ñäåëàâ â ñêîáêå Êàó�ìàíà çàìåíó ïåðåìåííîé a =
√

(−q−1), ìû ïîëó-÷èì âìåñòî ïîëèíîìà Äæîíñà V åãî ìîäè�èöèðîâàííóþ âåðñèþ J . �àñ-



5.3. Êîìïëåêñ Õîâàíîâà ñ êîý��èöèåíòàìè â ïîëå Z2 204ñìîòðèì òàêæå ïîëèíîì Ĵ = J · (q + q−1). Áîëåå ïîäðîáíî Ĵ îïðåäåëÿåòñÿñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü L � îðèåíòèðîâàííàÿ âèðòóàëüíàÿ äèàãðàì-ìà, |L| � ñîîòâåòñòâóþùàÿ íåîðèåíòèðîâàííàÿ âèðòóàëüíàÿ äèàãðàììà,
n+ è n− � êîëè÷åñòâà ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ êëàññè÷åñêèõ ïå-ðåêðåñòêîâ, n � îáùåå ÷èñëî êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêîâ. Òàêèì îáðàçîì
n = n+ + n−. Òîãäà èìååì̂

J(L) = (−1)n−qn+−2n−[L], (5.1)ãäå [L] � ìîäè�èöèðîâàííàÿ ñêîáêà Êàó�ìàíà, îïðåäåëÿåìàÿ ïî ïðàâèëó
[©] = (q + q−1), [L ⊔©] = (q + q−1) · [L], [I] = [O] − q[L].Ïîëèíîì Ĵ èìååò ñëåäóþùåå êîíöåïòóàëüíî âàæíîå îïèñàíèå â òåðìèíàõêóáà ñîñòîÿíèé. Âûíîñÿ çà ñêîáêó íîðìèðóþùèé ìíîæèòåëü (−1)n−qn+−2n−ìû ïîëó÷àåì (ñëåãêà ìîäè�èöèðîâàííóþ) ñêîáêó Êàó�ìàíà∑

s(−q)β(s)((q+
q−1)γ(s)). Òî åñòü, ìû áåðåì ñóììó ïî âñåì âåðøèíàì êóáà ïðîèçâåäåíèé
(−q)h × (q + q−1)#©, ãäå h � âûñîòà âåðøèíû, à #© � êîëè÷åñòâî îêðóæ-íîñòåé, â ñîñòîÿíèè, ñîîòâåòñòâóþùåì äàííîé âåðøèíå êóáà.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîëèíîìà íàì íóæíî ñîïîñòàâèòü êàæ-äîé îêðóæíîñòè ïîëèíîì Ëîðàíà (q + q−1), à çàòåì ïåðåìíîæèòü ýòè ïî-ëèíîìû, âçÿòûå ñ íåêîòîðûìè êîý��èöèåíòàìè, ðàâíûìû ±qk, è âçÿòüñóììó ïîëó÷èâøèõñÿ ïîëèíîìîâ ïî âñåì âåðøèíàì êóáà.Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëèíîì Äæîíñà âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî èí�îðìàöèè îêîëè÷åñòâå îêðóæíîñòåé â êàæäîì èç ñîñòîÿíèé êóáà. Åñëè ìû òàêæå ïðè-ìåì âî âíèìàíèå òî, êàê ýòè îêðóæíîñòè ïåðåñòðàèâàþòñÿ ïðè ïåðåõîäåîò îäíîãî ñîñòîÿíèÿ ê ñîñåäíåìó, ìû ñìîæåì ïîñòðîèòü êîìïëåêñ Õîâàíî-âà.5.3. Êîìïëåêñ Õîâàíîâà âèðòóàëüíûõ óçëîâñ êîý��èöèåíòàìè â ïîëå Z2Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ ðåçóëüòàò àâòîðà, âïåðâûå îïóáëèêî-âàííûé â [Ìà6℄.Ïóñòü L � îðèåíòèðîâàííàÿ äèàãðàììà âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ ñ nêëàññè÷åñêèìè ïåðåêðåñòêàìè. Ïîä êóáîì ïåðåñòðîåê ìû ïîíèìàåì êóá
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{0, 1}n, â êàæäîé âåðøèíå êîòîðîãî óêàçàíî êîëè÷åñòâî îêðóæíîñòåé âñîîòâåòñòâóþùåì ñîñòîÿíèè (êàê ó êóáà ñîñòîÿíèé), à íà êàæäîì ðåáðåóêàçàíî, êàêèå îêðóæíîñòè ïåðåñòðàèâàþòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò ñîñòîÿíèÿ êñîñåäíåìó ñîãëàñíî ýòîìó ðåáðó (íîâàÿ èí�îðìàöèÿ). Âûñîòîé β(s) ñîñòî-ÿíèÿ s (âåðøèíû) êóáà íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî ðàçâåäåíèé òèïà B. Îðèåí-òèðóåì ðåáðà êóáà âäîëü âîçðàñòàíèÿ ñóììû êîîðäèíàò (ò.å. îò ðàçâåäåíèÿòèïà A ê ðàçâåäåíèþ òèïà B). Ñîïîñòàâèì êàæäîé îêðóæíîñòè â êàæäîìñîñòîÿíèè ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V íàä ïîëåì Z2, ïîðîæäåííîå äâóìÿ âåê-òîðàìè v+ è v−, ãäå âåêòîðà v± èìåþò ãðàäóèðîâêó ±1. Òàêèì îáðàçîì,qdimV = (q + q−1). Êàæäîé âåðøèíå êóáà s = {a1, . . . , an} ñîîòâåòñòâó-åò íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî îêðóæíîñòåé, êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç γ(s).Ñîïîñòàâèì êàæäîé òàêîé âåðøèíå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V ⊗γ(s){β(s)},ïîëó÷àþùååñÿ èç òåíçîðíîé ñòåïåíè ïðîñòðàíñòâà V ñäâèãîì ãðàäóèðîâêè.Çàìå÷àíèå 5.1. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òî æå îáîçíà-÷åíèå V äëÿ äâóìåðíîãî ãðàäóèðîâàííîãî ñâîáîäíîãî ìîäóëÿ, ïîðîæäåííî-ãî ýëåìåíòàìè v+, v− ãðàäóèðîâîê ±1, ðàññìîòðåííîãî íàä ïðîèçâîëüíûìêîëüöîì êîý��èöèåíòîâ.Çàìå÷àíèå 5.2. Â íàñòîÿùåé ãëàâå ìû ðàññìàòðèâàåì ñèììåòðè÷åñêîåòåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå, ïðè êîòîðîì äëÿ ýëåìåíòîâ xi ∈ Vi, i = 1, . . . , nèìååò ìåñòî xσj

⊗· · ·⊗xσn
= x1⊗· · ·⊗xn. Ýòî ïðîèçâåäåíèå ìû íàçîâåìòàêæå íåóïîðÿäî÷åííûì. Â ñëåäóþùåé ãëàâå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòüòåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå, â êîòîðîì ïðè îòîæäåñòâëåíèè çíàê áóäåò çà-äàâàòüñÿ ÷åòíîñòüþ ïîäñòàíîâêè.Çàìåíà (q + q−1) íà ïðîñòðàíñòâî V , òàêîå ÷òî qdimV = (q + q−1), ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé âàæíûé øàã êàòåãîðè�èêàöèè. Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâîöåïåé âûñîòû k êàê ïðÿìóþ ñóììó ïðîñòðàíñòâ, îòíîñÿùèõñÿ êî âñåì âåð-øèíàì âûñîòû k êóáà ïåðåñòðîåê.Ìû êîððåêòíî çàäàëè öåïè ãðàäóèðîâàííîãî êîìïëåêñà. Èç ýòîãî ñëåäó-åò, ÷òî, êàê áû ìû íè çàäàëè äè��åðåíöèàëû ýòîãî êîìïëåêñà (ñ óñëîâèåì

∂2 = 0, åãî ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà îò ýòîãî çàâèñåòü íå áóäåò. À èìåííî,
χ(Kh(L)) = Ĵ(L), ãäå Kh(L) îçíà÷àåò áèãðàäóèðîâàííóþ ãðóïïó ãîìî-ëîãèé òîãî êîìïëåêñà, êîòîðûé ìû ñîáèðàåìñÿ ñòðîèòü.



Êîìïëåêñ Õîâàíîâà mod Z2 206Îïðåäåëèì ÷àñòè÷íûå äè��åðåíöèàëû íà öåïÿõ, äåéñòâóþùèå âäîëüðåáåð êóáà ïî íàïðàâëåíèþ ñòðåëîê, ò.å. îò ðàçâåäåíèÿ òèïà A ê ðàçâåäåíèþòèïà B, ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü ðåáðî a êóáà ïåðåñòðîåê ñîîòâåòñòâóåòïåðåõîäó èç ñîñòîÿíèÿ s â ñîñòîÿíèå s′, ïðè ýòîì èìååòñÿ l îêðóæíîñòåé, íåèíöèäåíòíûõ ïåðåêðåñòêó, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ïåðåñòðîéêà. Ýòè îêðóæ-íîñòè íå ïðåòåðïåâàþò èçìåíåíèé ïðè ïåðåõîäå èç ñîñòîÿíèÿ s â ñîñòîÿíèå
s′. Â ïåðåêðåñòêå äèàãðàììû |L|, îòâå÷àþùåì ðåáðó a, ïðîèñõîäèò ïåðå-ñòðîéêà ëèáî îäíîé îêðóæíîñòè â äâå, ëèáî äâóõ îêðóæíîñòåé â îäíó, ëèáîîäíîé îêðóæíîñòè â îäíó. Â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ ìû îïðåäåëèì ÷àñòè÷-íûé äè��åðåíöèàë òàê, êàê îí îïðåäåëÿåòñÿ â ñëó÷àå êëàññè÷åñêèõ óçëîâ[BN2℄, à èìåííî, íà ðåáðå, óâåëè÷èâàþùåì êîëè÷åñòâî îêðóæíîñòåé ìû ïî-ëîæèì ∆ ⊗ Id⊗l{1}, à íà ðåáðå, óìåíüøàþùåì êîëè÷åñòâî îêðóæíîñòåé,ìû ïîëîæèì m ⊗ Id⊗l{1}. Çäåñü òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå îòíîñèòñÿ êîêðóæíîñòÿì, êîòîðûå íå èíöèäåíòíû ðàññìàòðèâàåìîìó ïåðåêðåñòêó, àîòîáðàæåíèÿ m : V ⊗ V → V è ∆ : V → V ⊗ V îïðåäåëÿþòñÿ ïî ïðàâèëó:Îòîáðàæåíèå m:

{

v+ ⊗ v+ 7→ v+, v+ ⊗ v− 7→ v−,

v− ⊗ v+ 7→ v−, v− ⊗ v− 7→ 0
(5.2)Îòîáðàæåíèå ∆ :

{

v+ 7→ v+ ⊗ v− + v− ⊗ v+,

v− 7→ v− ⊗ v−.
(5.3)Äëÿ öåïåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ �èêñèðîâàííîé âåðøèíå êóáà, äè��åðåí-öèàë ∂ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó âñåõ ÷àñòè÷íûõ äè��åðåíöèàëîâ (êîòî-ðûå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ∂′, áûòü ìîæåò, ñ èíäåêñîì, óêàçûâàþùèìíà ðåáðî, âäîëü êîòîðîãî ÷àñòè÷íûé äè��åðåíöèàë äåéñòâóåò) ïî âñåìðåáðàì, èñõîäÿùèì èç äàííîé âåðøèíû êóáà (â íàïðàâëåíèè óâåëè÷åíèÿñóììû êîîðäèíàò).Â îáùåì ñëó÷àå êîððåêòíîå îïðåäåëåíèå ÷àñòè÷íîãî äè��åðåíöèàëà âè-äà (1 → 1) ñîãëàñîâàííûì ñ äè��åðåíöèàëàìè òèïîâ (1 → 2) è (2 →

1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãëàâíóþ òðóäíîñòü. Äëÿ êîý��èöèåíòîâ èç Z2 ýòàòðóäíîñòü ëåãêî ïðåîäîëåâàåòñÿ.



Êîìïëåêñ Õîâàíîâà mod Z2 207Èìåííî, â ñëó÷àå ïåðåñòðîéêè òèïà (1 → 1) ìû îïðåäåëèì ÷àñòè÷íûéäè��åðåíöèàë íà ðåáðå êàê îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäÿùåå âñå ïðîñòðàíñòâî,îòâå÷àþùåå âåðøèíå êóáà, â íóëü. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè êóá ïå-ðåñòðîåê, â êîòîðîì ïî ñðàâíåíèþ ñ êóáîì ñîñòîÿíèé åùå äîïîëíèòåëüíîóêàçàíî, êàê äåéñòâóþò ÷àñòè÷íûå äè��åðåíöèàëû ∂′. Îáîçíà÷èì ïîëó-÷èâøååñÿ ïðîñòðàíñòâî öåïåé (êóá) ÷åðåç [[L]]. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äè��åðåí-öèàë áûë îïðåäåëåí êîððåêòíî, êóá äîëæåí áûòü àíòèêîììóòàòèâåí, ò.å.äëÿ êàæäîé äâóìåðíîé ãðàíè êóáà êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé, ñîîòâåòñòâó-þùàÿ îäíîé ïàðå ïîñëåäîâàòåëüíî èäóùèõ ðåáåð, ðàâíà ìèíóñ êîìïîçèöèèîòîáðàæåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ äðóãîé ïàðå ðåáåð. Îòìåòèì, ÷òî â äàííîìñëó÷àå (äëÿ ïîëÿ Z2) àíòèêîììóòàòèâíîñòü ðàâíîñèëüíà êîììóòàòèâíîñòè.Îïðåäåëèì äè��åðåíöèàë ∂ êàê ñóììó âñåõ äè��åðåíöèàëîâ ∂′.Ëåììà 5.1. Îïðåäåëåííûé âûøå êóá [[L]] êîììóòàòèâåí.Ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ ðóòèííîé ïðîâåðêîé, àíàëîãè÷íîé òîé,êîòîðóþ ïðîäåëàë Áàð-Íàòàí â ðàáîòå [BN2℄. À èìåííî, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òîèìååò ìåñòî (àíòè)êîììóòàòèâíîñòü íà êàæäîé äâóìåðíîé ãðàíè êóáà.Ìû ïðèâåäåì ëèøü îäèí ïðèìåð òàêîé ïðîâåðêè (ñàìûé èíòåðåñíûé),ñì. ðèñ. 5.1.Äàëåå ìû óâèäèì (ñòð. 223,284), ÷òî êàæäàÿ äâóìåðíàÿ ãðàíü êóáà ïå-ðåñòðîåê çàäàåò íåêîòîðûé àòîì.Â íàñòîÿùåì ñëó÷àå (ðèñ. 5.1) íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå m◦∆ :
V → V ïåðåâîäèò âñå ïðîñòðàíñòâî V â íóëü. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè òàêîìîòîáðàæåíèè ìû èìååì: v− 7→ v−⊗v− 7→ 0, v+ 7→ v+⊗v−+v−⊗v+ 7→ 2v− = 0íàä ïîëåì Z2.Îòìåòèì, ÷òî ýòî � åäèíñòâåííûé ñóùåñòâåííûé �íåêëàññè÷åñêèé� ñëó-÷àé, â êîòîðîì âñòðå÷àåòñÿ ïåðåñòðîéêà òèïà 1 → 1. Äåéñòâèòåëüíî, èçñîîáðàæåíèé ÷åòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî íà êàæäîé äâóìåðíîé ãðàíè êóáà ïåðå-ñòðîåê ÷èñëî ïåðåñòðîåê òèïà 1 → 1 ëèáî ðàâíî íóëþ, ëèáî íå ìåíåå äâóõ.Åñëè èõ íåò, òî äåëî ñâîäèòñÿ ê îäíîìó èç êëàññè÷åñêèõ ñëó÷àåâ (âñå òàêèåñëó÷àè áûëè ðàññìîòðåíû Áàð-Íàòàíîì).Äåéñòâèòåëüíî, â ñëó÷àå, åñëè òàêèõ ïåðåñòðîåê äâå èëè ÷åòûðå, òî íàäâóìåðíîé ãðàíè ðàññìàòðèâàåìîãî êóáà
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�èñ. 5.1. Ïðîâåðêà êîììóòàòèâíîñòè äâóìåðíîé ãðàíè êóáà
V ⊗a{1} s−→ V ⊗b{2}

r ↑ ↑ q

V ⊗c p−→ V ⊗d{1}
(5.4)ëèáî êàæäàÿ èç êîìïîçèöèé q ◦ p è s ◦ r ñîäåðæèò íóëåâîå îòîáðàæåíèå,îòâå÷àþùåå ïåðåõîäó âèäà 1 → 1 (íàïðèìåð, â ñëó÷àå a = b, c = d îòîáðà-æåíèÿ p è s � íóëåâûå), ëèáî èìååò ìåñòî ñëó÷àé, ðàçîáðàííûé âûøå.Ïîëîæèì (ñð. [Kh℄), C(L) = [[L]]{n+ − 2n−}[−n−]. Â ýòîì ñëó÷àå C(L)ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî îïðåäåëåííûì êîìïëåêñîì. Îáîçíà÷èì ëèíåéíîå ïðî-ñòðàíñòâî ãîìîëîãèé êîìïëåêñà C(L) ÷åðåç Kh(L) (èëè KhZ2

(L) â ñëó÷àå,åñëè íóæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî êîìïëåêñ Õîâàíîâà ðàññìàòðèâàåòñÿ èìåííîíàä ïîëåì Z2).Òåîðåìà 5.1. [Ìà1, Ìà6℄ �ðàäóèðîâàííàÿ ãðóïïà ãîìîëîãèé Kh(L) ÿâ-ëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì çàöåïëåíèÿ L; ãðàäóèðîâàííàÿ ýéëåðîâà õàðàêòåðè-ñòèêà χ(Kh(L)) ðàâíà ïîëèíîìó Äæîíñà.Âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç òîãî �àêòà, ÷òî ýéëåðîâà õàðàê-òåðèñòèêà, îïðåäåëåííàÿ êàê àëüòåðíèðîâàííàÿ ñóììà (ãðàäóèðîâàííûõ)



Êîìïëåêñ Õîâàíîâà mod Z2 209ðàçìåðíîñòåé ãðóïï ãîìîëîãèé ðàâíà àëüòåðíèðîâàííîé ñóììå ãðàäóèðî-âàííûõ ðàçìåðíîñòåé ïðîñòðàíñòâ öåïåé.Äîêàçàòåëüñòâî èíâàðèàíòíîñòè ãîìîëîãèé îòíîñèòåëüíî äâèæåíèé �åé-äåìåéñòåðà ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî èíâàðèàíòíîñòè ãîìîëî-ãèé Õîâàíîâà äëÿ ñëó÷àÿ êëàññè÷åñêèõ çàöåïëåíèé.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èíâàðèàíòíîñòè â ðàáîòå Áàð-Íàòàíà èñïîëüçóåòñÿòàê íàçûâàåìûé �ïðèíöèï ñîêðàùåíèÿ�, êîòîðûé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.Ïóñòü C � (áèãðàäóèðîâàííûé) öåïíîé êîìëåêñ, è ïóñòü C ′ � ïîäêîì-ïëåêñ êîìïëåêñà C.Òîãäà:1. Åñëè êîìïëåêñ C ′ àöèêëè÷åí, òî H(C) = H(C/C ′).2. Åñëè êîìïëåêñ C/C ′ àöèêëè÷åí, òî H(C) = H(C ′).Çäåñü H îáîçíà÷àåò ãðóïïó ãîìîëîãèé. Äàëåå äëÿ êàæäîãî èç äâèæåíèé�åéäåìåéñòåðà êóáû ïåðåñòðîåê (îòâå÷àþùèå äèàãðàììå äî ïðèìåíåíèÿäâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà è äèàãðàììå ïîñëå ïðèìåíåíèÿ äâèæåíèÿ �åéäå-ìåéñòåðà) ðàçáèâàþòñÿ íà ïîäêóáû (ìíîæåñòâî âåðøèí êóáà ïðåäñòàâëÿåòñîáîé äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ âåðøèí ñîñòàâëÿþùèõ åãî ïîä-êóáîâ), îòâå÷àþùèå ðàçâåäåíèÿì â òåõ ðåáðàõ, ê êîòîðûì îòíîñèòñÿ òîèëè èíîå äâèæåíèå �åéäåìåéñòåðà. Òàê, íàïðèìåð, â ñëó÷àå äâèæåíèÿ Ω3êóá ðàçìåðíîñòè n ðàçáèâàåòñÿ íà âîñåìü ïîäêóáîâ, êàæäûé èç êîòîðûõèìååò ðàçìåðíîñòü (n − 3). Äàëåå, ïðèìåíÿÿ ïðèíöèï ñîêðàùåíèÿ è èìåÿâ âèäó �ëîêàëüíîñòü� ÷àñòè÷íûõ äè��åðåíöèàëîâ (ñîîòâåòñòâóþùèõ îòîá-ðàæåíèÿì ∆ è m), ìû ìîæåì ñâåñòè ãîìîëîãèè êóáà ðàçìåðíîñòè n ê áîëååïðîñòîìó âèäó. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòîò áîëåå ïðîñòîé âèä � îäèí è òîò æåäëÿ äèàãðàììû äî ïðèìåíåíèÿ äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà è äëÿ äèàãðàììûïîñëå ïðèìåíåíèÿ äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà.Ïðè ýòîì â äîêàçàòåëüñòâå íèãäå íå èñïîëüçóåòñÿ ãëîáàëüíàÿ èí-�îðìàöèÿ î äè��åðåíöèàëàõ, ò.å. íèãäå íå ãîâîðèòñÿ, ÷òî íåêîòîðîéñòðåëêå â êóáå îòâå÷àåò äè��åðåíöèàë âèäà ∆ èëè m, åñëè ýòî íå âèäíîÿâíî èç êàðòèíêè.Èíâàðèàíòíîñòü ïðè ïåðâîì êëàññè÷åñêîì äâèæåíèè �åéäåìåéñòåðà äî-ñëîâíî ïîâòîðÿåò ðàññóæäåíèÿ èç [BN1℄. Êîìïëåêñ, ñîîòâåòñòâóþùåé äèà-
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[[E]] =

(

[[M]]
m→ [[P]]{1}

)

. (5.5)Îòîáðàæåíèå m ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì, ïðè ýòîì ïîäêîìïëåêñ êîì-ïëåêñàM ñëåâà, â êîòîðîì íà ìàëîé îêðóæíîñòè ñòîèò ±v+, ïåðåâîäèòñÿîòîáðàæåíèåì m íà âåñü êîìïëåêñP ñïðàâà. Ïîýòîìó ìû ïðèõîäèì ê òî-ìó, ÷òî âåñü êîìïëåêñ èìååò òå æå ãîìîëîãèè, ÷òî è åãî �àêòîðêîìïëåêñïî îïèñàííîé âûøå àöèêëè÷íîé ÷àñòè. Ýòîò �àêòîðêîìïëåêñ èìååò òå æåãîìîëîãèè, ÷òî è [[P]].Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ðàññìàòðèâàåòñÿ è äðóãîé çàâèòîê; â ýòîì ñëó÷àåèñïîëüçóåòñÿ èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ ∆.Êàê è â ñëó÷àå ïåðâîãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà, äîêàçàòåëüñòâî èíâà-ðèàíòíîñòè ïðè âòîðîì äâèæåíèè �åéäåìåéñòåðà ïîâòîðÿåò ñîîòâåòñòâóþ-ùåå äîêàçàòåëüñòâî Áàð-Íàòàíà â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå. Ìû ïðèâåäåì åãîçäåñü ïîòîìó, ÷òî îíî íàì ïîíàäîáèòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå èíâàðèàíòíîñòèîòíîñèòåëüíî òðåòüåãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà.Èçíà÷àëüíûé êîìïëåêñ C âûãëÿäèò òàê:
[[Q]]{1} m−→ [[W]]{2}

∆ ↑ ↑
[[N]] −→ [[T]]{1}

. (5.6)Ýòîò êîìïëåêñ ñîäåðæèò ïîäêîìïëåêñ C ′:
C ′ =

[[Q]]v+
{1} m−→ [[W]]{2}

↑ ↑
0 −→ 0

(5.7)Çäåñü è äàëåå íèæíèé èíäåêñ v+ â ëåâîì âåðõíåì óãëó îçíà÷àåò ìåòêóíà ìàëîé îêðóæíîñòè.Àöèêëè÷íîñòü êîìïëåêñà C ′ î÷åâèäíà.Ôàêòîðèçóÿ C ïî C ′, ìû ïîëó÷àåì
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[[Q]]{1}/v+=0 −→ 0

∆ ↑ ↑
[[N]] −→ [[T]]{1}

. (5.8)Â ëåâîì âåðõíåì óãëó v+ = 0 îçíà÷àåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî V = {v+, v−},ñîîòâåòñòâóþùåå ìàëîé îêðóæíîñòè, ïðî�àêòîðèçîâàíî ïî ñîîòíîøåíèþ
v+ = 0, ò.å. â ñîîòâåòñòâóþùåì (óïîðÿäî÷åííîì) òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèèâìåñòî äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñòîèò îäíîìåðíîå, ïîðîæäåííîå ýëåìåí-òîì v−.Â ïîñëåäíåì êîìïëåêñå ñòðåëêà ∆, íàïðàâëåííàÿ ââåðõ, ÿâëÿåòñÿ èçî-ìîð�èçìîì. Ñëåäîâàòåëüíî ýòîò êîìïëåêñ èìååò òå æå ãðóïïû ãîìîëîãèé,÷òî è [[T]]. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî
Ω2 (ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà âûñîòû è ãðàäóèðîâêè).Èçìåíåíèå êîìïëåêñà Õîâàíîâà ïðè òðåòüåì äâèæåíèè �åéäåìåéñòåðàâûãëÿäèò òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 5.2. Çäåñü íà êàæäîì èç äâóõ êóáîâ ìûèìååì îäíî îòîáðàæåíèå âèäà∆ è îäíî îòîáðàæåíèå âèäàm, ïðî îñòàëüíûåîòîáðàæåíèÿ íèêàêèõ ïðåäïîëîæåíèé íå äåëàåòñÿ.Îáû÷íî èíâàðèàíòíîñòü ïîëèíîìà Äæîíñà îò îäíîé ïåðåìåííîé îòíî-ñèòåëüíî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà Ω3 äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.Ìû ðàçâîäèì îäèí ïåðåêðåñòîê äëÿ äâóõ äèàãðàìì, ïîñëå ÷åãî âèäèì, ÷òîïîëó÷èâøèåñÿ äèàãðàììû ëèáî ñîâïàäàþò, ëèáî ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðó-ãà ïðèìåíåíèåì äâèæåíèÿ Ω2. Ìû áóäåì äåéñòâîâàòü àíàëîãè÷íûì îáðà-çîì: ðàññìîòðèì òðåõìåðíûé êóá (êàæäàÿ âåðøèíà êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿ-åò ñîáîé êóá êîðàçìåðíîñòè òðè); äâà òàêèõ êóáà, îòëè÷àþùèõñÿ òðåòüèìäâèæåíèåì �åéäåìåéñòåðà, èìåþò ñîâïàäàþùèå íèæíèå óðîâíè (ïîäêóáûêîðàçìåðíîñòè 1) è îòëè÷àþùèåñÿ âòîðûì äâèæåíèåì �åéäåìåéñòåðà âåðõ-íèå óðîâíè.�àññìîòðèì òåïåðü ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà Ω2,îòíîñÿùèéñÿ ê âåðõíåìó óðîâíþ íà ðèñ. 5.2. Ñîîòâåòñòâóþùèé êîìïëåêñ
C/C ′ ñîäåðæèò ïîäêîìïëåêñ
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�èñ. 5.2. Èçìåíåíèå êîìïëåêñà Õîâàíîâà ïðè äâèæåíèè Ω3

C ′′′ =

β −→ 0

∆ ↑
τ=d∗0∆

−1

ց ↑
α

d∗0−→ τβ, (5.9)Ïîñëåäíèé ÿâëÿåòñÿ àöèêëè÷íûì, òàê êàê îòîáðàæåíèå ∆ ÿâëÿåòñÿ ìî-íîìîð�èçìîì.Çàìå÷àíèå 5.3. Çäåñü ñòðåëêà τ íå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì äè��åðåíöèà-ëîì. Â äàëüíåéøåì ñòðåëêà ïî äèàãîíàëè âèäà β → ±τβ îçíà÷àåò, ÷òîìû îòîæäåñòâëÿåì äâà ýëåìåíòà â êóáå. Çíàê ± ïîÿâëÿåòñÿ â çàâèñè-ìîñòè îò òîãî, ãäå íà äàííîé äâóìåðíîé ãðàíè ñòîèò äîáàâî÷íûé çíàêìèíóñ. Â ñëó÷àå êîý��èöèåíòîâ èç Z2 íàëè÷èå ýòîãî çíàêà íè íà ÷òî íåâëèÿåò.Â ñëó÷àå êîý��èöèåíòîâ â êîëüöå õàðàêòåðèñòèêè îòëè÷íîé îò äâóõçíàê ìîæåò ïîÿâèòüñÿ; âñå ðàññóæäåíèÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû ðàññóæ-äåíèÿì Áàð-Íàòàíà. Ìû ïîäðîáíî ðàññìîòðèì âîïðîñ ñî çíàêàìè ïðèòðåòüåì äâèæåíèè �åéäåìåéñòåðà â øåñòîé ãëàâå äëÿ áîëåå îáùåé êîí-



Êîìïëåêñ Õîâàíîâà mod Z2 213ñòðóêöèè.Ïîñëå ýòîãî ìû âèäèì, ÷òî êîìïëåêñ C èìååò òå æå ãîìîëîãèè, ÷òî èêîìïëåêñ
(C/C ′)/C ′′′ =

β −→ 0
↑ ց ↑
0 −→ γ.

(5.10)Â ñèëó ïðèíöèïà ñîêðàùåíèÿ, ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ýòó îïåðàöèþ (�àê-òîðèçóÿ âåðõíþþ ãðàíü òðåõìåðíîãî êóáà ïî ñîîòâåòñòâóþùèì åé êîìïëåê-ñàì C ′ è ïî C ′′′) äëÿ äâóõ êóáîâ, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 5.2 (òîëüêî äëÿ èõâåðõíèõ ãðàíåé). Â èòîãå ïîëó÷èì êóáû, ïîêàçàííûå íà ðèñ. 5.3.

�èñ. 5.3. Èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî Ω3Èìååò ìåñòî èçîìîð�èçì ïðîñòðàíñòâ öåïåé ïîëó÷åííûõ äâóõ êîìïëåê-ñîâ (èçîìîð�èçì óñòàíàâëèâàåòñÿ ïîñðåäñòâîì îòîáðàæåíèÿ Y, êîòîðîåîñòàâëÿåò íåèçìåííûìè íèæíèå óðîâíè, ïîêàçàííûå íà ðèñ. 5.3. è îòîáðà-æàåò ïàðó (β1, γ1) â ïàðó (β2, γ2) íà âåðõíåì óðîâíå).Òîò �àêò, ÷òî Y â äåéñòâèòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ èçîìîð�èçìîì ëèíåéíûõïðîñòðàíñòâ, î÷åâèäåí. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå äî-



Êîìïëåêñ Õîâàíîâà mod Z2 214ñòàâëÿåò èçîìîð�èçì ãîìîëîãèé êîìïëåêñîâ, íàì íåîáõîäèìî óñòàíîâèòüåãî êîììóòàòèâíîñòü ñ îòîáðàæåíèÿìè íà âåðòèêàëüíûõ ðåáðàõ. Äîñòàòî÷-íî çàìåòèòü, ÷òî τ1 ◦ d1∗01 = d2∗01 è d1∗10 = τ2 ◦ d2∗10.Òåîðåìà 5.1. äîêàçàíà.Çàìå÷àíèå 5.4. Âñå òå æå ðàññóæäåíèÿ ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ê ëþ-áûì êóáàì (íàïðèìåð, ê òàêèì, ó êîòîðûõ èìåþòñÿ äè��åðåíöèàëû ïðî-èçâîëüíîãî âèäà, îòíîñÿùèåñÿ ê ïåðåñòðîéêàì âèäà 1 → 1).Íàçîâåì âûñîòîé h(Kh(K)) ãîìîëîãèé Õîâàíîâà âèðòóàëüíîãî çàöåïëå-íèÿ K ðàçíîñòü ìåæäó ñòàðøåé è ìëàäøåé íåíóëåâîé êâàíòîâûìè ãðàäó-èðîâêàìè íåíóëåâûõ ãîìîëîãèé Õîâàíîâà âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ K.Âûñîòà ãîìîëîãèé Õîâàíîâà ÿâëÿåòñÿ óòî÷íåíèåì äëèíû ñêîáêè Êàó�-ìàíà: ïîñëåäíÿÿ îòâå÷àåò çà íåñîêðàùàåìîñòü ñòàðøåãî è ìëàäøåãî ìîíî-ìîâ â ðàçëîæåíèè (4.1); â òî æå âðåìÿ öåïè êîìïëåêñà Õîâàíîâà íàõîäÿò-ñÿ â åñòåñòâåííîì âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ìîíîìàìè òîé æåñêîáêè, óìíîæåííîé íà (−a2 − a−2).Ïî ïîñòðîåíèþ ÿñíî, ÷òî h(Kh(K)) − 2 >
span〈K〉

2 .Îòìåòèì, ÷òî êîìïëåêñ C(L) ðàñïàäàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó äâóõ êîìïëåê-ñîâ: ÷åòíîé ãðàäóèðîâêè è íå÷åòíîé ãðàäóèðîâêè (íàïîìíèì, ÷òî äè��å-ðåíöèàë ñîõðàíÿåò ãðàäóèðîâêó).Ìû ïîëó÷àåì äâà òèïà ãîìîëîãèé Õîâàíîâà: ÷åòíûé Khe è íå÷åòíûé
Kho.Îíè ñîîòâåòñòâóþò ìîíîìàì ïîëèíîìà Äæîíñà, èìåþùèì ñòåïåíè, äàþ-ùèå îñòàòîê äâà ïðè äåëåíèè íà ÷åòûðå (Khe) è ìîíîìàì, ñòåïåíè êîòîðûõäåëÿòñÿ íà ÷åòûðå áåç îñòàòêà (Kho). Ó êëàññè÷åñêîãî çàöåïëåíèÿ âñòðå-÷àþòñÿ ãîìîëîãèè òîëüêî îäíîãî èç ýòèõ äâóõ òèïîâ, áîëåå òî÷íî, èìååòìåñòî ñëåäóþùàÿÒåîðåìà 5.2. Äëÿ êëàññè÷åñêîãî çàöåïëåíèÿ ñ ÷åòíûì ÷èñëîì êîìïîíåíòèìååò ìåñòî Kho ∼= 0, äëÿ êëàññè÷åñêîãî çàöåïëåíèÿ ñ íå÷åòíûì ÷èñëîìêîìïîíåíò Khe ∼= 0.Ýòà òåîðåìà ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íà ïðåäëîæåíèþ 4.1 î ñòåïåíÿõ ìîíî-ìîâ, âõîäÿùèõ â ïîëèíîì Äæîíñà.



Êîìïëåêñ Õîâàíîâà mod Z2 215Áîëåå òîãî, ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà òåîðåìà âåðíà íå òîëüêî äëÿ êëàñ-ñè÷åñêèõ çàöåïëåíèé, íî è äëÿ âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé, èìåþùèõ äèà-ãðàììó ñ îðèåíòèðóåìûì àòîìîì.�àññìîòðèì äèàãðàììó çàöåïëåíèÿ L, èçîáðàæåííóþ â ïðàâîì íèæíåìóãëó íà ðèñ. 5.4.

�èñ. 5.4. Âèðòóàëüíûé óçåë ñ íåîðèåíòèðóåìûì àòîìîì ðîäà 2Â ëåâîì âåðõíåì óãëó òîãî æå ðèñóíêà èçîáðàæåíà õîðäîâàÿ äèàãðàììà,ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòàðøåìó ñîñòîÿíèþ ñêîáêè Êàó�ìàíà äàííîé äèàãðàì-ìû. Â ýòîì ñîñòîÿíèè èìååòñÿ îäíà îêðóæíîñòü, è â ëþáîì èç ÷åòûðåõïåðåêðåñòêîâ îíà ïåðåñòðàèâàåòñÿ ïî ïóíêòèðíîé (îòðèöàòåëüíîé) õîðäå âîäíó îêðóæíîñòü.Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ýòî çàöåïëåíèå íå èìååò äèàãðàìì, êîòîðûì ñî-îòâåòñòâóþò îðèåíòèðóåìûå àòîìû. Äåéñòâèòåëüíî, ó äàííîé äèàãðàììûîáà êîìïëåêñà Kho è Khe (ñ êîý��èöèåíòàìè â Z2) èìåþò íåòðèâèàëü-íûå ãðóïïû ãîìîëîãèé. Äåéñòâèòåëüíî, A-ñîñòîÿíèå äèàãðàììû ñ îäíîéîêðóæíîñòüþ ñ ìåòêîé 1 çàäàåò íåòðèâèàëüíûé öèêë (èáî âñå äè��åðåí-öèàëû, èñõîäÿùèå èç A-ñîñòîÿíèÿ â ñîñåäíèå ñîñòîÿíèÿ, íåíóëåâûå). Äàëåå,â ñîñòîÿíèÿõ, ãäå îäèí ïåðåêðåñòîê ðàçâåäåí ñïîñîáîì B, à îñòàëüíûå òðè� ñïîñîáîì A, èìååòñÿ ðîâíî îäíà îêðóæíîñòü. �àññìîòðèì öåïü, ðàâíóþñóììå öåïåé, èìåþùèõ ìåòêó 1 â êàæäîì èç ýòèõ ÷åòûðåõ ñîñòîÿíèé. Ëåãêîïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà öåïü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öèêë. Äàëåå, îíà íå ìîæåò



Êîìïëåêñ Õîâàíîâà mod Z2 216áûòü ãðàíèöåé, èáî âñå öåïè â ñîñòîÿíèè A ÿâëÿþòñÿ öèêëàìè.Êâàíòîâàÿ ãðàäóèðîâêà ïðèâåäåííûõ âûøå öåïåé îòëè÷àåòñÿ íà åäèíè-öó, ñëåäîâàòåëüíî, çàöåïëåíèå L íå èìååò äèàãðàìì, êîòîðûì ñîîòâåòñòâó-þò îðèåíòèðóåìûå àòîìû.Â ÷àñòíîñòè, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ðîä àòîìà (ðîä Òóðàåâà) ïðèâåäåííîãîâûøå çàöåïëåíèÿ ðàâåí åäèíèöå.Îòìåòèì, ÷òî ýòîò �àêò íå ìîæåò áûòü îáíàðóæåí ïîñðåäñòâîì ñêîáêèÊàó�ìàíà. Äåéñòâèòåëüíî, â A-ñîñòîÿíèè (êàê è â B-ñîñòîÿíèè) èìååòñÿðîâíî îäíà îêðóæíîñòü, â ñîñòîÿíèÿõ ñ îäíèì (èëè òðåìÿ) ïåðåêðåñòêîì,ðàçâåäåííûì ñïîñîáîì A, ìû èìååì ïî îäíîé îêðóæíîñòè, íàêîíåö, èç øå-ñòè ñîñòîÿíèé, â êîòîðûõ äâà ïåðåêðåñòêà ðàçâåäåíû ñïîñîáîì A, à äâà �ñïîñîáîì B, â äâóõ ñëó÷àÿõ ìû èìååì ïî îäíîé îêðóæíîñòè, à â îñòàâ-øèõñÿ ÷åòûðåõ � ïî äâå îêðóæíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ñêîáêà Êàó�ìàíàäèàãðàììû L èìååò âèä
〈L =〉a4 + 4a2 + 2 + 4(−a2 − a−2) + 4a−2 + a−4 = a4 + 2 + a−4. (5.11)Âñå ÷ëåíû ýòîé ñêîáêè Êàó�ìàíà èìåþò ñòåïåíè, ñðàâíèìûå ïî ìîäóëþ4. Ïîýòîìó â äàííîì ñëó÷àå ãîìîëîãèè Õîâàíîâà ÷óâñòâèòåëüíåå ê íåîðè-åíòèðóåìîñòè âèðòóàëüíûõ óçëîâ, ÷åì ñêîáêà Êàó�ìàíà.Îòìåòèì, ÷òî ïîñòðîåííûé íàìè êîìïëåêñ Õîâàíîâà ñ êîý��èöèåíòàìèâ ïîëå Z2 ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé êóáà ïåðåñòðîåê è ÷èñëàìè

n+, n−. Ñëåäîâàòåëüíî, Z2-ãîìîëîãèè Õîâàíîâà íå ìåíÿþòñÿ ïðè âèðòóà-ëèçàöèÿõ èñõîäíîé äèàãðàììû.Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ïðèâåäåì äðóãîé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ êîì-ïëåêñà Õîâàíîâà (äëÿ îñíàùåííûõ çàöåïëåíèé), êîòîðûé ÷óâñòâèòåëåí êâèðòóàëèçàöèÿì. Ïîñòðîåííûé âûøå êîìïëåêñ Õîâàíîâà â êëàññè÷åñêîìñëó÷àå ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì êîìïëåêñîì Õîâàíîâà ñ êîý��èöèåíòàìè â
Z2; â ýòîì ñëó÷àå ëåãêî ïðåîäîëåâàåòñÿ òðóäíîñòü ñ ïåðåñòðîéêàìè âèäà
1 → 1. Â äâóõ ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ìû áóäåì ñòðîèòü êîìïëåêñ Õîâàíîâàíå äëÿ âñåõ âèðòóàëüíûõ äèàãðàìì, à ëèøü äëÿ �õîðîøèõ� âèðòóàëüíûõäèàãðàìì � òåõ, ó êîòîðûõ íà êóáå íå âîçíèêàåò ÷àñòè÷íûõ äè��åðåí-öèàëîâ òèïà 1 → 1. Êàê áóäåò âèäíî äàëåå, õîðîøèå âèðòóàëüíûå äèà-ãðàììû � â òî÷íîñòè òå, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò îðèåíòèðóåìûå àòîìû.



Êîìïëåêñ Õîâàíîâà mod Z2 217Äàëåå ìû áóäåì ïî êàæäîé âèðòóàëüíîé äèàãðàììå ñòðîèòü íåêîòîðûì èí-âàðèàíòíûì ñïîñîáîì õîðîøóþ äèàãðàììó è ñìîòðåòü, êàê ïðåîáðàçóþòñÿãîìîëîãèè Õîâàíîâà ñîîòâåòñòâóþùåé õîðîøåé äèàãðàììû ïðè ïðèìåíå-íèè îáîáùåííûõ äâèæåíèé �åéäåìåéñòåðà ê èçíà÷àëüíîé äèàãðàììå. Òàê,â ñëåäóþùåì ðàçäåëå áóäåò ïîñòðîåí êîìïëåêñ Õîâàíîâà äëÿ îñíàùåííûõçàöåïëåíèé, ãäå â êà÷åñòâå õîðîøåé äèàãðàììû áóäåò âûñòóïàòü äèàãðàì-ìà óäâîåíèÿ.Ïðèìåð.(Êàó�ìàí) �àññìîòðèì âèðòóàëüíûé óçåë K1, èçîáðàæåííûéíà ðè
. 5.5.

�èñ. 5.5. Âèðòóàëüíûé óçåë, ñâîäèìûé ê òðèâèàëüíîìó âèðòóàëèçàöèÿìèè îáîáùåííûìè äâèæåíèÿìè �åéäåìåéñòåðàÝòîò óçåë ìîæíî ñâåñòè ê òðèâèàëüíîìó óçëó âèðòóàëèçàöèÿìè è îáîá-ùåííûìè äâèæåíèÿìè �åéäåìåéñòåðà, ñì. ðèñ. 5.6.Íà ðèñóíêå 5.6 ïðåîáðàçîâàíèåì B′ ìû íàçûâàåì äâèæåíèå, ïðèìåíÿ-åìîå ê îäíîìó êëàññè÷åñêîìó è îäíîìó âèðòóàëüíîìó ïåðåêðåñòêó; îíîïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïîçèöèþ âèðòóàëèçàöèè è âòîðîãî âèðòóàëüíîãîäâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà, ñì. ðèñ. 5.7. Äëÿ êàæäîãî èç ïðåîáðàçîâàíèé,óêàçàííûõ íà ðèñ. 5.6, ìû âûäåëÿåì íà ðèñóíêå îáëàñòü, ê êîòîðîìó îíîïðèìåíÿåòñÿ.Òàêèì îáðàçîì, Z2-ãîìîëîãèè Õîâàíîâà óçëà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 5.5ñîâïàäàþò ñ Z2-ãîìîëîãèÿìè Õîâàíîâà òðèâèàëüíîãî óçëà. Ìîæíî ïîêà-çàòü (íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ òåõíèêó âèðòóàëüíûõ ãðóïïîèäîâ), ÷òî ýòîò
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�èñ. 5.6. Ñâåäåíèå ê òðèâèàëüíîìó óçëó âèðòóàëèçàöèÿìèè îáîáùåííûìè äâèæåíèÿìè �åéäåìåéñòåðàâèðòóàëüíûé óçåë íåòðèâèàëåí.5.4. Êîìïëåêñ Õîâàíîâà óäâîåíèé óçëîâÂ îñòàâøåéñÿ ÷àñòè íàñòîÿùåé ãëàâû ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü êîíñòðóê-öèþ, ñâÿçûâàþùóþ àòîìû ñ âèðòóàëüíûìè óçëàìè. Íàïîìíèì êîíñòðóê-öèþ, ñîïîñòàâëÿþùóþ âûñîòíîìó àòîìó êëàññè÷åñêîå çàöåïëåíèå, ïðèâå-
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�èñ. 5.7. Ïðåîáðàçîâàíèå Â' âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âèðòóàëèçàöèþäåííóþ â ãëàâå 4. Îíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî îñòîâ àòîìà V âêëàäûâàåòñÿ âïëîñêîñòü ñ ñîõðàíåíèåì åãî A-ñòðóêòóðû, à äàëåå êàæäûé ïåðåêðåñòîêñíàáæàåòñÿ ñòðóêòóðîé ïðîõîä-ïåðåõîä ñîãëàñíî B-ñòðóêòóðå àòîìà.Ïóñòü äàí ïðîèçâîëüíûé àòîì V . Ïîãðóçèâ åãî îñòîâ â ïëîñêîñòü ñ ñî-õðàíåíèåì A-ñòðóêòóðû, ïîñòðîèì ïî àòîìó V äèàãðàììó L âèðòóàëüíîãîçàöåïëåíèÿ òàê, êàê óêàçàíî â ãëàâå 4 íà ñòð. 157.Êàê ïîêàçàíî â òåîðåìå 4.2, êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè âèðòóàëüíîãî çàöåï-ëåíèÿ L îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî âèðòóàëèçàöèè.Íàçîâåì äèàãðàììó âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ îðèåíòèðóåìîé, åñëè ñî-îòâåòñòâóþùèé åé àòîì ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðóåìûì è íåîðèåíòèðóåìîé âïðîòèâíîì ñëó÷àå. Íàçîâåì âèðòóàëüíîå çàöåïëåíèå îðèåíòèðóåìûì, åñ-ëè îíî ìîæåò áûòü çàäàíî îðèåíòèðóåìîé äèàãðàììîé.Ïîíÿòèå îðèåíòèðóåìîé äèàãðàììû ïîä äðóãèì íàçâàíèåì âñòðå÷àëîñüòàêæå ó Íàîêî Êàìàäû [Kam.N1, Kam.N2, KNS℄; òàì ãîâîðèëîñü î âîç-ìîæíîñòè èçìåíèòü íåêîòîðûå êëàññè÷åñêèå ïåðåêðåñòêè (ïðîõîä íà ïåðå-õîä è íàîáîðîò), ÷òîáû ïîëó÷èòü àëüòåðíèðîâàííóþ äèàãðàììó. Íåòðóäíîïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êëàññ òàêèõ äèàãðàìì â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ êëàññîìîðèåíòèðóåìûõ äèàãðàìì.Çàìå÷àíèå 5.5. Íå ñòîèò ñìåøèâàòü ïîíÿòèÿ îðèåíòèðóåìîñòè äèà-ãðàììû (â ñìûñëå îðèåíòèðóåìîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî àòîìà) è îðèåí-òèðîâàííîñòè (â ñìûñëå íàëè÷èÿ îðèåíòàöèè ó êîìïîíåíò çàöåïëåíèÿ).Ïóñòü L � âèðòóàëüíàÿ äèàãðàììà, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò îðèåíòèðóå-



5.4. Êîìïëåêñ Õîâàíîâà óäâîåíèé óçëîâ 220ìûé àòîì.Îïðåäåëèì êîìïëåêñ C(L) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ôèêñèðóåì êîëüöî Rêîý��èöèåíòîâ è äâóìåðíûé ñâîáîäíûé ìîäóëü V íàä íèì, qdimV = q +
q−1.Ïðîñòðàíñòâî öåïåé íàøåãî êîìïëåêñà îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå, êàê è â ñëó-÷àå êîý��èöèåíòîâ Z2. Ïîñëå ýòîãî äè��åðåíöèàë îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóì-ìà ÷àñòè÷íûõ äè��åðåíöèàëîâ ñî çíàêàìè, à ÷àñòè÷íûå äè��åðåíöèàëûîïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèé m è ∆.Êóá ñ ÷àñòè÷íûìè äè��åðåíöèàëàìè ∂′ (îïðåäåëÿåìûìè ñîãëàñíî �îð-ìóëàì (5.2,5.3), èäóùèìè âäîëü ðåáåð â íàïðàâëåíèè âîçðàñòàíèÿ êîîðäè-íàòû, íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíûì, åñëè êàæäàÿ äâóìåðíàÿ ãðàíü ýòîãîêóáà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó, è àíòèêîììóòàòèâ-íûì, åñëè êàæäàÿ äâóìåðíàÿ ãðàíü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àíòèêîììóòàòèâ-íóþ äèàãðàììó.Â ñëó÷àå êîý��èöèåíòîâ èç ïîëÿ Z2 êîììóòàòèâíîñòü êàæäîé ãðàíèêóáà ðàâíîñèëüíà åãî àíòèêîììóòàòèâíîñòè. Â ñëó÷àå êîý��èöèåíòîâ èç
Z èç êîììóòàòèâíîãî êóáà ìîæíî ñäåëàòü àíòèêîììóòàòèâíûé ñëåäóþùèìîáðàçîì.Ñîïîñòàâèì ðåáðàì êóáà {0, 1}n ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîñòîÿùèå èç {0, 1, ∗},äëèíû n ðîâíî ñ îäíèì ýëåìåíòîì ∗. Êàæäîå òàêîå ðåáðî ñîåäèíÿåò äâåâåðøèíû, ïîëó÷àþùèåñÿ ïîäñòàíîâêîé åäèíèöû èëè íóëÿ âìåñòî ∗.Îïðåäåëåíèå 5.0. Âûñîòîé |ξ| ðåáðà ξ íàçîâåì ìåíüøóþ èç äâóõ âûñîòåãî êîíöîâ.Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû îáîçíà÷èì îòîáðàæåíèå, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåá-ðó ξ, ÷åðåç ∂′

ξ, òî äè��åðåíöèàë áóäåò èìåòü âèä ∂r =
∑

{|ξ|=r}(−1)ξ∂′
ξ.Íàì òåïåðü íóæíî îáúÿñíèòü, ÷òî îçíà÷àåò çíàê (−1)ξ è îïðåäåëèòüîòîáðàæåíèÿ ∂ξ. Òî åñòü, äëÿ òîãî, ÷òîáû êîððåêòíî îïðåäåëèòü îïåðàòîð

∂, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå ∂ ◦ ∂ = 0, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ÷àñòè÷-íûå äè��åðåíöèàëû ∂′
ξ íà äâóìåðíûõ ãðàíÿõ êóáà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîéàíòèêîììóòàòèâíûå äèàãðàììû.Êîììóòàòèâíûé êóá ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàí â àíòèêîììóòàòèâíûéñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà íóæíî ïîñòðîèòü îòîáðàæåíèÿ íà ðåáðàõòàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êàæäàÿ äâóìåðíàÿ ãðàíü ïðåäñòàâëÿëà ñîáîé êîì-



5.4. Êîìïëåêñ Õîâàíîâà óäâîåíèé óçëîâ 221ìóòàòèâíóþ äèàãðàììó, à çàòåì ñíàáäèòü ÷àñòè÷íûå äè��åðåíöèàëû ∂′
ξçíàêàìè. Çíàê îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. Êàæäîé âåðøèíå êó-áà ñîïîñòàâèì íîìåðà âñåõ åå åäèíè÷íûõ êîîðäèíàò â âîçðàñòàþùåì ïîðÿä-êå: i1, i2, . . . , ik è �îðìàëüíîå âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå xi1 ∧xi2 ∧· · ·∧xik . Òàê,íàïðèìåð, ïðè n = 3 ìû ñîïîñòàâëÿåì âåðøèíå {1, 0, 1} âíåøíåå ïðîèçâå-äåíèå x1∧x3. Êàæäîå ðåáðî êóáà, óâåëè÷èâàþùåå íåêîòîðóþ j-þ êîîðäèíà-òó, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âíåøíåå óìíîæåíèå íà xj. Åñëè â ðåçóëüòàòåïðèìåíåíèÿ òàêîãî âíåøíåãî óìíîæåíèÿ ê �íèæíåé� âåðøèíå ìû ïîëó÷à-åì âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå, ñîïîñòàâëåííîå âåðõíåé âåðøèíå, ìû ñòàâèì íàðåáðå çíàê �ïëþñ�, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � �ìèíóñ�. Òàê, íàïðèìåð, íà ðåáðå

{1, ∗, 1} ìû èìååì çíàê ìèíóñ, ïîñêîëüêó (x1 ∧ x3) ∧ x2 = −x1 ∧ x2 ∧ x3.Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè íàáîð ãðóïï öåïåé [[L]] ñ äè��åðåíöèàëîì
∂. Ïóñòü äàí íåêîòîðûé àòîì V . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ A-ñòðóêòóðû àòî-ìà ñóùåñòâóåò îðèåíòàöèÿ âñåõ ðåáåð àòîìà V òàêàÿ, ÷òî â êàæäîé âåðøèíåïî äâà ïðîòèâîïîëîæíûõ ðåáðà ÿâëÿþòñÿ èñõîäÿùèì, à äâà äðóãèõ � âõî-äÿùèìè.Îïðåäåëåíèå 5.1. Íàçîâåì òàêóþ ñòðóêòóðó ñòðóêòóðîé èñòî÷íèê-ñòîê.Çàìå÷àíèå 5.6. Òà æå ñàìàÿ ñòðóêòóðà èññëåäîâàëàñü â òåîðèè âèðòó-àëüíûõ óçëîâ Í.Êàìàäîé, ñì., íàïð, [Kam.N2℄. Òàì ýòà ñòðóêòóðà íàçû-âàëàñü àëüòåðíèðîâàííîé îðèåíòàöèåé äëÿ ãðà�à, êîòîðûé â íàñòîÿùåéðàáîòå íàçûâàåòñÿ îñòîâîì àòîìà.Ïðåäëîæåíèå 5.1. Îñòîâ àòîìà äîïóñêàåò ñòðóêòóðó èñòî÷íèê-ñòîê,òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà àòîì ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðóåìûì.Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòüA-ñòðóêòóðà àòîìà îáëàäàåò ñòðóê-òóðîé èñòî÷íèê-ñòîê. �àññìîòðèì ÷åðíûå (ïîñëåêðèòè÷åñêèå) êëåòêè ýòîãîàòîìà. Ìû çàäàäèì îðèåíòàöèþ âñåõ ÷åðíûõ êëåòîê òàêèì îáðàçîì, ÷òîáûâ êàæäîé âåðøèíå àòîìà äâå ëîêàëüíûå îðèåíòàöèè, çàäàííûå ÷åðíûìèêëåòêàìè, ïðèìûêàþùèìè ê ýòîé âåðøèíå, áûëè ñîãëàñîâàíû (ò.å. â âåð-øèíå ñîïðèêîñíîâåíèÿ äâóõ ÷åðíûõ êëåòîê äâå îðèåíòàöèè, çàäàâàåìûåïîäðÿä èäóùèìè ðåáðàìè, áûëè ëèáî îáå íàïðàâëåíû ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå,



5.4. Êîìïëåêñ Õîâàíîâà óäâîåíèé óçëîâ 222ëèáî îáå � ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èç ýòîãî ñëåäóåòîðèåíòèðóåìîñòü àòîìà.�ðàíèöà êàæäîé ÷åðíîé êëåòêè àòîìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öèêë, ñîñòî-ÿùèé èç ïîäðÿä èäóùèõ ðåáåð, ïðè ýòîì êàæäîå ñëåäóþùåå ðåáðî íå ÿâ-ëÿåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì ïðåäûäóùåìó ñîãëàñíî A-ñòðóêòóðå. Òàê êàê âêàæäîé âåðøèíå âûïîëíåíî óñëîâèå èñòî÷íèê-ñòîê, òî öèêë ÿâëÿåòñÿ îðè-åíòèðîâàííûì, ò.å. ïðåäñòàâèìûì â âèäå îòîáðàæåíèÿ îðèåíòèðîâàííîéîêðóæíîñòè, ïðè ýòîì îðèåíòàöèÿ ðåáåð ñîãëàñîâàíà ñ îðèåíòàöèåé îêðóæ-íîñòè. Îðèåíòàöèÿ ãðàíèöû êëåòêè çàäàåò îðèåíòàöèþ è íà âíóòðåííîñòèýòîé êëåòêè: äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âûáðàòü ðåïåð, ïåðâûé âåêòîð êîòî-ðîé îðèåíòèðîâàí ïî îäíîìó èç ðåáåð ãðàíèöû, à âòîðîé íàïðàâëåí âíóòðüêëåòêè. Ïðîäåëàåì ýòî äëÿ êàæäîé ÷åðíîé êëåòêè. Íàëè÷èå ñòðóêòóðûèñòî÷íèê-ñòîê â êàæäîé âåðøèíå îçíà÷àåò, ÷òî îðèåíòàöèè êëåòîê, ñîñåä-ñòâóþùèõ ïî âåðøèíå, ñîãëàñîâàíû. Îðèåíòàöèÿ ëåãêî ïðîäîëæàåòñÿ è íàáåëûå êëåòêè.Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî àòîì îðèåíòèðîâàí. Ôèêñèðóåì îðèåíòàöèþàòîìà ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì è çàäàäèì îðèåíòàöèþ ðåáåð àòîìà òàêèìîáðàçîì, ÷òîáû äëÿ êàæäîé ÷åðíîé êëåòêè C è êàæäîãî ðåáðà e, åé èí-öèäåíòíîãî, îðèåíòàöèÿ ïàðû âåêòîðîâ ~e, ν áûëà ïîëîæèòåëüíîé, ãäå ν �íîðìàëüíûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé îò òî÷êè íà ðåáðå e âíóòðü êëåòêè C,à ~e � âåêòîð, íàïðàâëåííûé âäîëü ðåáðà ñîãëàñíî âûáðàííîé îðèåíòàöèè.Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ îðèåíòàöèÿ ðåáåð áóäåò çàäàâàòü ñòðóêòóðóèñòî÷íèê-ñòîê.Çàìå÷àíèå 5.7. Èç ïðåäëîæåíèÿ 5.1 ñëåäóåò, ÷òî åñëè íåêîòîðûé àòîì
(M, Γ) ñ îñòîâîì Γ îðèåíòèðóåì, òî òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ è ëþáîé äðóãîéàòîì (M ′, Γ) ñ òåì æå îñòîâîì è òîé æå A-ñòðóêòóðîé).Çàìå÷àíèå 5.8. Ñòðóêòóðà èñòî÷íèê-ñòîê, çàäàííàÿ íà âñåì àòîìå,îïðåäåëÿåò îðèåíòàöèþ äëÿ îêðóæíîñòåé âî âñåõ ñîñòîÿíèÿõ ñêîáêè Êà-ó�ìàíà ñîîòâåòñòâóþùåãî óçëà. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïîñòðîèòü íåêî-òîðóþ äèàãðàììó, ïîëó÷åííóþ ñãëàæèâàíèåì íåêîòîðûõ ïåðåêðåñòêîâè óäàëåíèåì ñâîáîäíûõ îêðóæíîñòåé, íå èíöèäåíòíûõ âûáðàííûì ïåðå-êðåñòêàì, òî îñòîâ àòîìà, ñîîòâåòñòâóþùåãî íîâîé äèàãðàììå, áóäåò



5.4. Êîìïëåêñ Õîâàíîâà óäâîåíèé óçëîâ 223íàñëåäîâàòü ñòðóêòóðó èñòî÷íèê-ñòîê èç èñõîäíîé, ñëåäîâàòåëüíî, ïî-ëó÷åííûé àòîì áóäåò îðèåíòèðîâàííûì.Èç ïðåäëîæåíèÿ 5.1 âûòåêàåò, ÷òî åñëè àòîì, ñîîòâåòñòâóþùèé âèðòó-àëüíîé äèàãðàììå L îðèåíòèðóåì, òî íà êóáå ïåðåñòðîåê, ñîîòâåòñòâóþùåìäèàãðàììå L, íåò ïåðåñòðîåê òèïà 1 → 1. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì îñòîâ
Γ ñîîòâåòñòâóþùåãî àòîìà. Êàæäîå ñîñòîÿíèå äèàãðàììû L ïðåäñòàâëÿåòñîáîé íåêîòîðûé àòîì, èìåþùèé îñòîâ Γ: îêðóæíîñòè ñîñòîÿíèÿ ñëóæàòäëÿ ïðèêëåéêè ÷åðíûõ êëåòîê äëÿ îñòîâà Γ. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 5.1 íî-âûé àòîì òàêæå ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðóåìûì. Ñëåäîâàòåëüíî, ó ýòîãî àòîìà íåìîæåò ñóùåñòâîâàòü ÷åðíîé êëåòêè, ïîäõîäÿùåé ê ñåáå íåîðèåíòèðóåìûìñïîñîáîì (òàê, ÷òî ïåðåñòðîéêà â ïåðåêðåñòêå, ãäå ýòà êëåòêà ïîäõîäèò êñåáå íå ìåíÿåò êîëè÷åñòâà îêðóæíîñòåé).Îáðàòíî, íàëè÷èå ïåðåñòðîéêè òèïà 1 → 1, î÷åâèäíî, ïðîòèâîðå÷èò ñó-ùåñòâîâàíèþ ñòðóêòóðû èñòî÷íèê-ñòîê.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âèðòóàëüíûõ äèàãðàìì, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò îðè-åíòèðóåìûå àòîìû, êóáû ïåðåñòðîåê êîððåêòíî îïðåäåëåíû, à èìåííî, âñåïåðåñòðîéêè èìåþò âèä 1 → 2 è 2 → 1, ÷àñò÷èíûå äè��åðåíöèàëû îïðå-äåëÿþòñÿ ïîñðåäñòâîì îòîáðàæåíèé m è ∆, äè��åðåíöèàë çàäàåòñÿ â âèäåñóììû ÷àñòè÷íûõ äè��åðåíöèàëîâ ñî çíàêàìè, à êîððåêòíàÿ îïðåäåëåí-íîñòü ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî êëàññè÷åñêîìó ñëó÷àþ.Îòìåòèì ñëåäóþùèå äâå âàæíûå ëåììû.Ëåììà 5.2. Ïóñòü L � âèðòóàëüíàÿ äèàãðàììà, êîòîðîé ñîîòâåòñòâó-åò îðèåíòèðóåìûé àòîì. Òîãäà íàáîð ãðóïï [[L]] âìåñòå ñ äè��åðåíöèà-ëîì ∂ çàäàåò êîìïëåêñ, ò.å. ∂2 = 0.Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî êàæäàÿ äâóìåðíàÿ ãðàíü êó-áà [[L]] ÿâëÿåòñÿ àíòèêîììóòàòèâíîé. Ýòî ðàâíîñèëüíî ïðîâåðêå êîììóòà-òèâíîñòè äâóìåðíûõ ãðàíåé äî âíåñåíèÿ çíàêîâ ±1.Êàæäàÿ äâóìåðíàÿ ãðàíü êóáà [[L]] çàäàåò àòîì ñ äâóìÿ âåðøèíàìè.Êàæäàÿ äâóìåðíàÿ ãðàíü êóáà ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó ñïîñîáó ñãëàæè-âàíèÿ íåêîòîðûõ (n−2) êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêîâ äèàãðàììû L, ñì. ðèñ.6.7. Îñòàâøèåñÿ äâà ïåðåêðåñòêà ìîãóò áûòü ñãëàæåíû ïðîèçâîëüíûì îá-ðàçîì; ÷åòûðå âîçìîæíîñòè òàêîãî ñãëàæèâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþò âåðøèíàì



5.4. Êîìïëåêñ Õîâàíîâà óäâîåíèé óçëîâ 224äâóìåðíîé ãðàíè.Äëÿ ýòèõ ÷åòûðåõ ñîñòîÿíèé èìååòñÿ íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî îáùèõ îêðóæ-íîñòåé, íå èíöèäåíòíûõ íèêàêîìó èç äâóõ ðàññìàòðèâàåìûõ ïåðåêðåñòêîâ.Ïîñëå óäàëåíèÿ ýòèõ îêðóæíîñòåé ìû ïîëó÷àåì àòîì ñ äâóìÿ âåðøèíàìè.Òàêèì îáðàçîì, íàì íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî êàæäàÿ äâóìåðíàÿ ãðàíü, êî-òîðàÿ ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü íåêîòîðîìó àòîìó ñ äâóìÿ âåðøèíàìè, çàäàåòàíòèêîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó.Òàê êàê àòîì, ñîîòâåòñòâóþùèé äèàãðàììå L, ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðóåìûì,òî òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ è àòîì, ñîîòâåòñòâóþùèé ëþáîé äâóìåðíîé ãðàíèñîîòâåòñòâóþùåãî êîìïëåêñà (ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 5.8).Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü òåîðåìîé èç [Ìàí-1℄ î òîì, ÷òî âñå îðèåíòèðóåìûåàòîìû ñ äâóìÿ âåðøèíàìè ÿâëÿþòñÿ âûñîòíûìè.Ýòî çíà÷èò, ÷òî êàæäûé àòîì, ñîîòâåòñòâóþùèé äâóìåðíîé ãðàíè êó-áà ïåðåñòðîåê, îòâå÷àþùåé îðèåíòèðóåìîìó àòîìó, âñòðå÷àåòñÿ â ñëó÷àåêëàññè÷åñêèõ óçëîâ. Âñå òàêèå äâóìåðíûå ãðàíè ïåðåáðàíû â [BN1℄ è äëÿíèõ äîêàçàíà êîììóòàòèâíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé äèàãðàììû (äî âíåñåíèÿçíàêîâ äè��åðåíöèàëîâ).Ïîñëå ýòîãî äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîé îïðåäåëåííîñòè êîìïëåêñà äî-ñëîâíî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå (ñì., íàïð., [BN1℄)è ñëåäóåò èç ïðîâåðêè ñâîéñòâ îòîáðàæåíèé m è ∆.Òåì ñàìûì ïîêàçàíî, ÷òî íàáîð öåïåé [[K]] ñ äè��åðåíöèàëîì ∂ çàäàåòàíòèêîììóòàòèâíûé êóá.Òàêèì îáðàçîì, êîððåêòíî îïðåäåëåí êîìïëåêñ C(L).Îáîçíà÷èì ãîìîëîãèè ïîëó÷åííîãî êîìïëåêñà ÷åðåç Kh(L).Ëåììà 5.3. Ïóñòü L, L′ � äâå âèðòóàëüíûå äèàãðàììû, êîòîðûì ñî-îòâåòñòâóþò îðèåíòèðóåìûå àòîìû, ïðè ýòîì L′ îòëè÷àåòñÿ îò Lïðèìåíåíèåì îáúåçäà èëè îäíîãî èç òðåõ êëàññè÷åñêèõ äâèæåíèé �åéäå-ìåéñòåðà. Òîãäà èìååò ìåñòî èçîìîð�èçì ãîìîëîãèé Õîâàíîâà Kh(L) ∼=
Kh(L′).Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû. Ïðè ïðèìåíåíèè äâèæåíèé îáúåçäàíå ìåíÿåòñÿ êóá ñîñòîÿíèé, è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ìåíÿåòñÿ è âåñü êîìïëåêñ.Â ñëó÷àå êëàññè÷åñêèõ äâèæåíèé �åéäåìåéñòåðà ìû èñïîëüçóåì â



5.4. Êîìïëåêñ Õîâàíîâà óäâîåíèé óçëîâ 225òî÷íîñòè òî æå äîêàçàòåëüñòâî (ïî Áàð-Íàòàíó), èñïîëüçóþùåå ïðèíöèïñîêðàùåíèÿ, êîòîðîå ðàíåå áûëî èñïîëüçîâàíî äëÿ ãîìîëîãèé Õîâàíîâà ïîìîäóëþ Z2. Îíî ëîêàëüíîå, ò.å. èñïîëüçóåò òîëüêî ëîêàëüíóþ ñòðóêòóðóäâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà (âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàê âûãëÿäèò íåïî-äâèæíàÿ ÷àñòü çàöåïëåíèÿ). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ýòîì äîêàçàòåëüñòâåíèãäå íå èñïîëüçîâàëîñü òî, ÷òî êîëüöîì êîý��èöèåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ïîëå Z2(èñïîëüçîâàëàñü èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ ∆ è ñþðúåêòèâíîñòü îòîáðà-æåíèÿ m). Ñëåäîâàòåëüíî, îíî äîñëîâíî ïðîõîäèò è äëÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâïðè óñëîâèè, ÷òî âñå êîìïëåêñû êîððåêòíî îïðåäåëåíû. Òåì ñàìûì ëåììàäîêàçàíà.Ïðåäëîæåíèå 5.2. Ïóñòü L � ïðîèçâîëüíàÿ äèàãðàììà âèðòóàëüíîãîçàöåïëåíèÿ. Òîãäà àòîì, ñîîòâåòñòâóþùèé óäâîåíèþ D2(L), ÿâëÿåòñÿîðèåíòèðóåìûì.Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 5.2 âûâîäèòñÿ èç ïðåäëîæåíèÿ 5.1 ñëåäó-þùèì îáðàçîì.Ïóñòü L � âèðòóàëüíàÿ äèàãðàììà. Îðèåíòèðóåì äèàãðàììó D2(L) òàê,÷òîáû äëÿ êàæäîé òî÷êè A íà äèàãðàììå çàöåïëåíèÿ ðåïåð (∂LA, τA), çà-äàâàë ïîëîæèòåëüíóþ îðèåíòàöèþ ïëîñêîñòè, ñì. ðèñ. 5.8.
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�èñ. 5.8. Ëîêàëüíàÿ îðèåíòàöèÿ äëÿ óäâîåííîé äèàãðàììûÇäåñü ∂L� êàñàòåëüíûé âåêòîð ê çàöåïëåíèþ, à τA � ïåðïåíäèêóëÿðíûéâåêòîðó ∂L âåêòîð îò òî÷êè A ê áëèçêîé òî÷êå íà ñîñåäíåé êîìïîíåíòå.



5.4. Êîìïëåêñ Õîâàíîâà óäâîåíèé óçëîâ 226Èñêîìàÿ ñòðóêòóðà èñòî÷íèê-ñòîê ïîëó÷àåòñÿ òàê: âñå ðåáðà (ò.å. îáðàçûðåáåð ñîîòâåòñòâóþùåãî àòîìà) òåíè äèàãðàììû D2(L) äåëÿòñÿ íà �äëèí-íûå� (êîòîðûå ïðîèñõîäÿò èç ðåáåð àòîìà, ñîîòâåòñòâóþùåãî äèàãðàììå L)è �êîðîòêèå� (÷åòûðå êîðîòêèõ ðåáðà ñîîòâåòñòâóþò êàæäîìó ïåðåêðåñò-êó äèàãðàììû L, ñì. ðèñ. 5.8). Ñìåíèì îðèåíòàöèþ âñåõ êîðîòêèõ ðåáåð,îñòàâèâ îðèåíòàöèþ äëèííûõ íåèçìåííîé. Ïîëó÷åííàÿ îðèåíòàöèÿ ñ î÷å-âèäíîñòüþ çàäàåò ñòðóêòóðó èñòî÷íèê-ñòîê.Ó÷èòûâàÿ ïðåäëîæåíèå 5.2 è ëåììó 5.2, ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî êîì-ïëåêñ Õîâàíîâà äëÿ êàáåëåé D2n(L) êîððåêòíî îïðåäåëåí íàä ëþáûì êîëü-öîì êîý��èöèåíòîâ. Îòîáðàæåíèå L 7→ D2n(L) ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè èíâàðèàíò-íûì (îíî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî âñåõ êîìáèíàöèé ïðåîáðàçîâàíèé �åé-äåìåéñòåðà, êîòîðûå íå ìåíÿþò ÷èñëà çàêðó÷åííîñòè w). Ïî ýòîé ïðè÷èíååñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî ãîìîëîãèè êîìïëåêñà Õîâàíîâà äëÿ óäâîåíííîãî(óäâîåíèå, óòðîåíèå è, áîëåå îáùî, îïåðàöèÿ âçÿòèÿ k-êàáåëÿ äèàãðàììû
K → Dk(K) áûëî îïðåäåëåíî íà ñòð. 174) óçëà ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìèîñíàùåííûõ çàöåïëåíèé. À èìåííî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿËåììà 5.4. Ïóñòü L, L′ � äâå äèàãðàììû ýêâèâàëåíòíûõ îñíàùåííûõâèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé. Òîãäà ñóùåñòâóåò íàáîð äèàãðàìì D2(L) =
L0, L1, . . . , Ln = D2(L

′), òàêîé ÷òî:1. Âñå àòîìû, ñîîòâåòñòâóþùèå äèàãðàììàì Li, îðèåíòèðóåìû.2. Äëÿ êàæäîãî i = 0, . . . , n−1 äèàãðàììà Li+1 ïîëó÷àåòñÿ èç äèàãðàììû
Li ïðèìåíåíèåì îäíîãî èç îáîáùåííûõ äâèæåíèé �åéäåìåéñòåðà.Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.4. Äâèæåíèå îáúåçäà, ïðèìåíåííîå ê äèàãðàììå

D, èíäóöèðóåò êîìïîçèöèþ äâèæåíèé îáúåçäà äëÿ äèàãðàììû Dm(L).Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ êëàññè÷åñêèõ äâèæåíèé �åéäåìåéñòåðà.Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäëîæåíèåì 5.2. Äëÿ êàæäîãî óäâîåííîãî �åéäåìåé-ñòåðà èç öåïî÷êè îò D2(L) ê D2(L
′) óêàæåì, êàê èçìåíÿåòñÿ ñòðóêòóðàèñòî÷íèê-ñòîê. Ýòî ñäåëàíî íà ðèñ. 5.9,5.10,5.11.Â íåêîòîðûõ î÷åâèäíûõ ñëó÷àÿõ ñòðåëêè íà ðèñ. 5.9,5.11 îçíà÷àþò íåîäíî, à äâà �ñèììåòðè÷íûõ� êëàññè÷åñêèõ äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà èëèæå íåñêîëüêî äâèæåíèé, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèìåíåíèÿ êîòîðûõ î÷åâèä-íà. Èõ ìîæíî ïðèìåíèòü îäíî çà äðóãèì, è ïðè ýòîì â ñëó÷àå ëþáîãî èç
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�èñ. 5.9. Óäâîåííîå äâèæåíèå Ω1

�èñ. 5.10. Óäâîåííîå äâèæåíèå Ω2èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 5.9,5.10,5.11 ïðåîáðàçîâàíèé ëåãêî âèäåòü, ÷òî òà-êîå ïîñëåäîâàòåëüíîå ïåðåñòðàèâàíèå âëå÷åò è îäíîçíà÷íîå ïåðåñòðàèâà-íèå ñòðóêòóðû èñòî÷íèê-ñòîê.Îòìåòèì ñëåäóþùåå. Ïðè ïîñòðîåíèè êîìïëåêñà C äëÿ âèðòóàëüíûõ äèà-ãðàìì èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü ëèøü êëàññè÷åñêèå äâèæåíèÿ �åéäåìåé-ñòåðà, òàê êàê äâèæåíèå îáúåçäà íå ìåíÿåò àòîìà.Èòàê, ðàññìîòðèì âñå êëàññè÷åñêèå äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà.Åñëè äèàãðàììû K è K ′ îòëè÷àþòñÿ ïðèìåíåíèåì ïåðâîãî èëè òðåòüåãîäâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà, òî ëîêàëüíàÿ ñòðóêòóðà èñòî÷íèê-ñòîê äëÿ äèà-ãðàììû K îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò ëîêàëüíîé ñòðóêòóðå èñòî÷íèê-ñòîê
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�èñ. 5.11. Óäâîåííîå äâèæåíèå Ω3äëÿK ′ òàêèì îáðàçîì, ÷òî âíå îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòå-ðà ýòè äèàãðàììû ñîâïàäàþò. Çäåñü íà ëèíèÿõ, èçîáðàæåííûõ ïóíêòèðîì,ñòðóêòóðà èñòî÷íèê-ñòîê çàäàåòñÿ êàê ïðîòèâîïîëîæíàÿ ê ïðèìûêàþùèìê íèì ñïëîøíûì� ëèíèÿì, ñì. ðèñ. 5.12.

�èñ. 5.12. �àçìåòêà äëÿ óäâîåííûõ äâèæåíèé Ω1 è Ω3Ó âòîðîãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà åñòü äâà ïðèíöèïèàëüíî ðàçíûõ ñëó-
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�èñ. 5.13. �àçìåòêà äëÿ óäâîåííûõ äâèæåíèé Ω2Â ïåðâîì èç íèõ (âåðõíÿÿ êàðòèíêà) ìû èìååì äâå ïðîòèâîíàïðàâëåí-íûå äóãè (ñîãëàñíî îðèåíòàöèè èñòî÷íèê-ñòîê), à âî âòîðîì ñëó÷àå � äâåñîíàïðàâëåííûå.Â ïåðâîì ñëó÷àå óêàçàíî, êàê ïåðåñòðàèâàåòñÿ ëîêàëüíàÿ ðàçìåòêà ðåáåðäèàãðàììû è ñòðóêòóðà èñòî÷íèê-ñòîê.Âòîðîé ñëó÷àé íå äîïóñòèì, ò.å. ìîæåò ïðèâåñòè ê òîìó, ÷òî ïðè ïðèìå-íåíèè âòîðîãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà àòîì ïåðåñòàíåò áûòü îðèåíòèðó-åìûì.Òàêèì îáðàçîì, èç êëàññè÷åñêèõ äâèæåíèé �åéäåìåéñòåðà òîëüêî îäèíñëó÷àé (óâåëè÷èâàþùåãî) âòîðîãî äâèæåíèÿ ìîæåò íàðóøèòü îðèåíòèðóå-ìîñòü àòîìà. Ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ, îïèñûâàåìûõ â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû5.4, ýòîò ñëó÷àé íå âñòðå÷àåòñÿ.Çàìå÷àíèå 5.9. Ìîæíî ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî äèàãðàìì âèðòóàëü-íûõ óçëîâ ñ îðèåíòèðóåìûìè àòîìàìè è íàáîð äâèæåíèé íà íåì, ñîñòîÿ-ùèé èç âñåõ îáîáùåííûõ äâèæåíèé �åéäåìåéñòåðà, íå íàðóøàþùèõ ñâîé-ñòâà îðèåíòèðóåìîñòè (ò.å. äâèæåíèå îáúåçäà, ïåðâîå è òðåòüå êëàññè-÷åñêèå äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà è �îðèåíòèðóåìàÿ� âåðñèÿ âòîðîãî êëàñ-ñè÷åñêîãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà).Ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî èññëåäîâàëîñü Íàîêî Êàìàäîé, ñì. [Kam.N1,Kam.N2, KNS℄.Â ÷àñòíîñòè, èç ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé (ëåììà 5.3) ñëåäó-



5.4. Êîìïëåêñ Õîâàíîâà óäâîåíèé óçëîâ 230åò, ÷òî êîìïëåêñ Õîâàíîâà êîððåêòíî îïðåäåëåí íàä ëþáûì êîëüöîì êî-ý��èöèåíòîâ è èíâàðèàíòåí â êàòåãîðèè îðèåíòèðóåìûõ âèðòóàëüíûõçàöåïëåíèé.Òåîðåìà 5.3. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà Kh(D2n(L)) ÿâëÿåòñÿèíâàðèàíòîì îñíàùåííûõ âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 5.2, C(D2n(L)) ÿâëÿåòñÿ êîððåêò-íî îïðåäåëåííûì êîìïëåêñîì. Ïóñòü òåïåðü L, L′ � äâå ýêâèâàëåíòíûå äèà-ãðàììû îñíàùåííûõ âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé. Òîãäà â ñèëó ëåììû 5.4 ñó-ùåñòâóåò íàáîð âèðòóàëüíûõ äèàãðàìì D2n(L) = L0, . . . , Ln = D2n(L
′), ñî-îòâåòñòâóþùèõ îðèåíòèðóåìûì àòîìàì, ïðè ýòîì äèàãðàììà Li+1 ïîëó÷à-åòñÿ èç äèàãðàììû Li ïðèìåíåíèåì îáîáùåííûõ äâèæåíèé �åéäåìåéñòåðà.Ïî ëåììå 5.2, äëÿ êàæäîé èç äèàãðàìì Lj êîððåêòíî îïðåäåëåíû ãîìîëî-ãèè Kh(D2n(Lj)). Èíâàðèàíòíîñòü ãîìîëîãèé Kh îòíîñèòåëüíî äâèæåíèÿîáúåçäà î÷åâèäíà ïî ïîñòðîåíèþ. Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó ëåììû 5.3 (â êî-òîðîé óòâåðæäàåòñÿ èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî êëàññè÷åñêèõ äâèæåíèé�åéäåìåéñòåðà), ìû èìååì Kh(D2n(L)) = Kh(L1) = · · · = Kh(D2n(L

′)).Òåîðåìà äîêàçàíà.Îòìåòèì, ÷òî óäâîåíèå äèàãðàììû L è óäâîåíèå äèàãðàììû L′, ïîëó÷åí-íîé èç L âèðòóàëèçàöèåé îäíîãî èç ïåðåêðåñòêîâ, èìåþò ðàçëè÷íûå êóáûñîñòîÿíèé. Òàê ÷òî ïîñòðîåííûé â íàñòîÿùåì ðàçäåëå êîìïëåêñ ìîæåò apriori ðàçëè÷àòü îñíàùåííûå âèðòóàëüíûå äèàãðàììû, ïîëó÷åííûå äðóã èçäðóãà âèðòóàëèçàöèåé.Îäíàêî ïîñòðîåííûé â íàñòîÿùåì ðàçäåëå �óäâîåííûé� êîìïëåêñ Õîâà-íîâà ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò �îáû÷íîãî� êîìïëåêñà Õîâàíîâà êëàññè-÷åñêèõ óçëîâ: êàê â êëàññè÷åñêîì, òàê è â âèðòóàëüíîì ñëó÷àå íàì íóæíîáðàòü óäâîåíèå, è ïîñëå ýòîãî ñ÷èòàòü ãîìîëîãèè Õîâàíîâà.Åñòåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î òîì, èíâàðèàíòíû ëè �îáû÷íûå� ãîìî-ëîãèè Õîâàíîâà Kh(L) â ñëó÷àå äèàãðàìì, êîòîðûì îòâå÷àþò îðèåíòèðî-âàííûå àòîìû. Ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåòñÿ (ñ íåêòîðûìèîãðàíè÷åíèÿìè) â ñëåäóþùåì ðàçäåëå è (ïîëíîñòüþ) â ñëåäóþùåé ãëàâå.



5.5. Àòîìû è êîìïëåêñ Õîâàíîâà 2315.5. Àòîìû è êîìïëåêñ Õîâàíîâàäâóëèñòíûõ íàêðûòèéÎñíîâíîé öåëüþ íàñòîÿùåãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþ-ùåé òåîðåìû.Òåîðåìà 5.4. Ïóñòü F � ïîëå. Ïóñòü L, L′ � äâå ýêâèâàëåíòíûå âèð-òóàëüíûå äèàãðàììû, êîòîðûì îòâå÷àþò îðèåíòèðóåìûå àòîìû. Òî-ãäà èìååò ìåñòî èçîìîð�èçì ãðàäóèðîâàííûõ ãðóïï ãîìîëîãèé KhF(L) ∼=
KhF(L′).Îñíîâíàÿ èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Äëÿ êàæäîé âèðòó-àëüíîé äèàãðàììû L ìîæíî ðàññìîòðåòü ñîîòâåòñòâóþùèé åé àòîì V (L).Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü òåõíèêó îðèåíòèðóþùåãî íàêðûòèÿ. À èìåííî,åñëè àòîì V (L) � îðèåíòèðóåì, ðàññìîòðèì äâå êîïèè àòîìà V (L), åñëèíåò, òî ðàññìîòðèì àòîì Ṽ (L) � îðèåíòèðóþùåå äâóëèñòíîå íàêðûòèå íàäàòîìîì V (L). Îíî îïðåäåëÿåòñÿ êàê äâóëèñòíîå íàêðûòèå íàä ñîîòâåòñòâó-þùåé ïîâåðõíîñòüþ, ïðè ýòîì ïðîîáðàçîì îñòîâà ÿâëÿåòñÿ ãðà�, êîòîðûéìû áåðåì çà îñòîâ, ïðîîáðàçîì ÷åðíûõ êëåòîê � ïàðû ÷åðíûõ êëåòîê, àïðîîáðàçîì áåëûõ êëåòîê � ïàðû áåëûõ êëåòîê. Ïîëó÷åííûé àòîì ìîæåòáûòü ëèáî äâóõêîìïîíåíòíûì, ëèáî îäíîêîìïîíåíòíûì, â çàâèñèìîñòè îòòîãî, ÿâëÿåòñÿ èñõîäíûé àòîì îðèåíòèðîâàííûì èëè íåò.Îáîçíà÷èì âèðòóàëüíîå çàöåïëåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëó÷åííîìó àòî-ìó Ṽ (L), ÷åðåç K(Ṽ (L)).Åñëè ïðèìåíÿòü êëàññè÷åñêîå äâèæåíèå �åéäåìåéñòåðà Ωi ê èñõîäíîéäèàãðàììå L, ê äèàãðàììå K(Ṽ (L)) áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ äâèæåíèå Ωi â äâóõìåñòàõ, ïðè ýòîì â ñëó÷àå äâèæåíèÿ Ω2 ê äèàãðàììå K(Ṽ (L)) áóäåò äâàðàçà ïðèìåíÿòüñÿ äîïóñòèìûé âàðèàíò âòîðîãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòå-ðà.Ýòó êîíñòðóêöèþ ìîæíî òðàêòîâàòü òàê: ìû ðàññìàòðèâàåì äâà íàáîðàïåðåêðåñòêîâ àòîìà ñ A�ñòðóêòóðîé â íèõ è ñîåäèíÿåì ïåðåêðåñòêè ðåáðà-ìè.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî âèðòóàëüíîãî óçëà ìîæíî ðàññìîòðåòü åãî�íàêðûòóþ âåðñèþ�:
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L → V (L) → Ṽ (L) → KhF(K(Ṽ (L))) (5.12)Èñõîäÿ èç äèàãðàìì óçëîâ ýòà êîíñòðóêöèÿ îïèñûâàåòñÿ òàê. Ïóñòü äàíîâèðòóàëüíîå çàöåïëåíèå L, ó êîòîðîãî èìååòñÿ n êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñò-êîâ X1, . . . , Xn. Ýòè ïåðåêðåñòêè êàê-òî ñîåäèíÿþòñÿ ìåæäó ñîáîé. Òàêèìîáðàçîì, ìû èìååì ãðà� Γ, ïîãðóæåííûé íà ïëîñêîñòü. Ó êàæäîãî èç ïåðå-êðåñòêîâ Xi èìååòñÿ ïî ÷åòûðå êîíöà Xi1, Xi2, Xi3, Xi4 ïåðåíóìåðîâàííûå,ñêàæåì, ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, ïðè ýòîì ïåðåêðåñòêè ñîåäèíÿþòñÿ âåòâÿìèóçëà, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ðåáðà àòîìà. Ïóñòü ðåáðî lj ñîåäèíÿåò êîíöû

Xj1j2 è Xj3j4, ãäå j2, j4 ∈ {1, 2, 3, 4}.Äèàãðàììà K(Ṽ (L)) ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îíà ñîäåðæèò 2n ïå-ðåêðåñòêîâ X ′
1, . . . , X

′
n, X

′′
1 , . . . , X ′′

n, êîòîðûå ñîåäèíÿþòñÿ âåòâÿìè. Ó êàæ-äîé âåòâè lj èñõîäíîé äèàãðàììû ïîÿâëÿþòñÿ äâà îáðàçà: l1j è l2j . Êàæäîå èçäâóõ ðåáåð lij ñîåäèíÿåò êîíåö X ′
j1j2

èëè X ′′
j1j2

ñ êîíöîì X ′
j3j4

èëè X ′′
j3j4

. Äëÿêàæäîãî ðåáðà l1j íàì íóæíî óêàçàòü, êàêèå èìåííî êîíöû îíî ñîåäèíÿåò(X ′ èëè X ′′). Çäåñü ó íàñ èìååòñÿ ïðîèçâîë â îïèñàíèè. Äåëî â òîì, ÷òî äîòîãî, êàê ìû íà÷àëè îïèñûâàòü ðåáðà, ìû íå èìåëè åñòåñòâåííîãî óïîðÿäî-÷åíèÿ âåðøèí: êàêàÿ èç âåðøèí X ′
i èëè X ′′

i � �ïåðâàÿ�, à êàêàÿ � �âòîðàÿ�.Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòîé òðóäíîñòè âûáåðåì íåêîòîðîå ìàêñèìàëüíîå äåðåâî
∆ â ãðà�å Γ è ñêàæåì, ÷òî âñå ðåáðà l1j , ñîîòâåòñòâóþùèå ðåáðàì ýòîãî äå-ðåâà, ñîåäèíÿþò êîíöû X ′

j1j2
ñ X ′

j3j4
(òåì ñàìûì, ðåáðà l2j ñîåäèíÿþò êîíöû

X ′′
j1j2

è X ′′
j3j4

).Âûáîð äðóãîãî äåðåâà áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ñìåíå îáîçíà÷åíèé: â íåêî-òîðûõ ïàðàõ X ′
j è X ′′

j ïîìåíÿþòñÿ ìåñòàìè. Ïîñëå ýòîãî ïðàâèëî ñîåäèíå-íèÿ îñòàâøèõñÿ êîíöîâ ðåáðàìè l1i è l2i òàêîâî. Ìû îïÿòü ïîçâîëèì ñåáåíåêîòîðûé ïðîèçâîë: óêàçûâàÿ, êàêèå ïàðû êîíöîâ íóæíî ñîåäèíèòü ðåá-ðîì l·i, ìû íå áóäåì óêàçûâàòü, ñîåäèíÿåì ìû èõ ðåáðîì l1i èëè ðåáðîì
l2i : ñîîòâåòñòâóþùàÿ èì �ñèììåòðè÷íàÿ� ïàðà êîíöîâ, ïîëó÷àþùàÿñÿ çàìå-íîé X ′ ←→ X ′′ áóäåò òàêæå ñîåäèíåíà ðåáðîì, ïðè ýòîì äëÿ ïîñòðîåíèÿäèàãðàììû óçëà íàì íå âàæíî, êàê ýòè äâà ðåáðà îáîçíà÷àþòñÿ.Òàêæå ìû íå áóäåì ñëåäèòü çà òåì, êàê èìåííî íà ïëîñêîñòè ðàñïîëî-æåíû ðåáðà lαi : ðåçóëüòèðóþùèé êëàññ âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ îò ýòîãîçàâèñåòü íå áóäåò (ïî ïîñòðîåíèþ äèàãðàììû áóäóò ïîëó÷àòüñÿ äðóã èç



Àòîìû è êîìïëåêñ Õîâàíîâà 233äðóãà ìíîãîêðàòíûì ïðèìåíåíèåì äâèæåíèÿ îáúåçäà).Èòàê, ìû �èêñèðîâàëè ìàêñèìàëüíîå äåðåâî ∆ ⊂ Γ. Êàæäîå ðåáðî lj,íå ïðèíàäëåæàùåå ýòîìó äåðåâó, çàäàåò ìèíèìàëüíûé öèêë íà ïîäãðà�å
∆ ∪ lj ⊂ Γ. Â ñëó÷àå, åñëè ýòîò öèêë � õîðîøèé (ñì. äàëåå), ñîåäèíèìðåáðîì l1j êîíöû X ′

j1j2
è X ′

j3j4
, à ðåáðîì l2j � êîíöû X ′′

j1j2
è X ′′

j3j4
. Â ñëó-÷àå ïëîõîãî öèêëà ñîåäèíèì ðåáðîì l1j êîíöû X ′

j1j2
è X ′′

j3j4
, à ðåáðîì l2j �êîíöû X ′′

j1j2
è X ′

j3j4
. Ïîíÿòèÿ õîðîøåãî è ïëîõîãî ðåáåð âîñõîäÿò ê îðèåíòè-ðóþùèì è íåîðèåíòèðóþùèì öèêëàì íà ñîîòâåòñòâóþùåì àòîìå: õîðîøèìíàçûâàåòñÿ ðåáðî, ñîîòâåòñòâóþùåå îðèåíòèðóåìîìó öèêëó. Ïðè íàêðûòèèàòîìà îðèåíòèðóþùèå öèêëû ïåðåõîäÿò â öèêëû, à íåîðèåíòèðóþùèå � âíåçàìêíóòûå ïóòè (ñ íåêîòîðûìè êîíöàìè â X ′

k, X
′′
k ). Îïðåäåëèì òåïåðüïîíÿòèå õîðîøåãî ðåáðà (äëÿ ðåáåð, íå âõîäÿùèõ â ∆), à òàêæå ïîíÿòèåîðèåíòèðóþùåãî öèêëà, èñõîäÿ èç äèàãðàììû âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ.Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì âñå ðåáðà äàííîãî öèêëà lj1, lj2, . . . , ljk

, ljk+1
= lj1,ãäå ðåáðà lji

, lji+1
ñõîäÿòñÿ â âåðøèíå Xni

(èíäåêñû i áåðóòñÿ ïî ìîäóëþ
k) è ïîïðîáóåì âäîëü íèõ ëîêàëüíî îïðåäåëèòü ñòðóêòóðó èñòî÷íèê-ñòîê.Îðèåíòèðóåì íåêîòîðûì îáðàçîì ðåáðî lj1. Äàëåå, åñëè ðåáðî lj2 ïðîòèâîïî-ëîæíî ðåáðó lj1 â âåðøèíå Xn1

, òî ìû îðèåíòèðóåì lj2 òàê, ÷òîáû ëèáî îáàðåáðà lj1 è lj2 ñòàëè âõîäÿùèìè â âåðøèíó Xn1
, ëèáî îáà ñòàëè èñõîäÿùèìèèç íåå; â ñëó÷àå, åñëè ðåáðà íå ÿâëÿþòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûìè, ìû ñäåëàåìòàê, ÷òîáû îäíî èç íèõ áûëî âõîäÿùèì â äàííóþ âåðøèíó, à äðóãîå � èñ-õîäÿùèì. Äàëåå ïîñòóïèì òî÷íî òàê æå ïðè îðèåíòàöèè ðåáåð lj3, lj4, . . . .Åñëè ïðîöåññ ñîéäåòñÿ, ò.å. ìû îïðåäåëèì íà ðåáðå lji+1

= lj1 îðèåíòàöèþ,ñîâïàäàþùóþ ñ èñõîäíîé, íàçîâåì öèêë õîðîøèì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íà-çîâåì åãî ïëîõèì. Èìåííî, öèêë íàçûâàåòñÿ õîðîøèì (îðèåíòèðóþùèì),åñëè êîëè÷åñòâî åãî òðàíñâåðñàëüíûõ ïðîõîæäåíèé ÷åðåç êëàññè÷åñêèå ïå-ðåêðåñòêè � âåðøèíû àòîìà � ÷åòíî.Çàìå÷àíèå 5.10. Íà ïëîñêîé äèàãðàììå ÷åòíîñòü êîëè÷åñòâà òðàíñâåð-ñàëüíûõ ïðîõîæäåíèé ÷åðåç êëàññè÷åñêèå ïåðåêðåñòêè ñîâïàäàåò ñ ÷åò-íîñòüþ ïðîõîæäåíèé ÷åðåç âèðòóàëüíûå ïåðåêðåñòêè (âñå òàêèå ïðîõî-æäåíèÿ òðàíñâåðñàëüíû).Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî òàêîå îïðåäåëåíèå õîðîøåãî öèêëà ñîâïàäàåò ñîïðåäåëåíèåì îðèåíòèðóþùåãî öèêëà íà àòîìå, çàäàííîãî A-ñòðóêòóðîé:



Àòîìû è êîìïëåêñ Õîâàíîâà 234çàäàâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî îðèåíòàöèþ ðåáåð ñîãëàñíî ïðàâèëó èñòî÷íèê-ñòîê, ìû çàäàåì îðèåíòàöèþ ïðèìûêàþùèõ ê ýòèì ðåáðàì ÷åðíûõ êëåòîê(ëîêàëüíî): ïåðâûé âåêòîð ðåïåðà íàïðàâëåí âäîëü îðèåíòàöèè ðåáðà, àâòîðîé � âíóòðü ÷åðíîé êëåòêè. Åñëè ìû âîçâðàùàåìñÿ íà èñõîäíîå ðåáðîñ òîé æå îðèåíòàöèåé, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ïðîøëè ïî îðèåíòèðóþùå-ìó ïóòè, à åñëè ñ ïðîòèâîïîëîæíîé, � òî ïî íåîðèåíòèðóþùåìó. Äåéñòâè-òåëüíî, åñëè ìû ïðîõîäèì ñêâîçü êëàññè÷åñêèé ïåðåêðåñòîê, òî çàäàâàåìûåòàêèì îáðàçîì îðèåíòàöèè ñîñåäñòâóþùèõ â íåì êëåòîê ïðîòèâîïîëîæíûäðóã äðóãó. Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñîâàííîñòü îðèåíòàöèè ïîñëå ïðîõîæäå-íèÿ ïî çàäàííîìó ïóòè çàâèñèò îò ÷åòíîñòè êîëè÷åñòâà êëàññè÷åñêèõ ïå-ðåêðåñòêîâ, ïðîéäåííûõ òðàíñâåðñàëüíî.Èòàê, ìû îïðåäåëèëè ïîíÿòèå îðèåíòèðóþùåãî öèêëà è õîðîøåãî ðåá-ðà (äëÿ ðåáåð, íå âõîäÿùèõ â äåðåâî ∆). Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïîëíîñòüþïîñòðîèëè äèàãðàììó âèðòóàëüíîãî óçëà K(Ṽ (L)). Îòìåòèì, ÷òî îïðåäå-ëåíèå õîðîøåãî öèêëà íå çàâèñèò (ñ òî÷íîñòüþ äî îáúåçäà) îò âûáîðà äå-ðåâà ∆.Áîëåå òîãî, ïî àòîìó Ṽ (L) óçåë, ñîîòâåòñòâóþùèé äâóëèñòíîìó íàêðû-òèþ, âîññòàíàâëèâàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî âèðòóàëèçàöèé (÷òî, âïðî÷åì, íåìåíÿåò ãîìîëîãèé Õîâàíîâà) è îáúåçäîâ; ìû æå óêàçàëè ÿâíûé ñïîñîá ïî-ñòðîåíèÿ äèàãðàììû K(Ṽ (L)) ïî äèàãðàììå L; îí ñîîòâåòñòâóåò íåêîòî-ðîìó ïîãðóæåíèþ îñòîâà àòîìà Ṽ (L) (
 ñîõðàíåíèåì A-ñòðóêòóðû).Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðèìåíåíèå îáúåçäà ê èñõîäíîé äèàãðàììå çàöåïëåíèÿ
L íà äèàãðàììå K(Ṽ (L)) èíäóöèðóåò íåêîòîðóþ êîìáèíàöèþ îáúåçäîâ.Êðîìå òîãî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿËåììà 5.5. Ïðè ïðèìåíåíèè îäíîãî èç êëàññè÷åñêèõ äâèæåíèé �åéäåìåé-ñòåðà ê äèàãðàììå L äèàãðàììà K(Ṽ (L)) áóäåò èçìåíÿòüñÿ ñëåäóþùèìîáðàçîì: ê íåé áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ òî æå ñàìîå äâèæåíèå �åéäåìåéñòå-ðà â äâóõ ìåñòàõ. Ïðè ýòîì àòîì, ñîîòâåòñòâóþùèé �ïðîìåæóòî÷íîé�äèàãðàììå, ïîëó÷åííîé èç K(Ṽ (L)) ïðèìåíåíèåì âòîðîãî äâèæåíèÿ �åé-äåìåéñòåðà â îäíîì ìåñòå (ëþáîì èç äâóõ) ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðóåìûì.Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü çàöåïëåíèÿ äî è ïîñëå ïðèìåíå-íèÿ äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà ÷åðåç L, L′, îñòîâû ñîîòâåòñòâóþùèõ àòîìîâ÷åðåç Γ, Γ′, à ñîîòâåòñòâóþùèå äèàãðàììû íàêðûòèé � ÷åðåç L̃, L̃′.



Àòîìû è êîìïëåêñ Õîâàíîâà 235Êàæäîå äâèæåíèå �åéäåìåéñòåðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåñòðîéêó äèà-ãðàììû óçëà âíóòðè íåêîòîðîé îáëàñòè; âíóòðè ýòîé îáëàñòè äèàãðàììà Lèìååò íåêîòîðûé âèä P , à äèàãðàììà L′ � íåêîòîðûé âèä Q. Ïðè ýòîì ìûèìååì íåêîòîðûé íàáîð õâîñòèêîâ t1, . . . , tn, ñîåäèíÿþùèõ ïîääèàãðàììó
P (äèàãðàììû L) èëè ïîääèàãðàììó Q (äèàãðàììû L′) ñ îñòàâøåéñÿ (íåïî-äâèæíîé) ÷àñòüþ äèàãðàììû. Â ñëó÷àå ïåðâîãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà
n ðàâíî äâóì, â ñëó÷àå âòîðîãî � ÷åòûðåì, â ñëó÷àå òðåòüåãî � øåñòè. Íàäèàãðàììàõ L̃ è L̃′ êàæäûé õâîñòèê ti ïîäíèìàåòñÿ äî äâóõ õâîñòèêîâ t′i, t

′′
i .Â ñëó÷àå, åñëè ïîääèàãðàììà P èëè ïîääèàãðàììà Q íå ñîäåðæèò íåîðè-åíòèðóþùèõ öèêëîâ, íà L̃ ìû ïîëó÷àåì äâå êîïèè ïîääèàãðàìì P , à íà L̃′� äâå êîïèè äèàãðàììû Q. Ñóòü òåîðåìû ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýòè êîïèè ñî-ãëàñîâàííûì îáðàçîì ïîäñîåäèíåíû ê õâîñòèêàì. Ïðèìåð ñîãëàñîâàííîãîè íåñîãëàñîâàííîãî ñîåäèíåíèé ïðèâåäåí íà ðèñ. 5.14.

�èñ. 5.14. Ñîãëàñîâàííîå è íåñîãëàñîâàííîå ñîåäèíåíèÿÂ ñîãëàñîâàííîì ñëó÷àå âñå âåðøèíû t′i, t
′′
i ñîåäèíÿþòñÿ îäèíàêîâûì ñïî-ñîáîì â ñëó÷àå ïîäíÿòèÿ äèàãðàììû L è â ñëó÷àå ïîäíÿòèÿ L′, à èìåííî,ïðè íåêîòîðîì ïåðåîáîçíà÷åíèè âñå t′j ñîåäèíÿþòñÿ ìåæäó ñîáîé, à t′′k �ìåæäó ñîáîé. Â íåñîãëàñîâàííîì ñëó÷àå íà ðèñ. 5.14 ñîåäèíåíèå ïðè ïîä-íÿòèè L òàêîå æå, êàê è â ñîãëàñîâàííîì ñëó÷àå, à ñîåäèíåíèå ïðè ïîäíÿòèè

L′ ìîæåò áûòü äðóãèì, íàïðèìåð: îäèí ýêçåìïëÿð Q ñîåäèíÿåòñÿ ñ âåðøè-íàìè t′1, t
′
2, t

′′
3, t

′′
4, t

′
5, t

′
6, à âòîðîé � ñ t′′1, t

′′
2, t

′
3, t

′
4, t

′′
5, t

′′
6. Íàì íóæíî ïîêàçàòü,



Àòîìû è êîìïëåêñ Õîâàíîâà 236÷òî âòîðîé ñëó÷àé íå èìååò ìåñòà.Â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ óâåëè÷èâàþùåãî ïåðâîãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòå-ðà, âîçíèêàåò ïåòëÿ, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîãî ðåáðà lj, íà÷àëüíàÿ (îíà æå êî-íå÷íàÿ) òî÷êà êîòîðîãî ðàçáèâàåò íåêîòîðîå ðåáðî lk. Î÷åâèäíî, ÷òî ðåáðî
lj, ðàññìîòðåííîå êàê öèêë, ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì. Êðîìå òîãî, ðåáðî lk ðàç-áèâàåòñÿ íà äâà ðåáðà lk1

è lk2
, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûìè âïåðåêðåñòêå ðàçáèåíèÿ. �àññìîòðèì öèêë c íà ãðà�å Γ′, ñîäåðæàùèé ðåá-ðî lk. Åìó åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñîîòâåòñòâóåò öèêë c′, ñîäåðæàùèé ðåáðà

lk1
è lk2

íà ãðà�å Γ′. Åñëè öèêë c îðèåíòèðóåì, òî îðèåíòèðóåì è öèêë c′ èíàîáîðîò. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî åñëè ðåáðà lk1
è lk2

íå ÿâëÿþòñÿ ïðîòèâî-ïîëîæíûìè, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè îïðåäåëåíèè öèêëà íà ýòèõ ðåáðàõ ìîæíîçàäàòü ïîñëåäîâàòåëüíóþ îðèåíòàöèþ, ïðîèñõîäÿùóþ èç îðèåíòàöèè ðåáðà
lk. Ïîýòîìó åñëè íà äèàãðàììå K(Ṽ (L)) ðåáðî l1k ñîåäèíÿåò, ñêàæåì, êîíöû
X ′

pq ñ X ′′
rs, òî ïàðà ðåáåð l1k1

, l1k2
áóäåò ñîåäèíÿòü ñîîòâåòñòâóþùèå èì êîí-öû (ñ òåìè æå îáîçíà÷åíèÿìè) X ′

pq è X ′′
rs. Ýòî è îçíà÷àåò ñîãëàñîâàííîñòüñîåäèíåíèÿ.Àíàëîãè÷íî îáñòîèò äåëî è ñ äâóìÿ îñòàâøèìèñÿ äâèæåíèÿìè �åéäåìåé-ñòåðà. Êàæäîå èç ýòèõ äâèæåíèé Ω2 èëè Ω3 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåñòðîé-êó íåêîòîðîé îáëàñòè íà ïëîñêîñòè; èç ýòîé îáëàñòè âûõîäèò íåñêîëüêîâåòâåé (â ñëó÷àå âòîðîãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà èõ ÷åòûðå, à â ñëó÷àåòðåòüåãî � øåñòü). �àññìîòðèì íàáîð êîíöîâ {Xij} ýòèõ âåòâåé.�àññìîòðèì ñíà÷àëà âòîðîå äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà. Ó äèàãðàììû Lèìååòñÿ äâóóãîëüíèê cd è ÷åòûðå èñõîäÿùèõ ðåáðà a, b, e, f , ñì. ðèñ. 5.15.

�èñ. 5.15. Ñëó÷àé âòîðîãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà



Àòîìû è êîìïëåêñ Õîâàíîâà 237Ýòîò äâóóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì, èáî êàê öèêë îí íå èìååò òðàíñ-âåðñàëüíûõ ïðîõîæäåíèé ÷åðåç âåðøèíû. Òàêèì îáðàçîì, âåñü íàáîð ðå-áåð îäíîçíà÷íî ïîäíèìàåòñÿ íà äèàãðàììó K(Ṽ (L′)). Â èòîãå ìû ïîëó÷èìäâà íàáîðà âåòâåé a′, b′, c′, d′, e′, f ′ è a′′, b′′, c′′, d′′, e′′, f ′′. Âåòâè c′, d′ îáðàçó-þò äâóóãîëüíèê, ê êîòîðîìó ìîæíî ïðèìåíèòü óìåíüøàþùåå äâèæåíèå�åéäåìåéñòåðà. Òî æå ìîæíî ñêàçàòü è î äâóóãîëüíèêå c′′d′′. Ïðèìåíÿÿ êíèì óìåíüøàþùèå äâèæåíèÿ âòîðûå äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà, ìû ïîëó-÷èì äèàãðàììó K(Ṽ (L)). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ïîñëå òàêîãîóìåíüøàþùåãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà ðåáðî a′ ñîåäèíèòñÿ ñ ðåáðîì e′, àðåáðî b′ � ñ ðåáðîì f ′ (ïðè ýòîì a′′ ñîåäèíÿåòñÿ ñ e′′, à b′′ � ñ f ′′). Ïîñëåäíååâûòåêàåò èç òîãî ñîîáðàæåíèÿ, ÷òî ëþáîé öèêë íà L, ïðîõîäÿùèé ïîñëå-äîâàòåëüíî ÷åðåç a, c, e èìååò ñòîëüêî æå òðàíñâåðñàëüíûõ ïðîõîæäåíèé÷åðåç ïåðåêðåñòêè, ñêîëüêî è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó öèêë íà L′, ïðîõîäÿ-ùèé ÷åðåç ðåáðî A.Èç ýòîãî ñëåäóåò òàêæå è âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû.Â ñëó÷àå òðåòüåãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà êàê íà äèàãðàììå L, òàê èíà äèàãðàììå L′ ìû èìååì ïî òðåóãîëüíèêó (h, i, f) è (k, m, n) è ïî øåñòüâíåøíèõ âåòâåé (a, b, g, d, c, e) è (a, b, l, d, c, j).Îáà òðåóãîëüíèêà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé õîðîøèå öèêëû, òàê êàê íå ñî-äåðæàò òðàíñâåðñàëüíûõ ïðîõîæäåíèé ÷åðåç êëàññè÷åñêèå ïåðåêðåñòêè.Ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùèå îáëàñòè P è Q ïîäíèìàþòñÿ äî äâîéíûõêîïèé îáëàñòåé P è Q. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî îíè ïîäíèìàþòñÿ ñîãëàñî-âàííî.Äëÿ ýòîãî íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáûå äâà ïóòè γ ∈ L è γ′ ∈ L′, ñîåäè-íÿþùèå êîíöû ti, tj, �îäèíàêîâî� ïîäíèìàþòñÿ íà L è L̃. Íàïðèìåð, åñëèîäèí èç äâóõ ïðîîáðàçîâ γ̃ ïóòè γ ñîåäèíÿåò òî÷êè t′i, t
′
j è ïðîõîäèò âíóòðèîáëàñòè P , òî ó êàæäîãî ïóòè γ′, èìåþùåãî òå æå êîíöû, ÷òî è ïóòü γ,îäèí èç ïðîîáðàçîâ γ̃′ ñîåäèíÿåò òå æå òî÷êè t′i, t

′
j (à íå t′i, t

′′
j ). Íà ðèñ. 5.16ïîêàçàí ïðèìåð äâóõ òàêèõ ïóòåé.À èìåííî, ðàññìîòðèì äâà ïóòè ìåæäó òî÷êàìè X è Y íà äèàãðàììàõ

L è L′ (îòìå÷åííûå ñòðåëêàìè). Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî îíè ïîäíèìàþòñÿîäèíàêîâûì îáðàçîì íà L̃ è L̃′ ñîîòâåòñòâåííî. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òîêîëè÷åñòâî òî÷åê òðàíñâåðñàëüíîãî ïðîõîæäåíèÿ íà ýòèõ ïóòÿõ îäèíàêî-



Àòîìû è êîìïëåêñ Õîâàíîâà 238
�èñ. 5.16. Ñëó÷àé òðåòüåãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðàâî (ðàâíî íóëþ). Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ îäèíàêîâîñòü ïîäíÿòèÿ ëþáûõäâóõ ïóòåé íà ðèñ. 5.16 ñ îäèíàêîâûìè êîíöàìè.Ñîãëàñíî ëåììå 5.2, èìåþò ñìûñë ãîìîëîãèè Kh(Ṽ (L)).Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 5.3 ãîìîëîãèè Õîâàíîâà �íàêðûòîãî óçëà� íåìåíÿþòñÿ ïðè ïðèìåíåíèè äâèæåíèé �åéäåìåéñòåðà ê èñõîäíîìó. Îòñþäàïîëó÷àåì òåîðåìó.Òåîðåìà 5.5. Îòîáðàæåíèå L → Kh(K(Ṽ (L))) çàäàåò êîððåêòíî îïðå-äåëåííûé èíâàðèàíò âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé.Çàìå÷àíèå 5.11. Îòìåòèì, ÷òî òîëüêî âòîðîå êëàññè÷åñêîå äâèæå-íèå �åéäåìåéñòåðà Ω2 ìîæåò èçìåíèòü òèï ñîîòâåòñòâóþùåãî àòîìà(ò.å. ïðåâðàòèòü íåîðèåíòèðóåìûé àòîì â îðèåíòèðóåìûé è íàîáîðîò).Òàê íàïðèìåð, åñëè ìû èìåëè îðèåíòèðîâàííûé àòîì V (K) è äâå êîìïî-íåíòû àòîìà Ṽ (K), òî ïðèìåíåíèå (íåäîïóñòèìîãî âàðèàíòà) âòîðîãîäâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà ê K ìîæåò �ñîåäèíèòü� ýòè êîìïîíåíòû â îä-íó (÷òî ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî ïîñëå ïðèìåíåíèÿ âòîðîãî äâèæåíèÿ�åéäåìåéñòåðà àòîì ìîæåò ïåðåñòàòü áûòü îðèåíòèðóåìûì).Ïðè ýòîì äâèæåíèÿ Ω1, Ω3 îñòàâëÿþò îðèåíòèðóåìûé àòîì îðèåí-òèðóåìûì.Ïóñòü òåïåðü àòîì, ñîîòâåòñòâóþùèé äèàãðàììå L, îðèåíòèðóåì. Òîãäà

K(Ṽ (L)) ñîñòîèò èç äâóõ ýêçåìïëÿðîâ àòîìà L. Ïîñêîëüêó F ÿâëÿåòñÿ ïî-ëåì, ìû èìååì KhF(K(Ṽ (L))) = KhF(L)⊗2.Ñëåäîâàòåëüíî, ãîìîëîãèè Kh(L) ïîëó÷àþòñÿ èç èíâàðèàíòíûõ ãîìîëî-ãèé Kh(K(Ṽ (L))) �èçâëå÷åíèåì òåíçîðíîãî êâàäðàòíîãî êîðíÿ�. Â ñëó÷àå,êîãäà êîëüöî êîý��èöèåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ïîëåì, ìû èìååì ïîëèíîì Ïóàíêàðå
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P îò äâóõ ïåðåìåííûõ ñî âñåìè öåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè êîý��èöèåí-òàìè. Èç íåãî íóæíî èçâëå÷ü �êâàäðàòíûé êîðåíü�, ò.å. íàéòè òàêîé ïîëè-íîì (Ëîðàíà) Q îò òåõ æå äâóõ ïåðåìåííûõ ñ öåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìèêîý��èöèåíòàìè (êîý��èöèåíòû íåîòðèöàòåëüíû, èáî ÿâëÿþòñÿ ðàíãàìèãðóïï ãîìîëîãèé Õîâàíîâà), ÷òîáû èìåëî ìåñòî ðàâåíñòâî Q2 = P. Î÷å-âèäíî, ÷òî åñëè ýòî è ìîæíî ñäåëàòü, òî ìîæíî ñäåëàòü åäèíñòâåííûìîáðàçîì. Òàê êàê ýòà îïåðàöèÿ îäíîçíà÷íà, åñëè îïðåäåëåíà, ìû ïîëó÷àåìóòâåðæäåíèå òåîðåìû 5.4.Êðîìå òîãî, èç ýòèõ ðàññóæäåíèé ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.Òåîðåìà 5.6. Ïóñòü F � ïîëå, è ïóñòü çàöåïëåíèå L òàêîâî, ÷òî ãðàäó-èðîâàííàÿ ãðóïïà ãîìîëîãèé KhF(K(Ṽ (L))) íå ïðåäñòàâèìà â âèäå òåí-çîðíîãî êâàäðàòà. Òîãäà L íå èìååò äèàãðàììû, êîòîðîé ñîîòâåòñòâî-âàë áû îðèåíòèðóåìûé àòîì. Â ÷àñòíîñòè, çàöåïëåíèå L íå ÿâëÿåòñÿêëàññè÷åñêèì.Åñòåñòâåííî, ÷òî êîìïëåêñ Õîâàíîâà, ïîñòðîåííûé â íàñòîÿùåì ðàçäåëå,íå ìîæåò îïðåäåëèòü íåòðèâèàëüíîñòü âèðòóàëüíîãî óçëà, èçîáðàæåííîãîíà ðèñ. 5.5, ïîñêîëüêó ýòîò óçåë ïîëó÷àåòñÿ èç òðèâèàëüíîãî óçëà îáîáùåí-íûìè äâèæåíèÿìè �åéäåìåéñòåðà è âèðòóàëèçàöèåé.Âàæíîé è èíòåðåñíîé ãèïîòåçîé ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î òîì, ìîãóò ëè äâàíåèçîòîïíûõ êëàññè÷åñêèõ çàöåïëåíèÿ L, L′ áûòü ïîëó÷åíû äðóã èç äðóãàïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ îáîáùåííûõ äâèæåíèé �åéäåìåéñòåðà è âèðòóàëèçà-öèé. Êîìïëåêñ Õîâàíîâà äàåò ÷àñòè÷íûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ.Èç òåîðåìû 5.4 è èíâàðèàíòíîñòè ãîìîëîãèé Õîâàíîâà îòíîñèòåëüíî âèð-òóàëèçàöèé âûòåêàåò ñëåäóþùàÿÒåîðåìà 5.7. Åñëè êëàññè÷åñêîå çàöåïëåíèå L′ ïîëó÷àåòñÿ èç êëàññè÷å-ñêîãî çàöåïëåíèÿ L ïðèìåíåíèåì îáîáùåííûõ äâèæåíèé �åéäåìåéñòåðàè âèðòóàëèçàöèé, òî L è L′ èìåþò îäèíàêîâûå ãîìîëîãèè Õîâàíîâà ñêîý��èöèåíòàìè â ëþáîì íàïåðåä çàäàííîì ïîëå.Â ñëåäóþùåé ãëàâå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ýòà òåîðåìà âåðíà è äëÿ ïðîèç-âîëüíûõ êîý��èöèåíòîâ (íàïðèìåð, â êîëüöå Z), ñì. òåîðåìû 6.4 è 6.5.



5.6. Çàòÿãèâàþùåå äåðåâî äëÿ êîìïëåêñà Õîâàíîâà 2405.6. Çàòÿãèâàþùåå äåðåâî äëÿ êîìïëåêñà ÕîâàíîâàÂ íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, êàê ìîäåëü çàòÿãèâàþùåãî äåðåâàäëÿ ñêîáêè Êàó�ìàíà, ïðèâåäåííàÿ â ðàçäåëå 4.1.2 ãëàâû 4, êàòåãîðè�è-öèðóåòñÿ. Ìû îïèøåì íåñêîëüêî èíîé ïîäõîä ê âû÷èñëåíèþ (ïðàâèëüíååñêàçàòü, ê îöåíêå) ãîìîëîãèé Õîâàíîâà äëÿ êëàññè÷åñêèõ è âèðòóàëüíûõçàöåïëåíèé, áëàãîäàðÿ êîòîðîìó ñòàíîâÿòñÿ ÿñíûìè íåêîòîðûå ñâîéñòâàãîìîëîãèé Õîâàíîâà.Ñ�îðìóëèðóåì ëåììó èç òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ êîìïëåêñîâ â òîì âèäå,â êîòîðîì îíà áûëà ñ�îðìóëèðîâàíà Øòå�àíîì Âåðëè [Weh2℄.Ëåììà 5.6. Ïóñòü C0 è C1 � ãðàäóèðîâàííûå êîìïëåêñû âèäà Ci = Ai ⊕
Bi, ïðè÷åì êîìïëåêñû Bi èìåþò òðèâèàëüíûå ãîìîëîãèè. Ïóñòü w :
C0 → C1 � îòîáðàæåíèå öåïåé, ñîõðàíÿþùåå ãðàäóèðîâêó, è ïóñòü wAA :
A0 → A1 � �÷àñòü� îòîáðàæåíèÿ w, ò.å. êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèÿ wñ î÷åâèäíûìè ïðîåêöèåé è âëîæåíèåì. Ïóñòü A � êîíóñ îòîáðàæåíèÿ
wAA, C � êîíóñ îòîáðàæåíèÿ w, à B � (ñòÿãèâàåìûé) êîìïëåêñ âèäà
B0 ⊕ B1[1]. Òîãäà êîìïëåêñû C è A ⊕ B èìåþò îäèíàêîâûå ãîìîëîãèè.Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêîå, îíî íå çàòðàãèâàåòâíóòðåííåé ñòðóêòóðû äè��åðåíöèàëîâ â êîìïëåêñàõ Ai è Bi. Ëåììà ÿâ-ëÿåòñÿ êëþ÷åâûì ïóíêòîì â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5.8 î çàòÿãèâàþùåìäåðåâå äëÿ êîìïëåêñà Õîâàíîâà êëàññè÷åñêèõ çàöåïëåíèé.Îñíîâíàÿ èäåÿ ïîñòðîåíèÿ çàòÿãèâàþùåãî äåðåâà, ïðèâîäÿùàÿ ê äîêà-çàòåëüñòâó òåîðåìû, � òàêàÿ æå, êàê èäåÿ Òèñòëòóýéòà, èñïîëüçóåìàÿ ïðèïîñòðîåíèè çàòÿãèâàþùåãî äåðåâà äëÿ ñêîáêè Êàó�ìàíà: íóæíî âçÿòü êóáïåðåñòðîåê è ðàçáèòü åãî íà ìàëûå ïîäêóáû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîñòîÿíèÿìèç K1 (ñì. ñòð. 167), ïîñëå ÷åãî ðàññìîòðåòü ãîìîëîãèè Õîâàíîâà êàæäîãîèç ýòèõ ïîäêóáîâ � ò.å. ýêçåìïëÿðû ãðóïï ãîìîëîãèé òðèâèàëüíîãî óçëà, èïðèìåíèòü ê íèì ëåììó 5.6 ìíîãîêðàòíî: ïðè êàæäîì ðàçáèåíèè êóáà íàäâå ÷àñòè íàì ïðèäåòñÿ ïðèìåíÿòü ýòó ëåììó.Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî òàêîå äîêàçàòåëüñòâî ïðîõîäèò òàêæå è äëÿ âñåõìîäåëåé êîìïëåêñà Õîâàíîâà âèðòóàëüíûõ óçëîâ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ýòîòêîìïëåêñ ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî îïðåäåëåííûì.Îïèøåì ýòó êîíñòðóêöèþ áîëåå ïîäðîáíî. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåíîð-



5.6. Çàòÿãèâàþùåå äåðåâî äëÿ êîìïëåêñà Õîâàíîâà 241ìèðîâàííûé êîìïëåêñ Õîâàíîâà âèðòóàëüíûõ óçëîâ. Â äàëüíåéøåì íóæíîáóäåò âûíåñòè �îáùèé íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü�, ò.å. ñäâèíóòü âûñîòó èãðàäóèðîâêó.Ïóñòü L � ñâÿçíàÿ âèðòóàëüíàÿ äèàãðàììà. �àññìîòðèì åå íåíîðìèðî-âàííûé êóá ïåðåñòðîåê [[L]] ñ äè��åðåíöèàëîì ∂. Çàíóìåðóåì ïåðåêðåñòêèäèàãðàììû L è áóäåì ðàçáèâàòü êóá [[L]] ïîñëåäîâàòåëüíî íà êóáû ñîãëàñ-íî ñõåìå Òèñòëòóýéòà (ñì. ãë. 4, ñòð. 165). À èìåííî, íà ïåðâîì øàãå ìûñìîòðèì, ÿâëÿåòñÿ ëè ïåðâûé ïåðåêðåñòîê ïåðåêðåñòêîì ðàñïàäåíèÿ (ìûíàçûâàåì ïåðåêðåñòîê ïåðåêðåñòêîì ðàñïàäåíèÿ, åñëè ïðè óäàëåíèè ñîîò-âåòñòâóþùåé âåðøèíû èç îñòîâà àòîìà îñòîâ ïåðåñòàåò áûòü ñâÿçíûì) è,åñëè îí íå ÿâëÿåòñÿ òàêîâûì, ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ äâóõ êóáîâ, ïîëó-÷àþùèõñÿ èç [[L]] �èêñàöèåé ïåðâîé êîîðäèíàòû. Ýòè äâà êóáà ïðåäñòàâ-ëÿþò ñîáîé íåíîðìèðîâàííûå êîìïëåêñû Õîâàíîâà äëÿ äèàãðàìì L0 è L1,ïîëó÷àþùèõñÿ èç äèàãðàììû L ðàçâåäåíèÿìè òèïîâ A è B. Ó êîìïëåêñàÕîâàíîâà äëÿ Li (íåíîðìèðîâàííîãî) åñòü íåêîòîðûé íàáîð ãîìîëîãèé; åñ-ëè ìû ðàññìîòðèì L0 è L1 íå êàê îòäåëüíûå êîìïëåêñû, à êàê ñîñòàâíûå÷àñòè êîìïëåêñà Õîâàíîâà, ñîîòâåòñòâóþùåãî çàöåïëåíèþ L, ìû ïîëó÷èìíåêîòîðûå íîâûå äè��åðåíöèàëû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåõîäó îò L0 ê L1.Ëåììà 5.6 óòâåðæäàåò, ÷òî èñõîäíûé (íåíîðìèðîâàííûé) êîìïëåêñ Õîâàíî-âà äëÿ äèàãðàììû L èìååò òå æå ãîìîëîãèè, ÷òî è êîìïëåêñ, ñîñòàâëåííûéòîëüêî èç ãîìîëîãèé êîìïëåêñîâ L0 è L1 (à òàêæå íåêîòîðîé àöèêëè÷íîé÷àñòè).Äàëåå ìû ïðèìåíÿåì âòîðîé øàã: ðàññìàòðèâàåì êîìïëåêñû L0 è L1(óæå êàê ñîñòàâíûå ÷àñòè íîâîãî êîìïëåêñà, ãîìîëîãèè êîòîðîãî ñîâïà-äàþò ñ ãîìîëîãèÿìè Õîâàíîâà çàöåïëåíèÿ L) è ñìîòðèì, ðàñïàäàþòñÿ ëèñîîòâåòñòâóþùèå äèàãðàììû âî âòîðîì ïåðåêðåñòêå. Åñëè êàêàÿ-òî èç íèõ(íàïðèìåð, L0) íå ðàñïàäàåòñÿ, òî ìû ïåðåñòðàèâàåì êîìïëåêñ L0 è ïîëó-÷àåì êîìïëåêñ âèäà (L00 → L01) ⊕ 〈àöèêëè÷íàÿ ÷àñòü〉.Ìû ïðîäîëæàåì äî òåõ ïîð, ïîêà íå äîéäåì äî äèàãðàìì èç ìíîæåñòâà
DL (ñì. ñòð. 167). Êàæäàÿ òàêàÿ äèàãðàììà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðèâèàëü-íûé óçåë, ïîýòîìó ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ãîìîëîãèè Õîâàíîâà ìîæíîâû÷èñëÿòü ñ ïîìîùüþ êîìïëåêñà, ñîñòîÿùåãî èç ãîìîëîãèé Õîâàíîâà òðè-âèàëüíîãî óçëà. Ôîðìóëüíî ýòî âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:



5.7. Ïîëèíîì Õîâàíîâà è �ðîáåíèóñîâû ðàñøèðåíèÿ 242Òåîðåìà 5.8. Íåíîðìèðîâàííûé êîìïëåêñ Õîâàíîâà äèàãðàììû âèðòó-àëüíîãî çàöåïëåíèÿ D èçîìîð�åí íåêîòîðîìó êîìïëåêñó, ãðóïïà öåïåéêîòîðîãî èìåþò âèä
⊕s∈K1

A[β(s) + w(Ds)]{β(s) + 2w(Ds)} (5.13)ãäå A � ãðóïïà ãîìîëîãèé Õîâàíîâà òðèâèàëüíîãî óçëà.Îòìåòèì, ÷òî çäåñü ìû íèãäå íå èñïîëüçîâàëè, ÷òî çàöåïëåíèå ÿâëÿåòñÿêëàññè÷åñêèì, òàê ÷òî âñå äîñëîâíî ïðîõîäèò äëÿ âèðòóàëüíûõ çàöåïëå-íèé â ñëó÷àå ïîëÿ, íàä êîòîðûì èñõîäíûé êîìïëåêñ Õîâàíîâà êîððåêòíîîïðåäåëåí.Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì òàêæå èñïîëüçîâàòü ñëîâîñî÷åòàíèå êîìïëåêñÂåðëè, èìåÿ â âèäó êîìïëåêñ, èìåþùèé òå æå ãîìîëîãèè, ÷òî è êîìïëåêñÕîâàíîâà, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî óòâåðæäàåòñÿ ëåììîé 5.8.5.7. Ïîëèíîì Õîâàíîâà è �ðîáåíèóñîâû ðàñøèðåíèÿÒåîðèÿ Õîâàíîâà âèðòóàëüíûõ óçëîâ, îïèñàííàÿ ðàíåå â íàñòîÿùåé ãëà-âå � íå åäèíñòâåííîå, ÷òî ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ìîäåëè Êàó�ìàíà è(àíòè)êîììóòàòèâíûõ êóáîâ ñîñòîÿíèé. Îáîáùåíèþ òåîðèè Õîâàíîâà, èñ-ïîëüçóþùåìó �ðîáåíèóñîâû ðàñøèðåíèÿ, íà êëàññè÷åñêèé è âèðòóàëüíûéñëó÷àè ïîñâÿùåí íàñòîÿùèé ðàçäåë äèññåðòàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû íà-ñòîÿùåãî ðàçäåëà îïóáëèêîâàíû â [Ma11℄.5.7.1. Ôðîáåíèóñîâû ðàñøèðåíèÿÏóñòü R,A � êîììóòàòèâíûå êîëüöà, è ïóñòü ι : R → A � âëîæåíèåêîììóòàòèâíûõ êîëåö, ïðè÷åì ι(1) = 1. Ôóíêòîð îãðàíè÷åíèÿ, ïåðåâîäÿ-ùèé A-ìîäóëè â R-ìîäóëè èìååò ïðàâûé è ëåâûé ñîïðÿæåííûå �óíêòîðû:�óíêòîð èíäóêöèè Ind(M) = A⊗RM è �óíêòîð êîèíäóêöèè CoInd(M) =
HomR(A, M). �îâîðÿò, ÷òî ι ÿâëÿåòñÿ �ðîáåíèóñîâûì âëîæåíèåì, åñëè�óíêòîðû èíäóêöèè è êîèíäóêöèè èçîìîð�íû. Ýêâèâàëåíòíî: âëîæåíèå
ι ÿâëÿåòñÿ �ðîáåíèóñîâûì, åñëè �óíêòîð îãðàíè÷åíèÿ èìååò äâóñòîðîííåäâîéñòâåííûé �óíêòîð. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî êîëüöî A ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé �ðîáåíèóñîâî ðàñøèðåíèå íàä R ïîñðåäñòâîì ι.



5.7. Ïîëèíîì Õîâàíîâà è �ðîáåíèóñîâû ðàñøèðåíèÿ 243Èìååò ìåñòî ñëåäóþùååÏðåäëîæåíèå 5.3 ([Kadi℄). Âëîæåíèå ι ÿâëÿåòñÿ �ðîáåíèóñîâûì, åñëèñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå A-áèìîäóëåé ∆ : A → A ⊗R A è îòîáðàæå-íèå R-ìîäóëåé ε : A → R, òàêèå ÷òî ∆ ÿâëÿåòñÿ êîàññîöèàòèâíûì èêîììóòàòèâíûì êîóìíîæåíèåì, ïðè ýòîì (ε ⊗ Id)∆ = Id.Ôðîáåíèóñîâî ðàñøèðåíèå âìåñòå ñ âûáîðîì ε è ∆ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
F = (R,A, ε, ∆) è íàçûâàåòñÿ �ðîáåíèóñîâîé ñèñòåìîé, [Kadi℄.Ôðîáåíèóñîâû ðàñøèðåíèÿ óäîáíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèè êîãîìîëîãèéÕîâàíîâà ïî ñëåäóþùèì ïðè÷èíàì. Â ìîäóëå A, îïðåäåëåííîì íàä êîëü-öîì R, åñòü äâå åñòåñòâåííûå îïåðàöèè: îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ è îïåðàöèÿêîóìíîæåíèÿ � îïåðàöèÿ ∆.Ìû ñîáèðàåìñÿ èñïîëüçîâàòü ýòè îïåðàöèè äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèè ãîìî-ëîãèé Õîâàíîâà äëÿ âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé. Ïðè ýòîì ìû (ïî î÷åâèäíûìïðè÷èíàì) îãðàíè÷èâàåìñÿ ëèøü ñëó÷àåì êîììóòàòèâíûõ êîëåö; êðîìå òî-ãî, ìû çàáûâàåì ïðî îïåðàòîð ε (ýòîò îïåðàòîð èñïîëüçóåòñÿ ïðè îïðåäå-ëåíèè èíâàðèàíòîâ êîáîðäèçìîâ è äîêàçàòåëüñòâå �óíêòîðèàëüíîñòè). Âîñòàëüíîì ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ ðàáîòû Õîâàíîâà [Kh2℄.5.7.2. Îïèñàíèå êîíñòðóêöèè Õîâàíîâàäëÿ �ðîáåíèóñîâûõ ðàñøèðåíèéÊàê áûëî îïèñàíî ðàíåå â íàñòîÿùåé ãëàâå, ñòàíäàðòíàÿ òåîðèÿ ãîìî-ëîãèé Õîâàíîâà ñòðîèòñÿ íàä íåêîòîðûì ïðîèçâîëüíûì êîëüöîì R (â êà-÷åñòâå êîòîðîãî ìîãóò âûñòóïàòü, íàïðèìåð, êîëüöî Z èëè ïîëå Q èëè
Zp), ïðè ýòîì ãîìîëîãèè òðèâèàëüíîãî óçëà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ãðàäó-èðîâàííûé äâóìåðíûé ìîäóëü A íàä ýòèì êîëüöîì, ïîðîæäåííûé âåê-òîðàìè v+ è v− ãðàäóèðîâêè +1 è −1 ñîîòâåòñòâåííî. Íà ýòèõ âåêòî-ðàõ îïðåäåëåíû äâà îòîáðàæåíèÿ: óìíîæåíèå m è êîóìíîæåíèå ∆. Åñëèñäâèíóòü ãðàäóèðîâêè âåêòîðîâ (÷òî ïîòðåáóåò íåçíà÷èòåëüíûõ èçìåíå-íèé (ïåðåíîðìèðîâîê) â ïîñòðîåíèè òåîðèè ãîìîëîãèé), òî ìîæíî ïîëî-æèòü degv+ = 0, degv− = 2. Òîãäà ýëåìåíò v+ ìîæíî ñ÷èòàòü åäèíèöåé(îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç 1, à v− îáîçíà÷èì ÷åðåç X), à îïðåäåëåííûå ðàíååóìíîæåíèå è êîóìíîæåíèå ïðåâðàòÿò ìîäóëü A â àëãåáðó Õîï�à íàä R, â



5.7. Ïîëèíîì Õîâàíîâà è �ðîáåíèóñîâû ðàñøèðåíèÿ 244êîòîðîé óìíîæåíèå çàäàåòñÿ ïî ïðàâèëó X2 = 0, à êîóìíîæåíèå èìååò âèä
∆(1) = 1 ⊗ X + X ⊗ 1, ∆(X) = X ⊗ X.Â ðàáîòå [Kh2℄ Ì.Õîâàíîâ ïîñòàâèë âîïðîñ: êàêîé ìîæåò áûòü ïàðà ëè-íåéíûõ ïðîñòðàíñòâ (A,R), ÷òîáû, âçÿâ R â êà÷åñòâå îñíîâíîãî êîëüöàêîý��èöèåíòîâ, à A � íåêîòîðóþ àëãåáðó Õîï�à íàä êîëüöîì R � â êà-÷åñòâå êîëüöà ãîìîëîãèé òðèâèàëüíîãî óçëà � îñíîâíîãî ñòðîèòåëüíîãîýëåìåíòà, � ìû ìîãëè áû �òî÷íî òàê æå� ïîñòðîèòü èíâàðèàíòíóþ òåî-ðèþ ãîìîëîãèé äëÿ êëàññè÷åñêèõ çàöåïëåíèé. Ïîä �òî÷íî òàê æå� èìååòñÿâ âèäó, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì êóá ñîñòîÿíèé, â êàæäóþ âåðøèíó êîòîðî-ãî ñòàâèì òåíçîðíóþ ñòåïåíü ïðîñòðàíñòâà A (íàä R), ñîîòâåòñòâóþùóþêîëè÷åñòâó îêðóæíîñòåé â äàííîì ñîñòîÿíèè, îïðåäåëÿåì ÷àñòè÷íûå äè�-�åðåíöèàëû ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèé óìíîæåíèÿ è êîóìíîæåíèÿ, à çàòåìñòàâèì çíàêè íà ðåáðàõ êóáà è íîðìèðóåì âñþ êîíñòðóêöèþ ñäâèãàìè.Õîâàíîâ ïîêàçàë, ÷òî èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ïåðâîãî äâèæåíèÿ�åéäåìåéñòåðà òðåáóåò äâóìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà A êàê R-ìîäóëÿ è ïðè-âåë íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà òà-êàÿ òåîðèÿ ãîìîëîãèé.Â òîé æå ðàáîòå [Kh2℄ ïîêàçàíî, ÷òî êàæäîå òàêîå ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿñ ïîìîùüþ íåêîòîðûõ îïåðàöèé (çàìåíà áàçèñà, ñêðó÷èâàíèå è äâîéñòâåí-íîñòü) èç ñëåäóþùåãî ðåøåíèÿ, íàçûâàåìîãî óíèâåðñàëüíûì:1. R = Z[h, t];2. A = R[X]/(X2 − hX − t);3. degX = 2, degh = 2, degt = 4;4. ∆(1) = 1 ⊗ X + X ⊗ 1 − h1 ⊗ 1;5. ∆(X) = X ⊗ X + t1 ⊗ 1.Êàê ìû âèäèì, óìíîæåíèå â àëãåáðå A ñîõðàíÿåò ãðàäóèðîâêó, à êî-óìíîæåíèå ïîâûøàåò åå íà äâà.Ìû îïóñêàåì íîðìàëèçàöèè, ðåãóëèðóþùèå ãðàäóèðîâêè.Íàçîâåì ýòó êîíñòðóêöèþ óíèâåðñàëüíîé (R,A)-êîíñòðóêöèåé. Ñîîò-âåòñòâóþùèå ãîìîëîãèè (êëàññè÷åñêîãî îðèåíòèðîâàííîãî) çàöåïëåíèÿ Láóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç KhU(L).



5.7. Ïîëèíîì Õîâàíîâà è �ðîáåíèóñîâû ðàñøèðåíèÿ 245Õîâàíîâ äîêàçàë, ÷òî âñå îñòàëüíûå ñëó÷àè âûòåêàþò èç óíèâåðñàëü-íîé (R,A)-êîíñòðóêöèè. Ñíà÷àëà îí èññëåäóåò ñòðóêòóðó �ðîáåíèóñîâûõðàñøèðåíèé íà ïðåäìåò èíâàðèàíòíîñòè ïîëó÷àþùåéñÿ òåîðèè ãîìîëîãèéîòíîñèòåëüíî ïåðâîãî êëàññè÷åñêîãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà Ω1. Ýòî ïðè-âîäèò åãî ê äâóìåðíîñòè A êàê R-ìîäóëÿ.Äàëåå Õîâàíîâ ðàññìàòðèâàåò óíèâåðñàëüíóþ òîïîëîãè÷åñêóþ êîíñòðóê-öèþ Áàð-Íàòàíà, ïðåäëîæåííóþ â [BN3℄, è ñòðîèò ��óíêòîð� èç òîïîëî-ãè÷åñêîé êàòåãîðèè Áàð-Íàòàíà â êàòåãîðèþ �ðîáåíèóñîâûõ ðàñøèðåíèéðàíãà äâà. Ïîñòðîåííûé èì ��óíêòîð� íå ÿâëÿåòñÿ íè èíúåêòèâíûì, íèñþðúåêòèâíûì, íî îí óñòðîåí òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñîõðàíÿåò âñå ñâîéñòâà,íåîáõîäèìûå äëÿ èíâàðèàíòíîñòè ãîìîëîãèé îòíîñèòåëüíî äâèæåíèé �åé-äåìåéñòåðà.Òàêèì îáðàçîì, Õîâàíîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî ëþáîå �ðîáåíèóñîâî ðàñøèðå-íèå ðàíãà äâà êîððåêòíî îïðåäåëÿåò ýêñòðàîðäèíàðíóþ òåîðèþ ãîìîëîãèéçàöåïëåíèé. Ïîñëå ýòîãî îí ïîêàçûâàåò, ÷òî ëþáàÿ òàêàÿ òåîðèÿ áåç ïîòå-ðè èí�îðìàöèè ñâîäèòñÿ ê óíèâåðñàëüíîé òåîðèè ñ ïîìîùüþ íåêîòîðûõàëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé.Ìû íå áóäåì âäàâàòüñÿ â ïîäðîáíîñòè îïèñàíèÿ êîíñòðóêöèé Õîâàíîâà èÁàð-Íàòàíà, à âîçüìåì óíèâåðñàëüíóþ (R,A)-êîíñòðóêöèþ è ñòðóêòóðíûåïîëîæåíèÿ òåîðèè Õîâàíîâà çà îñíîâó äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèè ãîìîëîãèéâèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé.Îòìåòèì, ÷òî Õîâàíîâ òàêæå èññëåäîâàë �óíêòîðèàëüíîñòü åãî íîâîéòåîðèè ãîìîëîãèé � åå �õîðîøåå ïîâåäåíèå� ïðè êîáîðäèçìàõ. Äëÿ ýòîãîïîìèìî îïåðàöèé óìíîæåíèÿ è êîóìíîæåíèÿ áûëè îïðåäåëåíû òàêæå îòîá-ðàæåíèÿ åäèíèöû è êîåäèíèöû è ðàññìîòðåíû ïðåîáðàçîâàíèÿ âñåõ îïåðà-öèé â àëãåáðå Ôðîáåíèóñà; ýòîò àñïåêò ìû çàòðàãèâàòü íå áóäåì. Ìû áóäåìèñïîëüçîâàòü ëèøü òîò �àêò, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî Õîâàíîâà ëîêàëüíî, ò.å.ïðè òîì èëè èíîì äâèæåíèè �åéäåìåéñòåðà èíâàðèàíòíîñòü íå èñïîëüçóåòïðåäïîëîæåíèé î ñòðîåíèè óçëà âíå ó÷àñòêà ïëîñêîñòè, íà êîòîðîì äàííîåäâèæåíèå ïðîèñõîäèò (è, ïî ñóòè ïîâòîðÿåò ïðèâåäåííîå ðàíåå äîêàçàòåëü-ñòâî èíâàðèàíòîñòè �îáû÷íûõ� ãîìîëîãèé Õîâàíîâà, â êîòîðîì èñïîëüçî-âàëàñü èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ ∆ è ñþðúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ m).



5.7. Ïîëèíîì Õîâàíîâà è �ðîáåíèóñîâû ðàñøèðåíèÿ 2465.7.3. �åîìåòðè÷åñêèå îáîáùåíèÿ ïîñðåäñòâîì àòîìîâÂ íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî óíèâåðñàëüíàÿ êîíñòðóêöèÿÕîâàíîâà ðàáîòàåò â ñëó÷àå âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé, êîòîðûì ñîîòâåò-ñòâóþò îðèåíòèðóåìûå àòîìû, â ÿâíîì âèäå, à òàêæå âûïèñûâàåì ñîîòâåò-ñòâóþùèå àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíûõ âèðòóàëü-íûõ çàöåïëåíèé.Êàæäîé äèàãðàììå çàöåïëåíèÿ, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò îðèåíòèðóåìûéàòîì, óíèâåðñàëüíàÿ (R,A)-êîíñòðóêöèÿ ñîïîñòàâëÿåò íåêîòîðûé êóá ïå-ðåñòðîåê � áèãðàäóèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî öåïåé ñ ÷àñòè÷íûìè äè��å-ðåíöèàëàìè, ãîìîëîãèè êîòîðîãî ïîñëå íåêîòîðîãî ñäâèãà çàäàþò èíâàðè-àíò çàöåïëåíèé.Çäåñü êóáó ñîñòîÿíèé è êóáó ïåðåñòðîåê ìû ñîïîñòàâëÿåì ãðàäóèðîâàí-íûå êîìïëåêñû�êóáû, â âåðøèíàõ êîòîðûõ ñòîÿò òåíçîðíûå ñòåïåíè êîëüöà
A íàä êîëüöîìR � ñîãëàñíî êîëè÷åñòâó îêðóæíîñòåé â äàííîì ñîñòîÿíèè;÷àñòè÷íûå äè��åðåíöèàëû â ýòèõ êóáàõ îïðåäåëÿþòñÿ îòîáðàæåíèÿìè mè ∆, à äè��åðåíöèàë � êàê ñóììà ÷àñòè÷íûõ äè��åðåíöèàëîâ ñî çíàêà-ìè.Èç òåîðèè Õîâàíîâà [Kh2℄ ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ëîêàëüíîå äîêàçà-òåëüñòâî èíâàðèàíòíîñòè ãîìîëîãèé óíèâåðñàëüíîé (R,A)-êîíñòðóêöèè,ò.å. íàáîð àëãåáðàè÷åñêèõ äåéñòâèé (àíàëîãè÷íî ïðèíöèïó ñîêðàùåíèÿ èêîðîòêèõ òî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé àëãåáðàè÷åñêèõ êîìïëåêñîâ), êîòî-ðûé ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó.Ôèêñèðóåì êëàññè÷åñêîå äâèæåíèå �åéäåìåéñòåðà Ωi. Òîãäà êàêîâû áûíè áûëè äâå (êëàññè÷åñêèå) äèàãðàììû L è L′, ëîêàëüíî îòëè÷àþùèå-ñÿ äðóã îò äðóã îò äðóãà äâèæåíèåì Ωi, ñóùåñòâóåò îïèñàííàÿ âûøå ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïåðåâîäÿùèõ KhU(L) â
KhU(L′) è íå çàâèñÿùèõ ÿâíûì îáðàçîì îò âèäîâ ÷àñòíûõ äè��åðåíöè-àëîâ êîìïëåêñîâ Õîâàíîâà çàöåïëåíèé L è L′, êðîìå òåõ, êîòîðûå ÿâíîîïðåäåëÿþòñÿ èç ëîêàëüíîé ñòðóêòóðû äàííîãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà
Ωi.Èç ýòîãî ñîîáðàæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî óíèâåðñàëüíàÿ (R,A) - êîíñòðóêöèÿîáîáùàåòñÿ íà âèðòóàëüíûå äèàãðàììû, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò îðèåíòè-ðóåìûå àòîìû. À èìåííî, åñëè çàäàíà îðèåíòèðóåìàÿ äèàãðàììà L, ìû



5.7. Ïîëèíîì Õîâàíîâà è �ðîáåíèóñîâû ðàñøèðåíèÿ 247ìîæåì ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùèé êóá ïåðåñòðîåê ñ äè��åðåíöèàëàìè,ñîîòâåòñòâóþùèìè îïåðàöèÿì óìíîæåíèÿ è êîóìíîæåíèÿ (ñî çíàêàìè) èâû÷èñëèòü ãîìîëîãèè. Äàëåå, åñëè äâå îðèåíòèðóåìûå âèðòóàëüíûå äèà-ãðàììû L, L′ ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ïðèìåíåíèåì íåêîòîðîãî êëàññè-÷åñêîãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà Ωi, òî, â ñèëó îïèñàííîãî âûøå ïðèíöèïà,èìååò ìåñòî èçîìîð�èçì ãðàäóèðîâàííûõ ãîìîëîãèé KhU(L) ∼= KhU(L′).Òàê êàê óíèâåðñàëüíàÿ (R,A)-êîíñòðóêöèÿ òàâòîëîãè÷åñêè èíâàðèàíòíàïðè äâèæåíèÿõ îáúåçäà (êóá ïåðåñòðîåê îñòàåòñÿ íåèçìåííûì), âåðåí ñëå-äóþùèé àíàëîã ëåììû 5.3:Ëåììà 5.7. Ïóñòü L, L′ � äâå äèàãðàììû, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþòîðèåíòèðóåìûå àòîìû, ïðè ýòîì L′ îòëè÷àåòñÿ îò L ïðèìåíåíèåì îáú-åçäà èëè îäíîãî èç òðåõ êëàññè÷åñêèõ äâèæåíèé �åéäåìåéñòåðà. Òîãäà
KhU(L) èçîìîð�íî KhU(L′).Èç ýòîãî ðàññóæäåíèÿ, à òàêæå ëåìì 5.4, 5.5 âûòåêàåò, ÷òî óíèâåðñàëüíàÿ
(R,A)-êîíñòðóêöèÿ ðàáîòàåò äëÿ1. ïîñòðîåíèÿ òåîðèè ãîìîëîãèé Õîâàíîâà KhU äëÿ îñíàùåííûõ âèðòó-àëüíûõ çàöåïëåíèé ïîñðåäñòâîì âçÿòèÿ 2k ïàðàëëåëüíûõ êîïèé;2. ïîñòðîåíèÿ òåîðèè ãîìîëîãèé Õîâàíîâà KhU äëÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâïîñðåäñòâîì âçÿòèÿ äâóëèñòíûõ íàêðûòèé íàä ñîîòâåòñòâóþùèìè àòî-ìàìè.Áîëåå òî÷íî, èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû.Òåîðåìà 5.9. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà KhU(D2n(L)) ÿâëÿ-åòñÿ èíâàðèàíòîì îñíàùåííûõ âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé.à òàêæåÒåîðåìà 5.10. Îòîáðàæåíèå L → KhU(K(Ṽ (L))) ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîîïðåäåëåííûì èíâàðèàíòîì âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé.5.7.4. Àëãåáðàè÷åñêèå îáîáùåíèÿÊàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå, äëÿ íåîðèåíòèðóåìûõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ ÿâ-íî ïðèìåíèìà Z2-òåîðèÿ ãîìîëîãèé Õîâàíîâà äëÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ, â



5.7. Ïîëèíîì Õîâàíîâà è �ðîáåíèóñîâû ðàñøèðåíèÿ 248êîòîðîé âñå ÷àñòè÷íûå äè��åðåíöèàëû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåñòðîéêàìòèïà 1 → 1, ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ.�àññìîòðèì òåïåðü óíèâåðñàëüíóþ (R,A)-êîíñòðóêöèþ è ïîñòàðàåìñÿîáîáùèòü åå íà ñëó÷àé íåîðèåíòèðóåìûõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ.Îòìåòèì, ÷òî åñëè ìû êàæäîìó óçëó ñîïîñòàâèì êîððåêòíî îïðå-äåëåííûé êîìïëåêñ, òî ãîìîëîãèè ýòîãî êîìïëåêñà áóäóò àâòîìàòè÷å-ñêè èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî êëàññè÷åñêèõ äâèæåíèé �åéäåìåéñòåðà (ñî-ãëàñíî ëîêàëüíîñòè äîêàçàòåëüñòâà èíâàðèàíòíîñòè) è äâèæåíèÿ îáúåçäà(òàê êàê ïðè ïðèìåíåíèè äâèæåíèÿ îáúåçäà íå èçìåíÿåòñÿ ñàì êîìïëåêñ).Òàêèì îáðàçîì, ìû ñâåëè çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ðàñøèðåíèÿ êîëüöà Aäëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèè ãîìîëîãèé Õîâàíîâà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âèðòóàëü-íûõ çàöåïëåíèé ê ñëåäóþùåé çàäà÷å. Íàéòè òàêîé îïåðàòîð (ãîìîìîð�èçì
R-ìîäóëåé) I : A → A, ñîîòâåòñòâóþùèé îòîáðàæåíèþ âèäà 1 → 1,÷òîáû äëÿ êàæäîé âèðòóàëüíîé äèàãðàììû L êóá ïåðåñòðîåê, ñ ÷àñòè÷-íûìè äè��åðåíöèàëàìè, ïîëó÷àåìûìè èç îòîáðàæåíèé m, ∆, I áûë (àí-òè)êîììóòàòèâíûì.Òî åñòü ìû òðåáóåì êîììóòàòèâíîñòè êóáà äî òîãî, êàê íà ðåáðàõ ïðî-ñòàâëåíû çíàêè � òî÷íî òàêèå æå, êàê è â îáû÷íîì ñëó÷àå.Ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêîé. Äëÿ åå ðåøåíèÿ íóæíî ðàñ-ñìîòðåòü âñåâîçìîæíûå ãðàíè êóáà ïåðåñòðîåê äèàãðàììû L; òèïîâ òàêèõãðàíåé êîíå÷íîå ÷èñëî (êàæäîé òàêîé ãðàíè ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðûé àòîìñ äâóìÿ âåðøèíàìè). Äëÿ êàæäîé èç íèõ íóæíî ïðîâåðèòü íåêîòîðîå êîí-êðåòíîå àëãåáðàè÷åñêîå óñëîâèå íà îòîáðàæåíèÿ I, ∆ è m.Çàäàäèì íà ïðîñòðàíñòâå A áàçèñ {1, X}, à íà ïðîñòðàíñòâå A⊗A áàçèñ
{1 ⊗ 1, 1 ⊗ X, X ⊗ 1, X ⊗ X}.Òîãäà â ýòèõ áàçèñàõ îòîáðàæåíèÿ ∆ è m áóäóò èìåòü âèä ñëåäóþùèõìàòðèö:

∆ =









−h t

1 0
1 0
0 1









, m =

(

1 0 0 t
0 1 1 h

)

. (5.14)Ïîñëå ýòîãî ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü çíà÷îê óìíîæåíèÿ ìàòðèö âìåñòî



5.7. Ïîëèíîì Õîâàíîâà è �ðîáåíèóñîâû ðàñøèðåíèÿ 249êîìïîçèöèè îïåðàòîðîâ. Òàê, íàïðèìåð, ìû áóäåì ïèñàòü µ·∆ âìåñòî µ◦∆.Ìû èùåì ìàòðèöó
I =

(

p q

r s

)

, (5.15)êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâîâàëà áû ïåðåñòðîéêàì òèïà 1 → 1, îáåñïå÷èâàÿ ïðèýòîì (àíòè)êîììóòàòèâíîñòü êóáà ïåðåñòðîåê.Ïóñòü äàíî êîëüöî êîý��èöèåíòîâ R, ñîäåðæàùåå ýëåìåíòû h è t ãðàäó-èðîâîê 2 è 4 ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííûé êóá ïåðåñòðîåê ÷åðåç
[[K]]F . Îïðåäåëèì â íåì äè��åðåíöèàë êàê ñóììó ÷àñòè÷íûõ äè��åðåí-öèàëîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåáðàì (òèïîâ m, ∆, I) ñî çíàêàìè, ðàññòàâëåí-íûìè òàê æå, êàê íà ñòð. 221.Ëåììà 5.8 ([Ma11℄). ×òîáû êóá ïåðåñòðîåê (ïðîñòðàíñòâî öåïåé ñ äè�-�åðåíöèàëîì) [[K]]R áûë àíòèêîììóòàòèâíûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

m · ∆ = (I)2; (5.16)
∆ · I = (I ⊗ 1) · ∆ = (1 ⊗ I) · ∆; (5.17)
I · m = m · (I ⊗ 1) = m · (1 ⊗ I). (5.18)Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.8. Äëÿ ïðîâåðêè (àíòè)êîììóòàòèâíîñòè êóáàñîñòîÿíèé íàì íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü âñåâîçìîæíûå âèäû äâóìåðíûõãðàíåé êóáà. Äàëåå ìû ïðåíåáðåãàåì äîïîëíèòåëüíûìè çíàêàìè íà ðåáðàõè äîêàçûâàåì êîììóòàòèâíîñòü.Â �ïðîñòîì� ñëó÷àå ñ ïîëåì Z2 è íóëåâûìè äè��åðåíöèàëàìè, ñîîòâåò-ñòâóþùèìè ïåðåñòðîéêàì òèïà 1 → 1, âñå ñâîäèëîñü ê �êëàññè÷åñêèì� ñëó-÷àÿì, à òàêæå ê ñëó÷àþ, èçîáðàæåííîìó íà ðèñ. 5.1.Äëÿ (R,A)-òåîðèè íàì íóæíî ïðîâåðÿòü áîëüøå ñëó÷àåâ, òàê êàê îòîá-ðàæåíèå òèïà 1 → 1 áîëåå íå ïðåäïîëàãàåòñÿ íóëåâûì, à îòîáðàæåíèÿ m



5.7. Ïîëèíîì Õîâàíîâà è �ðîáåíèóñîâû ðàñøèðåíèÿ 250(óìíîæåíèå) è ∆ (êîóìíîæåíèå) óñòðîåíû áîëåå ñëîæíî, ÷åì â ñëó÷àå ãî-ìîëîãèé Kh.Êàæäàÿ äâóìåðíàÿ ãðàíü êóáà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð èç ÷åòûðåõñîñòîÿíèé, ñì. ñòð. 223. Â ïåðåõîäå èç îäíîãî òàêîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîåíåêîòîðûå îêðóæíîñòè ïåðåñòðàèâàþòñÿ, à äðóãèå îêðóæíîñòè îñòàþòñÿ.Îáîçíà÷èì ýòè ÷åòûðå ñîñòîÿíèÿ ÷åðåç s00, s01, s10 è s11 â çàâèñèìîñòè çíà-÷åíèé äâóõ èçìåíÿþùèõñÿ êîîðäèíàò. Óäàëèì �îáùèå êîìïîíåíòû� ðàç-âåäåíèé sij, ò.å. òå êîìïîíåíòû ðàçâåäåíèÿ s00, êîòîðûå íå ïðèìûêàþò êïåðåêðåñòêàì, â êîòîðûõ ïðîèñõîäèò çàìåíà ðàçâåäåíèÿ. Òîãäà äàííàÿ äâó-ìåðíàÿ ãðàíü êóáà áóäåò çàäàâàòü íåêîòîðûé âèðòóàëüíûé óçåë, à ñ íèì �àòîì. Ýòîò àòîì áóäåò èìåòü ðîâíî äâå âåðøèíû. Åñëè àòîì � âûñîòíûé, òîñîîòâåòñòâóþùàÿ äèàãðàììà ðåàëèçóåòñÿ ïåðåñòðîéêîé âëîæåííûõ îêðóæ-íîñòåé íà ïëîñêîñòè, òàêèì îáðàçîì, (àíòè)êîììóòàòèâíîñòü ñîîòâåòñòâó-þùåé ãðàíè ïðèíàäëåæèò ê ÷èñëó êëàññè÷åñêèõ ñëó÷àåâ, ïðîâåðåííûõ Õî-âàíîâûì.Äëÿ àòîìîâ ñ íåñâÿçíûì îñòîâîì ïðîâåðêà î÷åâèäíàþ Äàëåå, êàæäûéîðèåíòèðóåìûé àòîì ñî ñâÿçíûì îñòîâîì ñ äâóìÿ âåðøèíàìè ÿâëÿåòñÿ âû-ñîòíûì. Òàêèì îáðàçîì, èñêîìàÿ ïðîâåðêà ñâîäèòñÿ ê ïåðåáîðó íåîðèåíòè-ðóåìûõ àòîìîâ ñ äâóìÿ âåðøèíàìè (âñå îíè, ïî îïðåäåëåíèþ, íåâûñîòíû).Ïåðåáèðàÿ òàêèå àòîìû, èíîãäà ìû áóäåì ïðèõîäèòü ê ñîîòíîøåíèÿì, êî-òîðûå âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâåííî, êàê, íàïðèìåð, I ◦ µ = I ◦ µ, ñì. ðèñ.5.17. Òðè àòîìà, äàþùèå íåòðèâèàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå óêàçàíû â�îðìóëèðîâêå äîêàçûâàåìîé ëåììû, ïðèâåäåíû íà ðèñ. 5.18, 5.19 è (ïðè-ìåð, ðàññìîòðåííûé ðàíåå) ðèñ. 5.1.Ïåðâîå óðàâíåíèå íàì óæå âñòðå÷àëîñü â ñëó÷àå îáû÷íûõ ãîìîëîãèéÕîâàíîâà C (òàì êîìïîçèöèÿ m · ∆ èìååò áîëåå ïðîñòîé âèä). Â ñëó÷àåóíèâåðñàëüíîé (R,A)-òåîðèè ìû èìååì:
m · ∆ =

(

−h 2t
2 h.

) (5.19)Åñëè ìû õîòèì ïîñòðîèòü Z-ãðàäóèðîâàííóþ òåîðèþ, òî íàì íóæíî, ÷òî-áû ìàòðèöà I ïîâûøàëà ãðàäóèðîâêó ýëåìåíòîâ êîëüöà R íà åäèíèöó



5.7. Ïîëèíîì Õîâàíîâà è �ðîáåíèóñîâû ðàñøèðåíèÿ 251
m

m

I

I

�èñ. 5.17. Ïåðåñòðîéêà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òàâòîëîãè÷åñêîìó ñîîòíîøåíèþ
I

 I

�èñ. 5.18. Ñîîòíîøåíèå ∆ · I = (I ⊗ 1) · ∆ = (1 ⊗ I) · ∆

m                                      m

 I

I

�èñ. 5.19. Ñîîòíîøåíèå I · m = m · (I ⊗ 1) = m · (1 ⊗ I)



5.7. Ïîëèíîì Õîâàíîâà è �ðîáåíèóñîâû ðàñøèðåíèÿ 252(çàòåì ýòîò ñäâèã ãðàäóèðîâêè êîìïåíñèðóåòñÿ ïîíèæåíèåì íà åäèíèöó).Ýòî çíà÷èò, ÷òî âñå ýëåìåíòû p, q, r, s ∈ R äîëæíû áûòü îäíîðîäíûìè. Âýòîì ñëó÷àå deg p = 1, deg q = 2, deg r = 0, deg s = 1, ïðè ýòîì âîçìîæíî,÷òî êàêèå-ëèáî èç ýëåìåíòîâ p, q, r, s ðàâíû íóëþ (â ýòîì ñëó÷àå ãðàäóè-ðîâêà áûëà áû íå îïðåäåëåíà). Òîãäà èç ðàâåíñòâà (I)2 = m · ∆ ñëåäóåòdeg(2t) = deg t = 3, ÷òî ïðèâîäèò íàñ ê ïðîòèâîðå÷èþ, åñëè 2 6= 0.Òàêèì îáðàçîì, (êàê è â ñëó÷àå îáû÷íûõ ãîìîëîãèé Õîâàíîâà) Z ⊕ Z-áèãðàäóèðîâàííàÿ òåîðèÿ ãîìîëîãèé ïðè òàêîì ïîäõîäå âîçìîæíà ëèøü âñëó÷àå ïîëÿ õàðàêòåðèñòèêè äâà.�àññìîòðèì ñëó÷àé ïîëÿ õàðàêòåðèñòèêè äâà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ýòîìñëó÷àå èìååò ìåñòî ïðîñòîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå. À èìåííî, â ñëó÷àå
2 = 0 ìàòðèöà m · ∆ ïðåâðàùàåòñÿ â äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó âèäà

m · ∆ =

(

h 0
0 h

) (5.20)Äîáàâèì ê êîëüöó R íîâûé ýëåìåíò u =
√

h, deg u = 1. Ïîëîæèì òåïåðü
R′ = Z2[u, t], ïðè ýòîì àëãåáðà A ïðèîáðåòàåò âèä A′ = R′[X]/(X2−u2X−
t), ãäå degX = 2, degt = 4, degu = 1.Ïîëîæèì

I =

(

u 0
0 u

)

. (5.21)Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà I ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíîé, è óðàâíåíèÿ (5.17,5.18)âûïîëíÿþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè.Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó çàêëþ÷åíèþ.Òåîðåìà 5.11. Íàä ïîëåì Z2 ïàðà àëãåáð (R′,A′) âìåñòå ñ óìíîæåíèåì
m, êîóìíîæåíèåì ∆, çàäàííûì ïî ïðàâèëó ∆(1) = 1 ⊗ X + X ⊗ 1 − u2 ·
1⊗ 1; ∆(X) = X ⊗X + t · 1⊗ 1 è ñêàëÿðíûì îòîáðàæåíèåì I, èìåþùèìâèä (5.21), çàäàþò èíâàðèàíòíóþ òåîðèþ ãîìîëîãèé äëÿ âèðòóàëüíûõçàöåïëåíèé.



5.8. Ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû êëàññè÷åñêèõ è âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé 2535.8. Ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû êëàññè÷åñêèõ è âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèéÏðè êëàññè�èêàöèè è ñîñòàâëåíèè òàáëèö (âèðòóàëüíûõ) óçëîâ âàæíûìøàãîì ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå äèàãðàìì, èìåþùèõ ìèíèìàëüíîå êîëè÷å-ñòâî ïåðåêðåñòêîâ (êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêîâ). Âàæíîé âåõîé â ðàçâèòèèòåîðèè óçëîâ ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Êàó�ìàíà-Ìóðàñóãè (òåîðåìà 4.5) è ïî-ñëåäîâàâøàÿ çà íåé êëàññè�èêàöèÿ àëüòåðíèðîâàííûõ çàöåïëíèé Ìåíàñêîè Òèñòëòóýéòîì [MT℄. Â ãëàâå 4 ìû äîêàçàëè òàêæå îáîáùåíèÿ òåîðåìûÌóðàñóãè (òåîðåìû 4.6,4.7, 4.4).Äàëåå â íàñòîÿùåé ãëàâå ìû äîêàæåì òåîðåìû, óñòàíàâëèâàþùèå ìèíè-ìàëüíîñòü âèðòóàëüíûõ è êëàññè÷åñêèõ äèàãðàìì, è ïðèâåäåì ïðèìåðû.Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû óñèëèì ðåçóëüòàòû î ìèíèìàëüíîñòè äèàãðàììâèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé, îïèñàííûå â ðàçäåëå 4.2, ñ èñïîëüçîâàíèåì êîì-ïëåêñà Õîâàíîâà. Îñíîâíàÿ èäåÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Òåîðåìà 4.4 (íåðà-âåíñòâî span〈L〉 6 4n + 2(χ − 2)) äëÿ âèðòóàëüíîé äèàãðàììû L ñ n ïå-ðåêðåñòêàìè è àòîìîì ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè χ ïîçâîëÿëà äîêàçûâàòüìèíèìàëüíîñòü â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó íåâîçìîæíîóâåëè÷èòü: åñëè íåðàâåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â ñòðîãîå ðàâåíñòâî, òî äëÿ òî-ãî, ÷òîáû óìåíüøèòü ÷èñëî ïåðåêðåñòêîâ n, íàì íóæíî óâåëè÷èòü ýéëåðîâóõàðàêòåðèñòèêó àòîìà èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, óìåíüøèòü åãî ðîä. Îêàçûâà-åòñÿ, ñ ïîìîùüþ ãîìîëîãèé Õîâàíîâà ìîæíî äåëàòü îöåíêè íà ðîä àòîìà,ïðè ýòîì â ðÿäå ñëó÷àåâ ìîæíî ÿâíî íàáëþäàòü, ÷òî ýòîò ðîä íå óìåíüøà-åì. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ âìåñòå ñ íåóìåíüøàåìîñòüþðîäà ïðèâîäÿò ê ìèíèìàëüíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé âèðòóàëüíîé äèàãðàì-ìû.Îòìåòèì î÷åâèäíóþ îáùåèçâåñòíóþ òåîðåìó ìèíèìàëüíîñòè. Èç ïîñòðî-åíèÿ ãîìîëîãèé Õîâàíîâà âûòåêàåòÒåîðåìà 5.12. Ïóñòü K � äèàãðàììà ñ n êëàññè÷åñêèìè ïåðåêðåñòêàìè.Òîãäà ðàçíèöà i1 − i2 ìåæäó âûñîòàìè (ãîìîëîãè÷åñêèìè ãðàäóèðîâêàìè)íåòðèâèàëüíûõ ãðóïï ãîìîëîãèé Õîâàíîâà Khi1,i(K) è Khi2,j(K) íå ïðå-âîñõîäèò n.Äèàãðàììû ñ n ïåðåêðåñòêàìè, ó êîòîðûõ ðàçíèöà ìåæäó âûñîòàìèíåòðèâèàëüíûõ ãðóïï ãîìîëîãèé ðàâíà n, èìåþò ñëîæíîñòü n.



5.8. Ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû êëàññè÷åñêèõ è âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé 254Ïðèâîäèìûå äàëåå ïðèìåðû ìèíèìàëüíûõ äèàãðàìì íå óäîâëåòâîðÿþòóñëîâèÿì òåîðåìû 5.12.Ïðèâîäèìûå íèæå îöåíêè îïóáëèêîâàíû â [Ma14℄.Íà ïðîòÿæåíèè íàñòîÿùåãî ðàçäåëà âñå çàöåïëåíèÿ ïðåäïîëàãàþòñÿ íåïðåäñòàâèìûìè â âèäå íåòðèâèàëüíîé ñâÿçíîé ñóììû.�àññìîòðèì âèðòóàëüíóþ äèàãðàììó L, ñîîòâåòñòâóþùóþ îðèåíòèðóå-ìîìó àòîìó, è ãîìîëîãèè Õîâàíîâà Kh(L) íàä íåêîòîðûì êîëüöîì R. Îáî-çíà÷èì ÷åðåç tmax è tmin ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû
2x − y ïî âñåì ïàðàì x, y òàêèì, ÷òî ãðóïïà ãîìîëîãèé Õîâàíîâà çàöåïëå-íèÿ L ñ áèãðàäóèðîâêîé (x, y) íåòðèâèàëüíà. Íàçîâåì òîëùèíîé (ñì. [AP℄)êîìïëåêñà Õîâàíîâà TR(L) âåëè÷èíó tmax−tmin

2 + 1. Ýòà âåëè÷èíà ÿâëÿåòñÿöåëîé â ñëó÷àå âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò îðèåíòè-ðóåìûå àòîìû, è ìîæåò áûòü ïîëóöåëîé â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ âèðòóàëü-íûõ çàöåïëåíèé (â ýòîì ñëó÷àå èìååò ñìûñë ãîâîðèòü î Z2-òîëùèíå).Äàëåå äèàãîíàëüþ áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî ïàð öåëûõ ÷èñåë (x, y),äëÿ êîòîðûõ 2x− y ïîñòîÿííî. Ñðåäè äèàãîíàëåé èìåþòñÿ êðàéíå ëåâàÿ èêðàéíå ïðàâàÿ � íà êîòîðûõ çíà÷åíèå 2x − y ìèíèìàëüíî (ñîîòâ., ìàêñè-ìàëüíî). Òàêèì îáðàçîì, òîëùèíà èçìåðÿåò êîëè÷åñòâî äèàãîíàëåé ìåæäóäâóìÿ êðàéíèìè äèàãîíàëÿìè.Íàçîâåì òîëùèíîé T (L) âèðòóàëüíîé äèàãðàììû L, êîòîðîé ñîîòâåò-ñòâóåò îðèåíòèðóåìûé àòîì, ìàêñèìóì çíà÷åíèÿ òîëùèíû ïî âñåì êîëü-öàì êîý��èöèåíòîâ (â êëàññè÷åñêîé êàòåãîðèè). Â îðèåíòèðóåìîé êàòåãî-ðèè îïðåäåëÿåòñÿ òîëùèíà Tor êàê ìàêñèìóì òîëùèíû ïî âñåì ïîëÿì (âîðèåíòèðóåìîé âèðòóàëüíîé êàòåãîðèè), à â îáùåé êàòåãîðèè îïðåäåëÿåòñÿ
Z2-òîëùèíà TZ2

(L). Ïóñòü g(L) � ðîä àòîìà, ñîîòâåòñòâóþùåãî äèàãðàììå
L.Èç ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé è îïðåäåëåíèÿ àòîìà âûòåêàåò ñëå-äóþùàÿËåììà 5.9. Äëÿ êàæäîé äèàãðàììû âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ L èìååì:
TZ2

(L) 6 g(L) + 2, ïðè ýòîì äëÿ îðèåíòèðóåìîé äèàãðàììû ìû èìååì
Tor(L) 6 g(L)+2, äëÿ êëàññè÷åñêèõ äèàãðàìì èìååò ìåñòî T (L) 6 g(L)+
2. Ïîíÿòèå 1-ïîëíîé âèðòóàëüíîé äèàãðàììû áûëî îïðåäåëåíî â ãëàâå 4



5.8. Ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû êëàññè÷åñêèõ è âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé 255íà ñòð. 171; îíî îçíà÷àëî, ÷òî äëèíà ñêîáêè Êàó�ìàíà span〈L〉 = 4n− 4g.Íàçîâåì âèðòóàëüíóþ äèàãðàììó L 2-ïîëíîé, åñëè T (L) = 2g + 2.Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ îöåíêè ÷èñëà äèàãîíàëåé êîìïëåêñà Âåðëè (ñì. ñòð.242) íàì íóæíî îöåíèòü àìïëèòóäó ÷èñåë β(s) ïî âñåì ñîñòîÿíèÿì s ∈
K1(L). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ñëó÷àå àëüòåðíèðîâàííîé äèàãðàììû çàöåïëå-íèÿ âñå òàêèå ÷èñëà ðàâíû (÷òî ïðèâîäèò ê íàëè÷èþ äâóõ äèàãîíàëåé tmaxè tmin, òàêèõ, ÷òî tmax = tmin + 2), â ñëó÷àå àòîìà ðîäà 1 ÷èñëà β(s) ìîãóòïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ x, x + 1, x + 2 äëÿ íåêîòîðîãî x; â ñëó÷àå àòîìà ýéëå-ðîâîé õàðàêòåðèñòèêè χ îíè ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ â ïðîìåæóòêå îòíåêîòîðîãî ÷èñëà x äî x + (2 − χ).Ñóììèðóÿ ñêàçàííîå â òåîðåìå 4.4 è ëåììå 5.9, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþ-ùåìó ðåçóëüòàòó.Òåîðåìà 5.13. Ïóñòü T (Kh(K)) = g+2, span〈K〉 = s. Òîãäà êîëè÷åñòâîêëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêîâ ñâÿçíîé äèàãðàììû âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ,ýêâèâàëåíòíîãî çàöåïëåíèþ K, íå ìîæåò áûòü ìåíüøå, ÷åì s

4 + g.Â ÷àñòíîñòè, åñëè äèàãðàììà ñ n ïåðåêðåñòêàìè è àòîìîì ðîäà g ÿâ-ëÿåòñÿ 1-ïîëíîé è 2-ïîëíîé, òî îíà ìèíèìàëüíà â êëàññå ñâÿçíûõ äèà-ãðàìì.Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå îçíà÷àåò, ÷òî ìèíèìàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ âñå äèà-ãðàììû, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ äâà ñâîéñòâà �åñòåñòâåííîé íåñîêðà-òèìîñòè�: â ðàçëîæåíèè ñêîáêè Êàó�ìàíà ñòàðøèé ÷ëåí è ìëàäøèé ÷ëåííå ðàâíû íóëþ, à â êîìïëåêñå Âåðëè êàæäàÿ èç äâóõ êðàéíèõ äèàãîíàëåéèìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí íåòðèâèàëüíûé ýëåìåíò ãîìîëîãèé Õîâàíîâà.Ýòà òåîðåìà èìååò ìåñòî è â áîëåå øèðîêîì êîíòåêñòå, ñì. òåîðåìó 6.6.Òåîðåìà 5.13 èìååò ìåñòî â ëþáîé ñèòóàöèè êàòåãîðèè, â êîòîðîé êîð-ðåêòíî îïðåäåëåí è èíâàðèàíòåí êîìïëåêñ Õîâàíîâà. Òàê, åñëè íàñ èíòåðå-ñóåò èíâàðèàíòíîñòü íåêîòîðîé êëàññè÷åñêîé äèàãðàììû â êëàññå êëàññè-÷åñêèõ äèàãðàìì, ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü òîëùèíó T � ìàêñèìóì ïî âñå-âîçìîæíûì êîëüöàì êîý��èöèåíòîâ, åñëè íàñ èíòåðåñóåò èíâàðèàíòíîñòüâ êàòåãîðèè îðèåíòèðóåìûõ âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé, ìû ìîæåì âçÿòü òîë-ùèíó Tor; â íåîðèåíòèðóåìîì ñëó÷àå íóæíî áðàòü òîëùèíó TZ2
.



5.9. Ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû äëèííûõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ (ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ãë.4) 2565.9. Ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû äëèííûõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ (ñîãëàñíî ðå-çóëüòàòàì ãë.4)Îñíîâíîé çàäà÷åé òåîðèè óçëîâ (êëàññè÷åñêèõ è âèðòóàëüíûõ) ÿâëÿåòñÿçàäà÷à êëàññè�èêàöèè óçëîâ. Ýêâèâàëåíòíûå óçëû ìîãóò áûòü çàäàíû äèà-ãðàììàìè ñ ðàçëè÷íûì êîëè÷åñòâîì (êëàññè÷åñêèõ) ïåðåêðåñòêîâ. Óñòà-íîâëåíèå �àêòà ìèíèìàëüíîñòè äèàãðàììû ÿâëÿåòñÿ êàê ïðàâèëî òðóäíîéçàäà÷åé. Ñâîéñòâî ìèíèìàëüíîñòè ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü çàäà÷ó êëàññè�è-êàöèè.Â ñëó÷àå êëàññè÷åñêîé òåîðèè óçëîâ òåîðåìà 4.7 ïðèâîäèò ê äîêàçàòåëü-ñòâó êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Òèñòëòóýéòà, óòâåðæäàþùåé ìèíèìàëüíîñòüàäåêâàòíûõ äèàãðàìì êëàññè÷åñêèõ çàöåïëåíèé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáà-âèòüñÿ îò óñëîâèÿ îñíàùåííîñòè â òåîðåìå 4.7, ìîæíî ïåðåéòè ê âçÿòèþñâÿçíîé ñóììû óçëà ñ åãî çåðêàëüíûì îáðàçîì (ïîäðîáíîñòè ñì. äàëåå).Ïîýòîìó òåõíèêà îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàëüíûõ äèàãðàìì óçëîâ, îïèñàííàÿ â÷åòâåðòîé ãëàâå (òåîðåìû 4.4, 4.6, 4.7), ïðîõîäèò â ñëó÷àå äëèííûõ âèðòó-àëüíûõ óçëîâ ïî òîé ïðè÷èíå, ÷òî äëÿ äëèííûõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ êîð-ðåêòíî îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ ñâÿçíîé ñóììû. Ïðè ýòîì â îòëè÷èå îò ñëó-÷àÿ êëàññè÷åñêèõ óçëîâ, â êîòîðîì äàííîìó êðèòåðèþ óäîâëåòâîðÿþò ëèøüàäåêâàòíûå äèàãðàììû (ñì. îïðåäåëåíèå íà ñòð. 174), ìèíèìàëüíîñòü êî-òîðûõ áûëà äîêàçàíà åùå Òèñòëòóýéòîì ñ èñïîëüçîâàíèåì ñêîáêè Êàó�ìà-íà (è ìîæåò òàêæå áûòü äîêàçàíà ñ ïîìîùüþ ãîìîëîãèé Õîâàíîâà), çäåñüèìåþòñÿ áåñêîíå÷íûå ñåðèè äëèííûõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ, êîòîðûå íå ÿâ-ëÿþòñÿ àäåêâàòíûìè, íî ìèíèìàëüíîñòü êîòîðûõ äîêàçûâàåòñÿ òåìè æåñàìûìè ìåòîäàìè.Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ ýòèõ êëàññîâ áîëåå ïîäðîáíî. �àññìîòðèì äëèííûåóçëû è èõ çàìûêàíèÿ (ñì. îïð. íà ñòð. 115,116).Íàïîìíèì, ÷òî äèàãðàììà êàáåëÿ Dn(L) áûëà îïðåäåëåíà íà ñòð. 176.Èìååò ìåñòîÒåîðåìà 5.14. Ïóñòü K � äèàãðàììà äëèííîãî âèðòóàëüíîãî óçëà, òà-êàÿ ÷òî äëÿ âñÿêîãî n > 1 âèðòóàëüíàÿ äèàãðàììà Dn(Cl(K)) ÿâëÿåò-ñÿ 1-ïîëíîé. Òîãäà äèàãðàììà K ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé ïî êîëè÷åñòâóêëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêîâ.



5.9. Ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû äëèííûõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ (ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ãë.4) 257Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì äîêàçûâàòü òåîðåìó àíàëîãè÷íî òåîðåìå 4.7. Ïóñòü
L = K#K ′ � ñâÿçíàÿ ñóììà äëèííîãî âèðòóàëüíîãî óçëà ñ åãî çåðêàëü-íûì îáðàçîì. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëîæèì Cl(Dn(K)) = Dn(Cl(K)). Î÷åâèä-íî, ÷òî Dn(L) = Dn(K)#Dn(K

′). Áîëåå òîãî, êàæäîé äèàãðàììå äëèííîãîâèðòóàëüíîãî óçëà K îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò âèðòóàëüíàÿ äèàãðàììà Lñ íóëåâûì îñíàùåíèåì. Òàêèì îáðàçîì, îïåðàöèÿ K → Dn(L) ÿâëÿåòñÿêîððåêòíî îïðåäåëåííîé.Äàëåå, ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî èç 1-ïîëíîòû äèàãðàììû Cl(Dn(K)) ñëå-äóåò ïîëíîòà äèàãðàììû Cl(Dn(L)) (çàìûêàíèå äëÿ êàáåëÿ áåðåòñÿ àíà-ëîãè÷íî çàìûêàíèþ êîñû). Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî êàæäàÿ îêðóæíîñòüâ A-ñîñòîÿíèè äèàãðàììû Cl(Dn(L)) ðàçáèâàåòñÿ íà îêðóæíîñòü èç A-ñîñòîÿíèÿ äèàãðàììû Cl(Dn(K)) è îêðóæíîñòè èç B-ñîñòîÿíèÿ äèàãðàì-ìû Cl(Dn(K
′)). Â ñèëó 1-ïîëíîòû äèàãðàìì B è B′ ñàìîèíöèäåíòíîñòüêàæäîé èç ýòèõ äèàãðàìì äàåò íåíóëåâîé êîý��èöèåíò (M1), àíàëîãè÷íûìîáðàçîì, íåíóëåâûì áóäåò è ñòàðøèé êîý��èöèåíò â ðàçëîæåíèè ñêîáêèÊàó�ìàíà 〈Cl(Dn(K

′))〉.Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ èç òåîðåìû 4.7, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî óìåíü-øåíèå êîëè÷åñòâà êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêîâ äèàãðàììû K ïðèâåëî áû êóìåíüøåíèþ ðîäà àòîìà, ñîîòâåòñòâóþùåãî Cl(L), íà ñêîëü óãîäíî áîëü-øîå ÷èñëî. Ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.Åñòåñòâåííî, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå íåòðèâèàëüíûõ êëàññîâ òàêèõ äëèííûõóçëîâ äîëæíî áûòü äîêàçàíî. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå êîìïàêòíûõ êëàññè÷å-ñêèõ óçëîâ 1-ïîëíîòà äëÿ äèàãðàìì Dn(K) ìîæåò èìåòü ìåñòî ëèøü âñëó÷àå, åñëè èñõîäíàÿ äèàãðàììà ÿâëÿåòñÿ àäåêâàòíîé è âñå äèàãðàììû
Dn(K) òàêæå ÿâëÿþòñÿ àäåêâàòíûìè (ñòð. 174). Â ðàññìàòðèâàåìîì íàìèäàëåå ñëó÷àå íå ïðåäïîëàãàåòñÿ äàæå 1-ïîëíîòû äëÿ èñõîäíîé äèàãðàììû,â òî âðåìÿ, êàê äèàãðàììû Dn(K) ìîãóò áûòü 1-ïîëíûìè, íî íå àäåêâàò-íûìè (è äàæå íå ïîëóàäåêâàòíûìè).Äåëî â òîì, ÷òî �ñòàðøèé� êîý��èöèåíò ñêîáêè Êàó�ìàíà (êàê è ìëàä-øèé åå êîý��èöèåíò) äëÿ âñåõ äèàãðàìì Dn(K) ïðè âñåõ n > 1 âû÷èñëÿ-åòñÿ ïî îäíîé è òîé æå �îðìóëå. Çäåñü ìû èìååì â âèäó ñòàðøèé êîý�-�èöèåíò ðàçëîæåíèÿ (4.1); â ñëó÷àå, åñëè äèàãðàììà D2(K) íå ÿâëÿåòñÿ
1-ïîëíîé, ò.å. ýòîò êîý��èöèåíò ðàâåí íóëþ, �íàñòîÿùèé� ñòàðøèé êîý�-



5.9. Ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû äëèííûõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ (ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ãë.4) 258�èöèåíò âû÷èñëÿåòñÿ ãîðàçäî ñëîæíåå.Ïîýòîìó âàæíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ñòàðøåãî è ìëàäøåãî êî-ý��èöèåíòîâ ñêîáêè Êàó�ìàíà (4.1) äëÿ êàáåëåé Dn(K).Ýòîò êîý��èöèåíò òåñíî ñâÿçàí ñ �óíêöèåé M1 (ñì. ñòð. 181). Áîëåå òî÷-íî, ïóñòü äàíà õîðäîâàÿ äèàãðàììà íà îêðóæíîñòè (íà íåñêîëüêèõ îêðóæ-íîñòÿõ) D. �àçîáüåì õîðäû äèàãðàììû D íà äâà ìíîæåñòâà, îáðàçóþùèåõîðäîâûå äèàãðàììû D′ è D′′ (íàáîðû õîðäîâûõ äèàãðàìì) è çàòåì ñîñ÷è-òàòü êîý��èöèåíòû M1(D
′) è M1(D

′′). Ýòî ïðèâîäèò íàñ ê âû÷èñëåíèþñòàðøåãî êîý��èöèåíòà ðàçëîæåíèÿ (4.1) äëÿ âñåõ äèàãðàìì Dn(L) ïðè
n > 1 îäíîâðåìåííî.Ïîñëåäíåå ëåãêî âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèÿ (âïåðâûå äîêàçàííîãî â ðàáî-òå [Mn
h℄) î òîì, ÷òî åñëè õîðäîâàÿ äèàãðàììà D′ ïîëó÷àåòñÿ èç õîðäîâîéäèàãðàììû D äîáàâëåíèåì ïàðàëëåëüíîé õîðäû ê îäíîé èç õîðä (áåçðàç-ëè÷íî, ê êàêîé èìåííî), òî M1(D′) = M1(D). Èç ýòîãî ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòèòî, ÷òî çíà÷åíèå �óíêöèè M1 íå èçìåíèòñÿ, åñëè âìåñòî êàæäîé õîðäûâçÿòü íàáîð èç k ïàðàëëåëüíûõ õîðä.Ïðè âçÿòèè n-ãî êàáåëÿ Dn(K) â ñòàðøåì ñîñòîÿíèè ìû ïîëó÷èì äâåîêðóæíîñòè, õîðäîâûå äèàãðàììû êîòîðûõ � ýòî äèàãðàììû, ïîëó÷àåìûåèç D′ è D′′ îïåðàöèåé âçÿòèÿ n ïàðàëëåëüíûõ õîðä íà ìåñòå êàæäîé õîðäû.Ïîñëåäíåå èçîáðàæåíî íà ðèñ. 5.21: òðîéíîé êàáåëü äëÿ óçëà âîñüìåðêà âêàæäîì ïåðåêðåñòêå äàåò òðè õîðäû ëèáî äëÿ ñàìîé âíóòðåííåé îêðóæíî-ñòè, ëèáî äëÿ ñàìîé âíåøíåé îêðóæíîñòè.Â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå äåëî îáñòîèò òàê, ÷òî èñõîäíàÿ õîðäîâàÿ äèà-ãðàììà ÿâëÿåòñÿ d-äèàãðàììîé (ñì. îïð. íà ñòð. 163), è ïîëó÷àþùååñÿ ðàç-áèåíèå � ýòî êàê ðàç ðàçáèåíèå õîðä íà äâà ñåìåéñòâà òàêèì îáðàçîì, ÷òîõîðäû, ïðèíàäëåæàùèå îäíîìó ñåìåéñòâó, ÿâëÿþòñÿ íåçàöåïëåííûìè. Òà-êèì îáðàçîì, åñëè ó èçíà÷àëüíîé äèàãðàììû èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà õîðäà,ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè íà îäíîé è òîé æå îêðóæíîñòè, òî íè îäíà èç äèàãðàìì
Dn(L), n > 1, íå áóäåò 1-ïîëíîé. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî â êëàññè÷åñêîì ñëó-÷àå 1-ïîëíîòà äèàãðàììû Dn(L) âëå÷åò àäåêâàòíîñòü äèàãðàììû L.Ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà ñëó÷àå, êîãäà ó àòîìà èìååòñÿ ðîâíî îäíà äîêðèòè-÷åñêàÿ (ñîîòâ., ïîñëåêðèòè÷åñêàÿ) îêðóæíîñòü.Â ñëó÷àå âèðòóàëüíûõ äèàãðàìì ýòî ðàçáèåíèå ìîæåò áûòü (äëÿ çàäàí-



5.9. Ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû äëèííûõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ (ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ãë.4) 259íîé õîðäîâîé äèàãðàììû D) ïðîèçâîëüíûì. Ïîñòðîåíèå äèàãðàìì, ñîîò-âåòñòâóþùèõ ïðîèçâîëüíûì ðàçáèåíèÿì, äîñòèãàåòñÿ ïîñðåäñòâîì âèðòóà-ëèçàöèè. À èìåííî, ïðè âèðòóàëèçàöèè íåêîòîðîãî ïåðåêðåñòêà â èñõîäíîéäèàãðàììå L ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîìó ïåðåêðåñòêó õîðäà â ðàçáèåíèè, îò-âå÷àþùåì äèàãðàììå Dn(L), ïåðåõîäèò èç îäíîãî ñåìåéñòâà â äðóãîå.Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ êîíñòðóêöèÿ. Äàëåå äîêîíöà íàñòîÿùåé ãëàâû âñå àòîìû, ñîîòâåòñòâóþùèå äèàãðàììàì âèðòó-àëüíûõ çàöåïëåíèé, ïðåäïîëàãàþòñÿ îðèåíòèðóåìûìè.Ïóñòü D � õîðäîâàÿ äèàãðàììà íà îäíîé îêðóæíîñòè ñ n õîðäàìè, èïóñòü V (D) � ñîîòâåòñòâóþùèé åé àòîì ñ îäíîé ÷åðíîé êëåòêîé è n âåð-øèíàìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îñòîâ àòîìà V (D) èìååò îäíó óíèêóðñàëüíóþêîìïîíåíòó, ò.å. ïðè ëþáîé ïðîåêöèè îñòîâà íà ïëîñêîñòü ñ ñîõðàíåíèåì
A-ñòðóêòóðû ìû ïîëó÷èì óçåë, à íå ìíîãîêîìïîíåíòíîå çàöåïëåíèå.Ïóñòü äàëååD′ èD′′ � äâå õîðäîâûå äèàãðàììû, ïîëó÷åííûå ðàçáèåíèåìõîðä äèàãðàììû D íåêîòîðûì îáðàçîì íà äâà ïîäìíîæåñòâà.Îïðåäåëèì äèàãðàììó KD;D′,D′′ äëèííîãî âèðòóàëüíîãî óçëà ñëåäóþùèìîáðàçîì (ñ òî÷íîñòüþ äî äâèæåíèé îáúåçäà). Â êà÷åñòâå àòîìà, çàäàþùåãîýòó äèàãðàììó, ìû âîçüìåì àòîì V (D); ïî òàêîìó àòîìó äèàãðàììà óçëàâîññòàíàâëèâàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî âèðòóàëèçàöèè (è îáúåçäà). Äëÿóñòðàíåíèÿ íåîäíîçíà÷íîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ âèðòóàëèçàöèåé, âîñïîëüçóåìñÿðàçáèåíèåì äèàãðàììû D íà ïîääèàãðàììû D′ è D′′.À èìåííî, ïîãðóçèì õîðäîâóþ äèàãðàììó D â ïëîñêîñòü ñëåäóþùèì îá-ðàçîì: âëîæèì îêðóæíîñòü ýòîé äèàãðàììû ñòàíäàðòíûì îáðàçîì è ðàñ-ïîëîæèì õîðäû, ïðèíàäëåæàùèå ïîääèàãðàììå D′, âíóòðè îêðóæíîñòè, àõîðäû, ïðèíàäëåæàùèå ïîääèàãðàììå D′′, ñ âíåøíåé ñòîðîíû (íàïðèìåð,âíóòðåííèå � â âèäå ïðÿìîëèíåéíûõ îêðóæíîñòåé, à âíåøíèå � â âèäåîáðàçîâ ïðÿìîëèíåéíûõ îòðåçêîâ ïðè èíâåðñèè). Åñòåñòâåííî, íåêîòîðûåõîðäû äèàãðàììû D′ ìîãóò áûòü çàöåïëåíû (êàê è õîðäû äèàãðàììû D′′).Äàëåå ìû çàìåíèì îêðåñòíîñòü êàæäîé èç ïîãðóæåííûõ õîðä íà äâå äó-ãè, îáðàçóþùèå êëàññè÷åñêèé ïåðåêðåñòîê. Â òåõ òî÷êàõ, ãäå õîðäû èìåëèïåðåñå÷åíèÿ, âîçíèêíóò ÷åòâåðêè ïåðåêðåñòêîâ; ïîìåòèì âñå òàêèå ïåðå-êðåñòêè êàê âèðòóàëüíûå, ñì. ðèñ. 5.20.ßñíî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ äèàãðàììà îïðåäåëåíà (ñ òî÷íîñòüþ äî îáúåçäà)



5.9. Ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû äëèííûõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ (ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ãë.4) 260
D           D                D 

1        2

�èñ. 5.20. Ïîñòðîåíèå äèàãðàììû óçëà KD;D′,D′′âçàèìíûì ðàñïîëîæåíèåì ïåðåñå÷åíèé õîðä õîðäîâûõ äèàãðàìì D′, D′′.Ïîëó÷åííóþ äèàãðàììó ìû è îáîçíà÷èì ÷åðåç KD;D′,D′′. Ýòà êîíñòðóê-öèÿ ïîíàäîáèòñÿ íàì â äàëüíåéøåì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíûõ äèà-ãðàìì íåêîòîðûõ âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé.�àññìîòðèì n-é êàáåëü Dn(KD;D′,D′′).Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿËåììà 5.10. Äëÿ ëþáîãî n > 1 äëÿ äèàãðàììû Dn(KD;D′,D′′) ìëàäøèéêîý��èöèåíò â ðàçëîæåíèè ñêîáêè Êàó�ìàíà (4.1) è ðàâåí ±M1(D
′) ·

M1(D
′′).Ñêàæåì, ÷òî â íåêîòîðîì ñîñòîÿíèè îêðóæíîñòü ïîäõîäèò ñàìà ê ñåáå âïåðåêðåñòêå, åñëè îíà èíöèäåíòíà ýòîìó ïåðåêðåñòêó äâàæäû.Ëåììà 5.10 âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé: ó êàáåëÿ Dn(KD;D′,D′′)âB-ñîñòîÿíèè èìååòñÿ ïî n îêðóæíîñòåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ êàæäîé îêðóæ-íîñòè B-ñîñòîÿíèÿ äèàãðàììû KD;D′,D′′. Äâå èç íèõ � �ñàìàÿ âíóòðåííÿÿ�è �ñàìàÿ âíåøíÿÿ� ìîãóò ïîäõîäèòü ñàìè ê ñåáå â íåêîòîðûõ âåðøèíàõ;âñå îñòàëüíûå �çàæàòû� ìåæäó ýòèìè äâóìÿ îêðóæíîñòÿìè, ñì. ðèñ. 5.21.Îäíà èç ýòèõ êðàéíèõ îêðóæíîñòåé ïîäõîäèò ñàìà ê ñåáå ñîãëàñíî äèà-ãðàììå D′, à äðóãàÿ � ñîãëàñíî äèàãðàììå D′′. Îòñþäà ïîëó÷àåì èñêîìîå



5.9. Ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû äëèííûõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ (ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ãë.4) 261óòâåðæäåíèå ëåììû 5.10.

�èñ. 5.21. B-ñîñòîÿíèå äëÿ òðîéíîãî êàáåëÿ óçëà âîñüìåðêàÂ âèäó ëåììû 5.10 àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ òàêîãî ðàç-áèåíèÿ äèàãðàììû D íà äâå äèàãðàììû D′ è D′′, ÷òîáû M1(D
′) ·M1(D

′′) 6=
0. Ýòî ÷àñòî áûâàåò äàæå â òîì ñëó÷àå, êîãäà M1(D) = 0.Åñòåñòâåííîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ïðèìåðîâ äèàãðàìì âèð-òóàëüíûõ óçëîâ D, äëÿ êîòîðûõ êàê ñòàðøèé, òàê è ìëàäøèé ìîíîìû âðàçëîæåíèè ïî (4.1) íå ðàâíû íóëþ.Äëÿ òîãî, ÷òîáû óäîáíî ñëåäèòü çà îáîèìè êîý��èöèåíòàìè, ïðåäïîëî-æèì, ÷òî ìû èìååì äåëî ñ àòîìîì ñ îäíîé ïîñëåêðèòè÷åñêîé îêðóæíîñòüþè îäíîé äîêðèòè÷åñêîé îêðóæíîñòüþ.



5.9. Ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû äëèííûõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ (ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ãë.4) 262Êðîìå òîãî, ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì îðèåíòèðóåìûõ àòîìîâ. Áîëåå òî-ãî, ïóñòü äàíà äèàãðàììà D, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðûé îðèåíòè-ðóåìûé àòîì V (D), èìåþùèé îäíó ïîñëåêðèòè÷åñêóþ îêðóæíîñòü (ñîîò-âåòñòâóþùóþ îáõîäó, çàäàâàåìîìó äèàãðàììîé D) è îäíó äîêðèòè÷åñêóþîêðóæíîñòü. Ñ òî÷êè çðåíèÿ äîêðèòè÷åñêîé îêðóæíîñòè àòîì òàêæå ìî-æåò áûòü çàêîäèðîâàí õîðäîâîé äèàãðàììîé � ýòà îêðóæíîñòü ïîëó÷àåòñÿèç àòîìà V ∗(D), êîòîðûé îòëè÷àåòñÿ îò V (D) öâåòàìè êëåòîê.Íàçîâåì ýòó õîðäîâóþ äèàãðàììó äâîéñòâåííîé ê äèàãðàììå D è îáî-çíà÷èì åå ÷åðåç D∗. Òîãäà èìååòñÿ åñòåñòâåííîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîò-âåòñòâèå ìåæäó õîðäàìè äèàãðàììû D è õîðäàìè äèàãðàììû D∗ (è òå, èäðóãèå âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò âåðøèíàì àòîìà V (D)). Òàêèìîáðàçîì, ëþáîå ïîäðàçáèåíèå õîðäîâîé äèàãðàììû D íà ïîääèàãðàììû
D′, D′′ çàäàåò ïîäðàçáèåíèå äèàãðàììû D∗ íà D′

∗, D
′′
∗ .Èç èçëîæåííîãî âûøå âûòåêàåòËåììà 5.11. Ïóñòü àòîì, ñîîòâåòñòâóþùèé õîðäîâîé äèàãðàììå D,èìååò îäíó ÷åðíóþ êëåòêó è îäíó áåëóþ êëåòêó. Òîãäà äëÿ äèàãðàììû

Dn(KD;D′,D′′) ñòàðøèé êîý��èöèåíò â ðàçëîæåíèè ñêîáêè Êàó�ìàíà (4.1)è ðàâåí ±M1(D
′
∗) · M1(D

′′
∗).Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé òåîðåìå.Òåîðåìà 5.15. Ïóñòü D � õîðäîâàÿ äèàãðàììà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ àòî-ìó ñ îäíîé ÷åðíîé êëåòêîé è îäíîé áåëîé êëåòêîé, è ïóñòü íåêîòîðîåðàçáèåíèå åå õîðä íà äâà ñåìåéñòâà çàäàåò äèàãðàììû D′, D′′. Ïðåäïîëî-æèì, ÷òî äèàãðàììå D ñîîòâåòñòâóåò óçåë (íå çàöåïëåíèå), ïðè ýòîì

M1(D
′) · M1(D

′′) · M1(D
′
∗) · M1(D

′′
∗) 6= 0. Òîãäà ëþáàÿ äèàãðàììà äëèííîãîóçëà, ïîëó÷àþùàÿñÿ ðàçðûâàíèåì äèàãðàììû KD;D′,D′′, ÿâëÿåòñÿ ìèíè-ìàëüíîé ïî êîëè÷åñòâó êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêîâ.Äàííàÿ òåîðåìà óäîáíà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèìåðîâ ê òåîðåìå 5.14.Îòìåòèì, ÷òî åñëè äèàãðàììà D çàäàåò àòîì ñ îäíîé ÷åðíîé êëåòêîé èîäíîé áåëîé êëåòêîé, òî äèàãðàììà KD;D′,D′′ íå ÿâëÿåòñÿ íè àäåêâàòíîé, íèïîëóàäåêâàòíîé (åñëè ìíîæåñòâî õîðä äèàãðàììû D íåïóñòî).Ïóñòü n ∈ N. �àññìîòðèì õîðäîâóþ äèàãðàììó D èç (6 + 4n) + 4 õîðä,óñòðîåííóþ ñëåäóþùèì ñïîñîáîì: ïåðâûå (6+4n) õîðä îáðàçóþò íåçàìêíó-



5.9. Ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû äëèííûõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ (ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ãë.4) 263òóþ öåïî÷êó, â êîòîðîé êàæäàÿ õîðäà ñ íîìåðîì i ïåðåñåêàåòñÿ (çàöåïëåíà)ñ õîðäàìè ñ ñîñåäíèì(è) íîìåðàìè i−1 (åñëè i > 1) è i+1 (åñëè i < 6+4n)).Îñòàâøèåñÿ 4 îáîçíà÷åíû áóêâàìè a, b, c, d, ñì. ðèñ. 5.22.

...

1

2  

a
b

c

d

3

4+6n

2+6n

         3+6n

�èñ. 5.22. Õîðäîâàÿ äèàãðàììà, çàäàþùàÿ ìèíèìàëüíóþ âèðòóàëüíóþ äèàãðàììóÇàìå÷àíèå 5.12. Õîðäû a, b, c, d èçîáðàæåíû ïóíêòèðîì äëÿ íàãëÿäíî-ñòè. Îíè âñå ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè, ðàâíî êàê è âñå îñòàëüíûåõîðäû äàííîé õîðäîâîé äèàãðàììû.Òåïåðü ìû ìîæåì ðàçáèòü õîðäû äèàãðàììû D íà äâà ñåìåéñòâà ñëåäó-þùèì îáðàçîì: õîðäû a, d îòíåñåì ê D′, õîðäû b, c îòíåñåì ê ïîääèàãðàììå
D′′, à îñòàëüíûå õîðäû ðàñïðåäåëåíû òàê: íà÷àëüíûå òðè õîðäû 1, 2, 3 � âñåìåéñòâå D′, äàëåå äâå õîðäû 4, 5 � â ñåìåéñòâå D′′, ñëåäóþùèå äâå õîðäû� â ñåìåéñòâå D′, äàëåå ìû îïðåäåëÿåì ïàðó ñîñåäíèõ õîðä òî â îäíî, òî âäðóãîå ñåìåéñòâî, ïîêà íå îñòàíóòñÿ òðè õîðäû. Õîðäû 4n+4, 4n+5, 4n+6òàêæå ïîïàäóò â îäíî ñåìåéñòâî.Äâîéñòâåííàÿ äèàãðàììà áóäåò èìåòü âèä, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 5.23.Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî M1(D

′) · M1(D
′′) · M1(D

′
∗) · M1(D

′′
∗) = ±1.Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè áåñêîíå÷íûé íàáîð ïðèìåðîâ ìèíèìàëü-íûõ äèàãðàìì äëèííûõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ íè àäå-êâàòíûìè, íè ïîëóàäåêâàòíûìè. . Òàêæå ëåãêî âèäåòü, ÷òî ó (çàìûêàíèé)ýòèõ äèàãðàìì íåò ãîìîëîãèé Õîâàíîâà â ñòàðøåé è ìëàäøåé âûñîòàõ, èç



5.9. Ìèíèìàëüíûå äèàãðàììû äëèííûõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ (ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ãë.4) 264
...

1

3

1+6n

3+6n

2

4

...
2+6n

4+6n

b

a

d

c�èñ. 5.23. Õîðäîâàÿ äèàãðàììà, äâîéñòâåííàÿ ê ïðåäûäóùåé÷åãî ñëåäóåò, ÷òî ìèíèìàëüíîñòü ýòîé äèàãðàììû íå âûòåêàåò èç òåîðå-ìû 5.12.



�ëàâà 6�îìîëîãèè Õîâàíîâà âèðòóàëüíûõ óçëîâ ñïðîèçâîëüíûìè êîý��èöèåíòàìèÖåëüþ íàñòîÿùåé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ïî äèàãðàììå ïðîèçâîëü-íîãî âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ öåïíîãî êîìïëåêñà, ãîìîëîãèè êîòîðîãî èí-âàðèàíòíû ïðè îáîáùåííûõ äâèæåíèÿõ �åéäåìåéñòåðà, ïðè ýòîì â ñëó-÷àå êëàññè÷åñêèõ óçëîâ êîìïëåêñ èìååò òå æå ãîìîëîãèè, ÷òî è îáû÷íûéêîìïëåêñ Õîâàíîâà, áîëåå òîãî, ïîñòðîåííûå â ïðåäûäóùåé ãëàâå ÷àñòíûåñëó÷àè (äëÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò îðèåíòèðóåìûåàòîìû, à òàêæå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ â ñëó÷àå êîý��èöè-åíòîâ â ïîëå õàðàêòåðèñòèêè äâà) çàäàþò êîìïëåêñû, ãîìîëîãèè êîòîðûõèçîìîð�íû ãîìîëîãèÿì êîìïëåêñà, êîòîðûé ñòðîèòñÿ â íàñòîÿùåé ãëàâå.�ðàäóèðîâàííàÿ ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ýòîãî êîìïëåêñà ñîâïàäàåò ñ ïî-ëèíîìîì Äæîíñà Ĵ âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ.Êîíñòðóêöèÿ, ïðèâîäèìàÿ â íàñòîÿùåé ãëàâå, äàåò óòî÷íåíèå íåêîòîðûõòåîðåì ïðåäûäóùèõ äâóõ ãëàâ, â ÷àñòíîñòè, òåîðåì î çàòÿãèâàþùåì äåðåâåäëÿ êîìïëåêñà Õîâàíîâà è òåîðåì ìèíèìàëüíîñòè. Îíà ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëü-íîé â äèññåðòàöèè. �åçóëüòàòû íàñòîÿùåé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ[Man9℄ è [Ìà15℄.Êðîìå âèðòóàëüíûõ óçëîâ, ïðèâîäèìàÿ â íàñòîÿùåé ãëàâå êîíñòðóêöèÿ(âìåñòå ñ êîíñòðóêöèåé àòîìîâ, îïèñàííîé â 4 ãëàâå) ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòüòåîðèþ ãîìîëîãèé Õîâàíîâà äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà îáúåêòîâ � ñêðó-÷åííûõ óçëîâ (ñì. äàëåå).



6.1. Ââåäåíèå. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò. 2666.1. Ââåäåíèå. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò.Â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ ìû ïîñòðîèëè òåîðèþ ãîìîëîãèé Õîâàíîâà äëÿâèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ. Áîëåå òî÷íî, êîì-ïëåêñ Õîâàíîâà íàä Z áûë îïðåäåëåí ëèøü äëÿ äèàãðàìì âèðòóàëüíûõçàöåïëåíèé, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò îðèåíòèðóåìûå àòîìû; â îáùåì ñëó-÷àå (äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âèðòóàëüíûõ äèàãðàìì � êîòîðûì ìîãóò ñîîòâåò-ñòâîâàòü êàê îðèåíòèðóåìûå, òàê è íåîðèåíòèðóåìûå àòîìû) êîìïëåêñ Õî-âàíîâà áûë îïðåäåëåí ëèøü íàä ïîëåì Z2 (êîãäà êîììóòàòèâíîñòü ãðàíåéêóáà ñîâïàäàåò ñ àíòèêîììóòàòèâíîñòüþ, è èç ýòîãî âûòåêàåò òîò �àêò, ÷òîêâàäðàò äè��åðåíöèàëà ðàâåí íóëþ). Àòîì (ñì. îïð. íà ñòð. 154) � åãî ðîä,à òàêæå îðèåíòèðóåìîñòü/íåîðèåíòèðóåìîñòü � èãðàåò âàæíóþ ðîëü â ïî-ñòðîåíèè è èçó÷åíèè ñâîéñòâ ãîìîëîãèé Õîâàíîâà êàê êëàññè÷åñêèõ, òàê èâèðòóàëüíûõ óçëîâ (ïðè ýòîì íåîðèåíòèðóåìîñòü äî ñèõ ïîð ÿâëÿëàñü ãëàâ-íûì ïðåïÿòñòâèåì äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáùåé òåîðèè). Äëÿ íåîðèåíòèðóåìûõàòîìîâ áûëè ïðåäëîæåíû äâå ãåîìåòðè÷åñêèå êîíñòðóêöèè, ïåðåäåëûâàþ-ùèå ëþáîå âèðòóàëüíîå çàöåïëåíèå â âèðòóàëüíîå çàöåïëåíèå, êîòîðîìóñîîòâåòñòâóåò îðèåíòèðóåìûé àòîì. Äàëåå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ãîìîëîãèèÕîâàíîâà ïîëó÷åííîãî âèðòóàëüíîãî óçëà (çàöåïëåíèÿ) ÿâëÿþòñÿ èíâàðè-àíòàìè èñõîäíîãî âèðòóàëüíîãî óçëà (çàöåïëåíèÿ).Îñíîâíîé òðóäíîñòüþ, êîòîðàÿ ïðåîäîëåíà â íàñòîÿùåé ãëàâå, ÿâëÿåòñÿîïðåäåëåíèå äè��åðåíöèàëà äëÿ êîìïëåêñîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âèðòóàëü-íûì óçëàì, êîãäà ïðèõîäèòñÿ ïðîâåðÿòü çíà÷èòåëüíî áîëüøå ñëó÷àåâ, ÷åìäëÿ êëàññè÷åñêèõ óçëîâ (ñîîòâåòñòâóþùèå àòîìû áûëè ðàññìîòðåíû â ðàç-äåëå 5.7.1).Ýòà òðóäíîñòü ïðåîäîëåâàåòñÿ ïîñðåäñòâîì ïîñòðîåíèÿ íîâîãî êîìïëåê-ñà, èìåþùåãî òå æå ãîìîëîãèè, ÷òî è èñõîäíûé êîìïëåêñ Õîâàíîâà. Ïåðâîéêëþ÷åâîé èäååé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ: ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî ïåðåêðåñò-êà óçëà ê äðóãîìó âäîëü îêðóæíîñòè ñîñòîÿíèÿ íóæíî ìåíÿòü áàçèñ àë-ãåáðû Ôðîáåíèóñà, çàäàþùåé ãîìîëîãèè Õîâàíîâà òðèâèàëüíîãî óçëà (÷òîñâÿçàíî ñ âûáîðîì ëîêàëüíîé îðèåíòàöèè ñîîòâåòñòâóþùåé îêðóæíîñòè,ïðîèñõîäÿùèì èç ïåðåêðåñòêà). Âòîðàÿ êëþ÷åâàÿ èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîâìåñòî îáû÷íîãî òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî íåñêîëüêèì



6.1. Ââåäåíèå. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò. 267îêðóæíîñòÿì â íåêîòîðîì ñîñòîÿíèè, ìû áåðåì �óïîðÿäî÷åííîå ïðîèçâå-äåíèå� ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàäóèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ. Ýòî èçáàâëÿåò íàñîò �èñêóññòâåííîé� îïåðàöèè ïåðåäåëûâàíèÿ êîììóòàòèâíîãî êóáà â àíòè-êîììóòàòèâíûé, êàê ýòî ïðîäåëàíî â ðàáîòàõ [Kh, BN1℄ è â ïðåäûäóùåéãëàâå.Êàæäîé äèàãðàììå âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ ìû ñîïîñòàâëÿåì áèãðàäó-èðîâàííûé êîìïëåêñ, ãðóïïû ãîìîëîãèé êîòîðîãî èíâàðèàíòíû ïðè îáîá-ùåííûõ äâèæåíèÿõ �åéäåìåéñòåðà. Îòìåòèì íåêîòîðûå âàæíûå ñâîéñòâàíàøåé êîíñòðóêöèè.1. Êîìïëåêñ ñòðîèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì àòîìîâ; îí ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíò-íûì ïðè òàê íàçûâàåìîé âèðòóàëèçàöèè (ñì. îïð. íà ñòð. 151). Ýòîñëåäóåò èç ëåììû 6.1.2. Ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà �ñêðó÷åííûõ âèð-òóàëüíûõ óçëîâ� âî ìíîæåñòâî âèðòóàëüíûõ óçëîâ ïî ìîäóëþ âèðòóà-ëèçàöèè.Ïîýòîìó ïðèâåäåííûé âûøå ïîäõîä ïðèâîäèò ê èíâàðèàíòàì ñêðó÷åí-íûõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ.×àñòíûì ñëó÷àåì ñêðó÷åííûõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ (óçëîâ â îðèåíòèðî-âàííûõ óòîëùåíèÿõ íåîðèåíòèðóåìûõ äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé ñ òî÷-íîñòüþ äî ñòàáèëèçàöèè) ÿâëÿþòñÿ óçëû â ïðîêîëîòîì òðåõìåðíîìïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå.Òàêèì îáðàçîì, ïðèâîäèìàÿ â íàñòîÿùåé ãëàâå òåîðèÿ ïðèâîäèò ê ïî-ñòðîåíèþ ãîìîëîãèé Õîâàíîâà è äëÿ óçëîâ â RP 3.3. Â ñëó÷àå êîý��èöèåíòîâ íàä ïîëåì Z2 êîìïëåêñ â òî÷íîñòè ñîâïàäàåòñ êîìïëåêñîì, ïîñòðîåííûì â ïðåäûäóùåé ãëàâå.4. Äëÿ óçëîâ, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò îðèåíòèðóåìûå àòîìû (â ÷àñòíî-ñòè, êëàññè÷åñêèõ óçëîâ) ýòîò êîìïëåêñ èìååò òå æå ãîìîëîãèè, ÷òî èêîìïëåêñ, ïîñòðîåííûé â ïðåäûäóùåé ãëàâå.5. Äîêàçàòåëüñòâî èíâàðèàíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì; îíî ïîâòîðÿåòäîêàçàòåëüñòâî èíâàðèàíòíîñòè â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, ñì., íàïð., [BN1℄;ãëàâíàÿ òðóäíîñòü ñîñòîèò â êîððåêòíîì îïðåäåëåíèè äè��åðåíöèàëà



6.2. Àòîìû è ñêðó÷åííûå âèðòóàëüíûå óçëû 268� òàêîì ïîäáîðå çíàêîâ, ïðè êîòîðîì êóá ñòàíîâèòñÿ àíòèêîììóòàòèâ-íûì.Äàëüíåéøèå ñâîéñòâà ãîìîëîãèé Õîâàíîâà.Ìîæíî ñ÷èòàòü (ïîäðîáíåå ñì. [BN3℄), ÷òî ñàì êîìïëåêñ Õîâàíîâà ñòðî-èòñÿ èç êîìïëåêñîâ ýëåìåíòàðíûõ êîáîðäèçìîâ, êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäüñîñòîÿò èç ýëåìåíòàðíûõ êîìïëåêñîâ, ïîðîæäåííûõ îêðóæíîñòÿìè. Ýòàòåîðèÿ ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì àíàëîãîì àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè, îïèñàí-íîé âûøå: îáúåêòàìè êàòåãîðèè ÿâëÿþòñÿ íàáîðû îêðóæíîñòåé ñ ìåòêàìè,à ìîð�èçìàìè � êîáîðäèçìû.Çàìåòèì, ÷òî ïîñòðîåííàÿ íàìè ÿâíî òåîðèÿ ãîìîëîãèé Õîâàíîâà îáëàäà-åò ðÿäîì âàæíûõ ñâîéñòâ. Â ÷àñòíîñòè, ãîìîëîãèè Õîâàíîâà èíâàðèàíòíûïðè âèðòóàëèçàöèÿõ, èç ÷åãî ñëåäóåò òî, ÷òî ãîìîëîãèè Õîâàíîâà âîññòà-íàâëèâàþòñÿ ïî àòîìó, ñîîòâåòñòâóþùåìó äèàãðàììå âèðòóàëüíûõ óçëîâ.Ýòî ïðèâîäèò ê òåîðèè ãîìîëîãèé Õîâàíîâà äëÿ �ñêðó÷åííûõ âèðòóàëü-íûõ óçëîâ� â ñìûñëå Áóðãóàíà è Âèðî [Bou, Viro2℄, ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòî-ðûõ ÿâëÿþòñÿ óçëû â òðåõìåðíîì ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå RP 3.Îòìåòèì, ÷òî ñêîáêà Êàó�ìàíà äëÿ óçëîâ âRP 3 áûëà ïîñòðîåíàÞ.Â.Äðî-áîòóõèíîé â [Äðî℄.Êðîìå òîãî, ýòà òåîðèÿ äîïóñêàåò ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ, ïîñòðîåííûåðàíåå äëÿ îáû÷íûõ ãîìîëîãèé Õîâàíîâà: òåîðèÿ Ëå, çàòÿãèâàþùåå äåðåâîÂåðëè-Êî�ìàíà-×àìïàíåðêàðà, [Weh2, ChK℄ (êîìïëåêñ Âåðëè) è äð.6.2. Àòîìû è ñêðó÷åííûå âèðòóàëüíûå óçëûÏåðåñòðîéêè òèïà 2 → 1 è 1 → 2 â êîìïëåêñå Õîâàíîâà áóäóò (ñì.ñòð. 273) ñîîòâåòñòâîâàòü ÷àñòè÷íûì äè��åðåíöèàëàì ∂′, èç êîòîðûõ ñî-ñòàâëÿåòñÿ äè��åðåíöèàë ∂ (ñì. äàëåå); ïåðåñòðîéêà 2 → 1 ñîîòâåòñòâóåòóìíîæåíèþ m, à ïåðåñòðîéêà 1 → 2 � êîóìíîæåíèþ ∆.Íàïîìíèì, ÷òî íåíîðìèðîâàííàÿ âåðñèÿ ïîëèíîìà Äæîíñà, âûðàæàåìàÿïî �îðìóëå ∑

s aα(s)−β(s)(−a2 − a−2)γ(s)−1, íàçûâàåòñÿ ñêîáêîé Êàó�ìàíà;ñêîáêà Êàó�ìàíà, êàê è ïîëèíîì Äæîíñà, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëèíîìËîðàíà îò îäíîé ïåðåìåííîé. Ïîëèíîì Äæîíñà ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûìïðè (îáîáùåííûõ) äâèæåíèÿõ �åéäåìåéñòåðà, [Kau7℄.



6.2. Àòîìû è ñêðó÷åííûå âèðòóàëüíûå óçëû 269Â ïðåäûäóùåé ãëàâå â ðåçóëüòàòå çàìåíû ïåðåìåííîé a =
√

−q−1 ìûïîëó÷èëè âìåñòî ïîëèíîìà Äæîíñà X åãî ìîäè�èöèðîâàííóþ âåðñèþ J , àòàêæå ïîëèíîì Ĵ = J · (q + q−1) (ñì. ñòð. 204).Äàëåå â íàñòîÿùåé ãëàâå (êàê è â ãëàâå 5) ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ ïîëè-íîìîì Ĵ è íàçûâàòü åãî ïîëèíîìîì Äæîíñà.Êàê ïîêàçàíî â ãëàâå 4, âñÿ íåîáõîäèìàÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîëèíîìàÄæîíñà èí�îðìàöèÿ ñîäåðæèòñÿ â àòîìå, ñîîòâåòñòâóþùåì âèðòóàëüíîéäèàãðàììå.Íàïîìíèì, ÷òî àòîìîì (ñì. îïð. íà ñòð. 154) íàçûâàåòñÿ ïàðà (M, Γ):çàìêíóòîå äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå M è ÷åòûðåõâàëåíòíûé ãðà� (íàçûâà-åìûé îñòîâîì) Γ ⊂ M , ðàçáèâàþùèé M íà ÷åðíûå è áåëûå êëåòêè ñ çàäà-íèåì øàõìàòíîé ðàñêðàñêè äâóìåðíûõ êëåòîê. Àòîìû ðàññìàòðèâàþòñÿ ñòî÷íîñòüþ äî åñòåñòâåííîé êîìáèíàòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè � äè��åîìîð-�èçìîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé, ïåðåâîäÿùèõ îñòîâ âîñòîâ è ñîõðàíÿþùèõ ðàñêðàñêó êëåòîê.Âñÿ èí�îðìàöèÿ î êîëè÷åñòâå îêðóæíîñòåé â ñîñòîÿíèÿõ äèàãðàììûìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç àòîìà. Èíûìè ñëîâàìè, êóá ñîñòîÿíèé âîññòàíàâ-ëèâàåòñÿ ïî àòîìó.Àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ðîäà âèðòóàëüíîãî çàöåïëå-íèÿ � ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ðîäà àòîìîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ äèàãðàììàìäàííîãî çàöåïëåíèÿ. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äèàãðàììû êëàññè÷åñêèõçàöåïëåíèé, èìåþùèå ðîä íóëü, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñâÿçíûå ñóììû àëü-òåðíèðîâàííûõ äèàãðàìì.Òàêæå ýòîò ðîä íàçûâàåòñÿ ðîäîì Òóðàåâà, âñëåäñòâèå ðàáîòû [Tur2℄. Êàêîêàçàëîñü [Low℄, ýòîò ðîä èìååò âàæíîå çíà÷åíèå â èçó÷åíèè ãîìîëîãèéÕåãîðà-Ôëîåðà êëàññè÷åñêèõ çàöåïëåíèé.Ìû áóäåì ñòðîèòü êîìïëåêñ Õîâàíîâà èñõîäÿ èç âèðòóàëüíîé äèàãðàì-ìû. Ïðè ýòîì ìû ïîêàæåì, ÷òî ãîìîëîãèè òàêîãî êîìïëåêñà íà ñàìîì äåëåèíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî âèðòóàëèçàöèè (è, ñëåäîâàòåëüíî, âîññòàíàâëè-âàþòñÿ ïî àòîìó). Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ ãèïîòåçîé î âèðòóàëèçàöèè (ñòð. 152),ñîñòîÿùåé â ñëåäóþùåì: åñëè êëàññè÷åñêàÿ äèàãðàììà L ìîæåò áûòü ïî-ëó÷åíà èç êëàññè÷åñêîé äèàãðàììû L′ ïðèìåíåíèåì öåïî÷êè îáîáùåííûõäâèæåíèé �åéäåìåéñòåðà è âèðòóàëèçàöèé, òî êëàññè÷åñêèå çàöåïëåíèÿ L



6.2. Àòîìû è ñêðó÷åííûå âèðòóàëüíûå óçëû 270è L′ èçîòîïíû1. Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå çàöåï-ëåíèÿ èìåþò èçîìîð�íûå ãîìîëîãèè Õîâàíîâà.Ñêðó÷åííûå âèðòóàëüíûå óçëû [Bou, Viro2℄ ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåìâèðòóàëüíûõ óçëîâ. Îíè çàäàþòñÿ óçëàìè â îðèåíòèðîâàííûõ óòîëùåíèÿõäâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé (íå îáÿçàòåëüíî îðèåíòèðóåìûõ) è ðàññìàòðèâà-þòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ñòàáèëèçàöèè.×àñòíûì ñëó÷àåì òåîðèè ñêðó÷åííûõ óçëîâ ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ óçëîâ â
RP 3. Îðèåíòèðîâàííûì óòîëùåíèåì äâóìåðõíîñòè M íàçûâàåòñÿ îðèåí-òèðîâàííîå òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâîM3 ðàññëîåíèÿ íàä M ñî ñëîåì îòðå-çîê. �àññìîòðèì íåîðèåíòèðóåìóþ ïîâåðõíîñòü S è ïîñòðîèì ðàññëîåíèåíàä íåé ñî ñëîåì îòðåçîê, òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî êîòîðîãî îðèåíòèðóåìî.Îíî áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå S×̃I ñ êðàåì.Õîðîøèì ïðèìåðîì òàêîé óòîëùåííîé ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ RP 2×̃I,÷òî ãîìåîìîð�íî RP 3\{∗}. Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòíûì ñëó÷àåì ðàññìàòðè-âàåìîãî ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ ãîìîëîãèé Õîâàíîâà äëÿ óçëîâ â RP 3.Ïóñòü äàíà ïîâåðõíîñòü M è åå óòîëùåíèåM = M×̃I. Òîãäà çàöåïëåíèÿâ M ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïîñðåäñòâîì èõ äèàãðàìì � ïðîåêöèé íà M .Ñóùåñòâóþò äâà âèäà ñòàáèëèçàöèè/äåñòàáèëèçàöèè óçëîâ â òàêèõ óòîë-ùåííûõ ïîâåðõíîñòÿõ: âäîëü îðèåíòèðóåìûõ öèêëîâ è âäîëü íåîðèåíòè-ðóåìûõ öèêëîâ. Âî âòîðîì ñëó÷àå ê ïîâåðõíîñòè äîáàâëÿåòñÿ/óäàëÿåòñÿïóñòàÿ óòîëùåííàÿ ïëåíêà Ìåáèóñà.Â îáùåì ïîëîæåíèè ïðîåêöèÿ íà M çàäàåò íåêîòîðûé ÷åòûðåõâàëåíò-íûé ãðà�. Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ çàöåïëåíèÿ íóæíî óêàçàòü ïîâåäåíèå äâóõâåòâåé óçëà â îêðåñòíîñòè êàæäîãî ïåðåêðåñòêà. Ïðè ýòîì ìû íå èìååìêîððåêòíî îïðåäåëåííîãî âåçäå íàïðàâëåíèÿ ââåðõ: ïðè ïðîõîæäåíèè âäîëüäåçîðèåíòèðóþùåãî ïóòè íàïðàâëåíèå ââåðõ ñìåíÿåòñÿ íàïðàâëåíèåì âíèç.Ïîýòîìó ïîíÿòèÿ �ïðîõîä� è �ïåðåõîä� íóæíî ñ÷èòàòü óñëîâíûìè. Îäíà-êî, ìîæíî ïðèäàòü èì è áåçóñëîâíûé ñìûñë, âçÿâ íåêîòîðóþ à��èííóþêàðòó, ïîêðûâàþùóþ âñþ äâóìåðíóþ ïîâåðõíîñòü, êðîìå íåêîòîðîé îäíî-ìåðíîé åå ÷àñòè. Íà à��èííîé êàðòå çàäàäèì íàïðàâëåíèå íàâåðõ. Ïðèýòîì ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöó íàïðàâëåíèå ìîæåò ìåíÿòüñÿ â çàâèñè-ìîñòè îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè ïóòü äåçîðèåíòèðóþùèì. Òàê, íàïðèìåð, óçëû1Îòìåòèì, ÷òî åñëè äâå êëàññè÷åñêèå äèàãðàììû ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè êàê âèðòóàëüíûå, òî îíè ýêâèâàëåíòíûâ îáû÷íîì ñìûñëå; ýòî ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç òåîðåìû Êóïåðáåðãà [Kup℄.



6.2. Àòîìû è ñêðó÷åííûå âèðòóàëüíûå óçëû 271â RP 3\∗ = RP 2×̃I ìîãóò áûòü çàäàíû äèàãðàììàìè íà RP 2, ó êîòîðûõâñå ïåðåêðåñòêè íàõîäÿòñÿ âíóòðè êðóãà D2 ⊂ RP 2; ïðè ïåðåõîäå ÷åðåçãðàíèöó êðóãà íàïðàâëåíèå ìåíÿåòñÿ, ñì. ðèñ. 6.1.
A B A B �èñ. 6.1. Âåòâü AB îáðàçóåò ïåðåõîä íà ëåâîé êàðòèíêå è ïðîõîä íà ïðàâîéÇàìåòèì, ÷òî óçëû â òàêèõ ïîâåðõíîñòÿõ õîðîøî îïèñûâàþòñÿàòîìàìè. Äåéñòâèòåëüíî, �èêñèðóåì îðèåíòàöèþ óòîëùåííîé ïîâåðõíî-ñòè M×̃I. Äàëåå, äëÿ äèàãðàììû çàöåïëåíèÿ íà M ìû èìååì îñòîâ àòîìà� ÷åòûðåõâàëåíòíûé ãðà� ñî ñòðóêòóðîé ïðîòèâîïîëîæíûõ ïîëóðåáåð âêàæäîì ïåðåêðåñòêå.Ñïîñîá ïðèêëåéêè ÷åðíûõ êëåòîê òàêîâ. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû X àòîìàðàññìîòðèì äâà èñõîäÿùèõ èç íåå íå ïðîòèâîïîëîæíûõ ïîëóðåáðà a è b.Ñîîòâåòñòâóþùåå âèðòóàëüíîå çàöåïëåíèå ñîäåðæèò äâå òî÷êè, ïðîåêòè-ðóþùèåñÿ â âåðøèíó X, îäíà èç êîòîðûõ èíöèäåíòíà ðåáðó, ñîîòâåòñòâó-þùåìó a, à äðóãàÿ � ðåáðó, ñîîòâåòñòâóþùåìó b. Âûáåðåì â óòîëùåííîéïîâåðõíîñòè ìàëåíüêèé âåêòîð c, èäóùèé îò òî÷êè íà ðåáðå a ê òî÷êå íàðåáðå b. Åñëè òåïåðü áàçèñ èç òðåõ âåêòîðîâ [a, b, c] çàäàåò ëîêàëüíî âû-áðàííóþ íàìè îðèåíòàöèþ òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, òî ìû ñêàæåì, ÷òîóãîë, ïîðîæäåííûé ïîëóðåáðàìè a è b, äîëæåí áûòü áåëûì, êàê è ïðî-òèâîïîëîæíûé åìó óãîë. Îñòàâøèåñÿ äâà óãëà îáúÿâëÿþòñÿ ÷åðíûìè. Âïðîòèâíîì ñëó÷àå óãîë ìåæäó a è b îïðåäåëÿåòñÿ êàê ÷åðíûé (äëÿ ïðè-êëåéêè ÷åðíîé êëåòêè).Îòìåòèì, ÷òî ýòîò âûáîð íå çàâèñèò íè îò ïàðû (a, b), íè îò ïîðÿäêà, âêîòîðîì áåðóòñÿ ðåáðà a, b.Â ñëó÷àå îáû÷íûõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó-÷àåì ñêðó÷åííûõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ, îïèñàííûé âûøå ñïîñîá ïðèêëåéêè÷åðíûõ êëåòîê ñîãëàñóåòñÿ ñî ñïîñîáîì, îïèñàííûì â ãëàâå 4.Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé òåîðåìå.



6.3. Îïðåäåëåíèå êîìïëåêñà Õîâàíîâà äëÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ 272

a

b

c

�èñ. 6.2. Ïîñòðîåíèå àòîìà ïî äèàãðàììåÒåîðåìà 6.1. Ñóùåñòâóåò êîððåêòíî îïðåäåëåííîå îòîáðàæåíèå èç ìíî-æåñòâà ñêðó÷åííûõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ âî ìíîæåñòâî âèðòóàëüíûõ óç-ëîâ, ðàññìîòðåííûõ ñ òî÷íîñòüþ äî âèðòóàëèçàöèè.Óçëû â òàêèõ ïîâåðõíîñòñÿõ ðàññìàòðèâàëèñü êðîìå Ì.Áóðãóàíà òàê-æå Ì.Àñàýäîé, É.Ïðæèòèöêèì è À. Ñèêîðîé â [APS℄ è Î.ß. Âèðî [Viro2℄.Â ðàáîòå [APS℄ áûëà ïîñòðîåíà òåîðèÿ ãîìîëîãèé Õîâàíîâà äëÿ óçëîâ âòàêèõ ïîâåðõíîñòÿõ, êîòîðàÿ ñóùåñòâåííî îïèðàëàñü íà äîïîëíèòåëüíóþòîïîëîãè÷åñêóþ èí�îðìàöèþ, ïðîèñõîäÿùóþ èç ïîâåðõíîñòè.Èç òåîðåìû 6.1 è èíâàðèàíòíîñòè ãîìîëîãèé Õîâàíîâà îòíîñèòåëüíî âèð-òóàëèçàöèè (ëåììà 6.1, ñì. äàëåå) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî òåîðèÿ ãî-ìîëîãèé Õîâàíîâà äëÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ, ê ïîñòðîåíèþ êîòîðîé ìû ïðè-ñòóïàåì, îáîáùàåòñÿ íà ñêðó÷åííûå âèðòóàëüíûå óçëû.6.3. Îïðåäåëåíèå êîìïëåêñà Õîâàíîâà äëÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâÍàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå òåîðèè ãîìîëîãèé (ñ ïðîèçâîëüíûìèêîý��èöèåíòàìè) äëÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ, òàêîé, ÷òî:1. �îìîëîãèè äîëæíû áûòü èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî (îáîáùåííûõ)äâèæåíèé �åéäåìåéñòåðà.



6.3. Îïðåäåëåíèå êîìïëåêñà Õîâàíîâà äëÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ 2732. Â ñëó÷àå óçëîâ, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò îðèåíòèðóåìûå àòîìû, ãîìî-ëîãèè èçîìîð�íû ãîìîëîãèÿì Õîâàíîâà, ïîñòðîåííûì â ïðåäûäóùåéãëàâå.3. Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå íàøåãî êîìïëåêñà íà Z2 äàåò êîìïëåêñ, ïî-ñòðîåííûé â ðàçäåëå 5.3.4. �ðàäóèðîâàííàÿ ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà êîìïëåêñà, êîòîðûé ìû ïî-ñòðîèì, ñîâïàäàåò ñ ïîëèíîìîì Äæîíñà.Çàìå÷àíèå 6.1. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå â ðîëè êîëüöà êîý��èöèåíòîâ ìî-æåò ñëóæèòü ëþáîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, íàïðèìåð, Z.Ïðè ýòîì äëÿ ïðîñòîòû ìû áóäåì èíîãäà íàçûâàòü ìîäóëè íàä êîëüöà-ìè �âåêòîðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè�, âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÿâëÿåòñÿêîëüöî ïîëåì èëè íåò.Â ïðåäûäóùåé ãëàâå áûëà ïîñòðîåíà òåîðèÿ ãîìîëîãèé Õîâàíîâà (ñ ïðî-èçâîëüíûìè êîý��èöèåíòàìè) äëÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ, êîòîðûì ñîîòâåò-ñòâóþò îðèåíòèðóåìûå àòîìû. Îñíîâíûì ïðåïÿòñòâèåì â ñëó÷àå íåîðè-åíòèðóåìûõ àòîìîâ ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïåðåñòðîéêè òèïà 1 → 1 âäîëüðåáðà êóáà. Ïðè ýòîì ìû èñïîëüçîâàëè äâóìåðíûé ãðàäóèðîâàííûé ìîäóëü
V ãðàäóèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè (q + q−1) íàä îñíîâíûì êîëüöîì êîý��è-öèåíòîâ.Åñëè ïåðåñòðîåê òèïà 1 → 1 íå âîçíèêàåò, ìîæíî ïîñòðîèòü êóá ïåðå-ñòðîåê ñ èñïîëüçîâàíèåì îáû÷íûõ ÷àñòè÷íûõ äè��åðåíöèàëîâ, ñîîòâåò-ñòâóþùèõ óìíîæåíèþ m (äëÿ ïåðåñòðîåê òèïà 2 → 1) è êîóìíîæåíèþ ∆(äëÿ ïåðåñòðîåê òèïà 1 → 2).Íàëè÷èå ïåðåñòðîåê òèïà 1 → 1 (ñóùåñòâåííûé �åíîìåí òåîðèè âèðòó-àëüíûõ óçëîâ, âîçíèêàþùèé èìåííî â ñâÿçè ñ íåîðèåíòèðóåìîñòüþ àòîìà)ñåðüåçíî óñëîæíÿåò ïðîáëåìó. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïîñòðîåíèÿ áèãðàäóè-ðîâàííîé òåîðèè (áåç ïðèâíåñåíèÿ íîâîé ãðàäóèðîâêè â îñíîâíîå êîëüöî),íàì íóæíî ïîñòðîèòü îòîáðàæåíèå èç V â V , ïîíèæàþùåå ãðàäóèðîâêóíà åäèíèöó (çàòåì ìû êîìïåíñèðóåì ýòî èçìåíåíèå ãðàäóèðîâêè, ïîâûøàÿåå íà åäèíèöó). Â ïðîñòðàíñòâå V áàçèñ ñîñòîèò èç äâóõ ýëåìåíòîâ ãðà-äóèðîâîê +1 è −1. Ïîýòîìó åäèíñòâåííîå îòîáðàæåíèå, óäîâëåòâîðÿþùååîïèñàííûì âûøå óñëîâèÿì, ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì.



6.3. Îïðåäåëåíèå êîìïëåêñà Õîâàíîâà äëÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ 274Â íàñòîÿùåé ãëàâå äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ìû ïðèâëå÷åì äâå äî-ïîëíèòåëüíûå êîíñòðóêöèè: çàìåíà áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå V , ñîîòâåòñòâó-þùåì îêðóæíîñòè è ïîðîæäåííîì {1, X}, � ãðóïïå ãîìîëîãèé òðèâèàëü-íîãî çàöåïëåíèÿ � ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî ïåðåêðåñòêà ê äðóãîìó, à òàêæåèñïîëüçîâàíèå �âíåøíåé� ñòåïåíè îêðóæíîñòåé âìåñòî èõ ñèììåòðè÷åñêîéñòåïåíè.Ñîãëàøåíèå îá îáîçíà÷åíèÿõ. Ïóñòü äàí íåóïîðÿäî÷åííûé íàáîðâåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Óïîðÿäî÷èì èõ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì: V1, . . . , Vn.Îïðåäåëèì íîâîå ïðîñòðàíñòâî, íå çàâèñÿùåå îò ïîðÿäêà, êîòîðîå áóäåìîáîçíà÷àòü2 ÷åðåç V1∧V2∧· · ·∧Vn, ñëåäóþùèì îáðàçîì. �àññìîòðèì òåíçîð-íûå ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ ïðîñòðàíñòâ âî âñåõ óïîðÿäî÷åíèÿõ è îòîæäåñòâèìèõ ýëåìåíòû ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. Ïóñòü xi ∈ Vi, i = 1, . . . , n.Ïîëîæèì xσ1
⊗ · · · ⊗ xσn

= sign(σ)x1 ⊗ · · · ⊗ xn.Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü òàêîå òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå x1⊗· · ·⊗xn ýëåìåí-òîâ xi ∈ Xi ÷åðåç x1 ∧ x2 ∧ · · · ∧ xn. Íàçîâåì òàêîå òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèåóïîðÿäî÷åííûì.Çàìå÷àíèå 6.2. ×òîáû èçáåæàòü ïóòàíèöû, çàìåòèì, ÷òî êîãäà ìûïèøåì X ∧X, ìû âñåãäà èìååì â âèäó, ÷òî ïåðâûé ýëåìåíò X è âòîðîéýëåìåíò X ïðèíàäëåæàò ðàçíûì (ïóñòü äàæå èçîìîð�íûì) ïðîñòðàí-ñòâàì. Òàêèì îáðàçîì X ∧ X íå ðàâíî íóëþ (â îòëè÷èå îò âíåøíèõïðîèçâåäåíèé 1-�îðì íà ñåáÿ).�àññìîòðèì òåïåðü âèðòóàëüíóþ äèàãðàììó K.Äëÿ òîãî, ÷òîáû êóá ïåðåñòðîåê áûë àíòèêîììóòàòèâíûì, íàì íóæíîäîáàâèòü äâå íîâûå ñîñòàâëÿþùèå:1. Êàæäîé îêðóæíîñòè C ñîïîñòàâëÿåòñÿ âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ãðàäó-èðîâàííîé ðàçìåðíîñòè q + q−1 ñ áàçèñîì, çàâèñÿùèì îò îðèåíòàöèè.À èìåííî, ïóñòü äàíà îðèåíòàöèÿ o íåêîòîðîé îêðóæíîñòè C â íåêîòî-ðîì ñîñòîÿíèè; ñîïîñòàâèì ýòîé îêðóæíîñòè ãðàäóèðîâàííîå âåêòîðíîåïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå ýëåìåíòàìè 1 è XC,o. Ïðè çàìåíå îðèåíòà-öèè o îêðóæíîñòè íà ïðîòèâîïîëîæíóþ, −o, ìû èìååì XC,−o = −XC,o.2Â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ ïðîñòðàíñòâ V = V1 = · · · = Vn ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêæå îáîçíà÷åíèå V
∧n.



6.3. Îïðåäåëåíèå êîìïëåêñà Õîâàíîâà äëÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ 2752. Ïóñòü äàíî ñîñòîÿíèå s äèàãðàììû âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ ñ k îêðóæ-íîñòÿìè C1, . . . , Ck â íåì. Ýòîìó ñîñòîÿíèþ ìû ñîïîñòàâèì óïîðÿäî÷åí-íîå òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå V ∧k; â êà÷åñòâå áàçèñà ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿâûáåðåì óïîðÿäî÷åííûå òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ (p1)Ca1
∧(p2)Ca2

∧· · ·∧
(pk)Cak

, ãäå (pi)Cai
îçíà÷àåò ýëåìåíò áàçèñà ïðîñòðàíñòâà VCai

.Òàêèì îáðàçîì, ìû îïðåäåëèëè ïðîñòðàíñòâî öåïåé êîìïëåêñà, ñîîòâåò-ñòâóþùåãî âèðòóàëüíîé äèàãðàììå K, êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç [[K]].Âñå áàçèñíûå ýëåìåíòû ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ñîîòâåòñòâóþò ñîñòîÿíèÿì äèà-ãðàììû K ñ äîïîëíèòåëüíûì âûáîðîì ýëåìåíòîâ âèäà ±1 èëè ±X íà êàæ-äîé èç îêðóæíîñòåé ñîñòîÿíèÿ. Ïóñòü s � ñîñòîÿíèå äèàãðàììû K ñ íà-áîðîì îêðóæíîñòåé C1, . . . , Cl, ïðè ýòîì íà äàííûõ îêðóæíîñòÿõ âûáðàíûýëåìåíòû γ1, . . . , γl. Ýòè ýëåìåíòû îáðàçóþò öåïü êîìïëåêñà [[K]], êîòîðîéìû ñîïîñòàâëÿåì âûñîòó h, ãäå h � êîëè÷åñòâî ðàçâåäåíèé òèïà B â ñîñòî-ÿíèè s, è ãðàäóèðîâêó, ðàâíóþ h + (#1) − (#X), ãäå #1 � ýòî êîëè÷åñòâîýëåìåíòîâ âèäà ±1 ñðåäè γ1, . . . , γl, à #X � ýòî êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ±Xñðåäè γ1, . . . , γl.Íàøåé ñëåäóþùåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå äåéñòâèÿ äè��åðåíöèàëà ∂íà äàííîì êîìïëåêñå, êîòîðûé ïîâûøàë áû âûñîòó íà åäèíèöó è íå ìåíÿëãðàäóèðîâêè.Ïîëîæèì n+ = ÷èñëî ïåðåêðåñòêîâ òèïà X, n− = ÷èñëî ïåðåêðåñòêîâòèïàU.Îáîçíà÷èì ÷åðåç C(K) êîìïëåêñ, ïîëó÷åííûé èç [[K]] ñäâèãîì âûñîòûè ãðàäóèðîâêè: C(K) = [[K]]{n+ − 2n−}[−n−], ò.å. âûñîòà êàæäîé öåïèóìåíüøàåòñÿ íà n−, à ãðàäóèðîâêà óâåëè÷èâàåòñÿ íà (n+ − 2n−); âñå äè�-�åðåíöèàëû ñäâèãàþòñÿ ñîãëàñîâàííî. Çäåñü ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî [[K]]ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñîì, ÷òî áóäåò äîêàçàíî íèæå.Êàêîâ áû íè áûë äè��åðåíöèàë ∂, èç ïîñòðîåíèÿ öåïåé êîìïëåêñà C(K)âûòåêàåòÒåîðåìà 6.2. Äëÿ ëþáîãî âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ K èìååò ìåñòî χ(C(K)) =
Ĵ(K).6.3.1. Îïðåäåëåíèå ÷àñòè÷íûõ äè��åðåíöèàëîâÏðèìåì, ÷òî âåòâè êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêîâ îðèåíòèðîâàíû ñíèçó ââåðõ.



6.3. Îïðåäåëåíèå êîìïëåêñà Õîâàíîâà äëÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ 276�àññìîòðèì íåêîòîðîå ñîñòîÿíèå s äèàãðàììû îðèåíòèðîâàííîãî âèðòó-àëüíîãî çàöåïëåíèÿ. Âûáåðåì êëàññè÷åñêèé ïåðåêðåñòîê è ðàññìîòðèì âñåîêðóæíîñòè ñîñòîÿíèÿ s, èíöèäåíòíûå ýòîìó ïåðåêðåñòêó. Ýòèõ îêðóæíî-ñòåé ìîæåò áûòü ëèáî îäíà, ëèáî äâå. Ôèêñèðóåì îðèåíòàöèè ýòèõ îêðóæ-íîñòåé ñîãëàñíî îðèåíòàöèè ðåáðà, èñõîäÿùåãî â íàïðàâëåíèè íàïðàâî ââåðõè ïðîòèâ îðèåíòàöèè ðåáðà, âõîäÿùåãî â ïåðåêðåñòîê ñëåâà ñíèçó, ñì. âåðõ-íþþ ÷àñòü ðèñ. 6.3. Êàê ìû óâèäèì äàëåå, â ñëó÷àå îäíîé îêðóæíîñòèýòè äâå çàäàííûå ëîêàëüíî îðèåíòàöèè ìîãóò íå áûòü ñîãëàñîâàííûìè, íîèìåííî òàêîé (íåñîãëàñîâàííûé) ñëó÷àé ìû ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì.Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííàÿ îðèåíòàöèÿ îêðóæíîñòåé ñîñòîÿíèÿ s ñîãëà-ñóåòñÿ ëîêàëüíî ñ îðèåíòàöèåé ðåáðà, èñõîäÿùåãî ëîêàëüíî â íàïðàâëåíèèíàïðàâî ââåðõ (à òàêæå ðåáðà, âõîäÿùåãî ñïðàâà ñíèçó) è ïðîòèâîïîëîæ-íî íàïðàâëåíèþ ðåáåð ñ ëåâîé ñòîðîíû ïåðåêðåñòêà: Ìû îðèåíòèðóåìïîëóðåáðà, èíöèäåíòíûå ïåðåêðåñòêó, òàê, êàê óêàçàíî â ëåâîéíèæíåé ÷àñòè ðèñ. 6.3. Òåì ñàìûì ìû �èêñèðîâàëè âûáîð îáðàçóþùåé
X íà êàæäîé îêðóæíîñòè, èíöèäåíòíîé âûáðàííîìó ïåðåêðåñòêó. Îòìå-òèì, ÷òî â äðóãîì ïåðåêðåñòêå äëÿ òîé æå îêðóæíîñòè â òîì æå ñîñòîÿíèèâûáîð îáðàçóþùåé X ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò èñõîäíîãî çíàêîì.×àñòè÷íûå äè��åðåíöèàëû îïðåäåëÿþòñÿ ñîãëàñíî îðèåíòàöèÿì îêðóæ-íîñòåé â ïåðåêðåñòêàõ è ëîêàëüíîìó óïîðÿäî÷åíèþ êîìïîíåíò ïî ñëåäóþ-ùåìó ïðàâèëó.Îïèñàííàÿ âûøå îðèåíòàöèÿ îêðóæíîñòåé ñîñòîÿíèé ÿâëÿåòñÿ êîððåêò-íî îïðåäåëåííîé çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà ðåáðî êóáà, ñîîòâåòñòâóþ-ùåå ïåðåêðåñòêó, ïåðåâîäèò îäíó îêðóæíîñòü â îäíó îêðóæíîñòü. Â òàêèõñèòóàöèÿõ ìû ïîëàãàåì ÷àñòè÷íûé äè��åðåíöèàë, ñîîòâåòñòâó-þùèé ðåáðó, ðàâíûì íóëþ.Ïóñòü òåïåðü ìû èìååì ïåðåñòðîéêó òèïà 1 → 2 èëè 2 → 1 â íåêîòîðîìïåðåêðåñòêå.Åñëè ìû èìååì äåëî ñ äâóìÿ îêðóæíîñòÿìè, èíöèäåíòíûìè ïåðåêðåñò-êó ñ ïðîòèâîëîæíûõ ñòîðîí, ìû óïîðÿäî÷èâàåì èõ òàêèì îáðàçîì, ÷òî-áû âåðõíÿÿ (ñîîòâ., ëåâàÿ) îêðóæíîñòü ñ÷èòàëàñü ïåðâîé; íèæíÿÿ (ñîîòâ.,ïðàâàÿ) îêðóæíîñòü áóäåò ñ÷èòàòüñÿ âòîðîé. Â äàëüíåéøåì ïðè îïðåäå-ëåíèè ÷àñòè÷íûõ äè��åðåíöèàëîâ ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñå îêðóæíîñòè



6.3. Îïðåäåëåíèå êîìïëåêñà Õîâàíîâà äëÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ 277
X

X

X

X

X-

X-

X-

X-�èñ. 6.3. Çàäàíèå áàçèñà â ïåðåêðåñòêåóïîðÿäî÷åíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî òå îêðóæíîñòè, êîòîðûå ó÷àñòâóþò â ïå-ðåñòðîéêå, íàõîäÿòñÿ íà ñàìûõ íà÷àëüíûõ ìåñòàõ â íàøåì óïîðÿäî÷åííîìòåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè; ýòîãî âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ ïîñðåäñòâîì ïðåä-âàðèòåëüíîé ïåðåñòàíîâêè, êîòîðàÿ ïðèâåäåò, áûòü ìîæåò, ê çàìåíå çíàêà.Íà îñòàëüíûõ îêðóæíîñòÿõ îòîáðàæåíèå äåéñòâóåò òîæäåñòâåííî.Ïóñòü äàíî ðåáðî êóáà ïåðåñòðîåê, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò èçìåíåíèåêîëè÷åñòâà îêðóæíîñòåé â ñîñòîÿíèÿõ íà åäèíèöó. Ýòà ïåðåñòðîéêà ïðîèñ-õîäèò â íåêîòîðîì ïåðåêðåñòêå, òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ �ëèáî äâå îêðóæíîñòè ïåðåñòðàèâàþòñÿ â îäíó, ëèáî îäíà â äâå. Â òîì èçäâóõ ñîñòîÿíèé, ãäå èìåþòñÿ äâå îêðóæíîñòè, èíöèäåíòíûå äàííîìó ïåðå-êðåñòêó, îíè óïîðÿäî÷åíû. Êðîìå òîãî, âñå òðè îêðóæíîñòè îðèåíòèðîâà-íû, òåì ñàìûì âûáðàí áàçèñ äëÿ ïðîñòðàíñòâà, ñîîòâåòñòâóþùåãî êàæäîéèç ýòèõ îêðóæíîñòåé.Çàäàäèì òåïåðü îòîáðàæåíèÿ ∆ : V → V ∧ V è m : V ∧ V → V ëî-êàëüíî ñîãëàñíî ïðåäïèñàííîìó âûøå âûáîðó îáðàçóþùèõ â ïåðåêðåñòêåè ïðåäïèñàííîìó óïîðÿäî÷åíèþ:
∆(1) = 11 ∧ X2 + X1 ∧ 12; ∆(X) = X1 ∧ X2 è
m(11 ∧ 12) = 1; m(X1 ∧ 12) = m(11 ∧ X2) = X; m(X1 ∧ X2) = 0, ñì. ðèñ.6.4.Îòìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå m ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì, à îòîáðàæåíèå
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1

2

1 2

21

1

2

m

m

�èñ. 6.4. Îïðåäåëåíèå îïåðàöèé m è ∆

∆ � èíúåêòèâíûì.Ïðè íàëè÷èè îêðóæíîñòåé C1, . . . , Cl, íå èíöèäåíòíûõ ïåðåêðåñòêó, âêîòîðîì ïðîèñõîäèò ïåðåñòðîéêà, è ýëåìåíòîâ γ1, . . . , γk íà íèõ, �îðìóëû÷àñòè÷íûõ äè��åðåíöèàëîâ ∂′ ïåðåïèñûâàþòñÿ â âèäå:
∂′(1 ∧ γ1 ∧ · · · ∧ γk) =

∆(1)∧γ1 ∧ · · · ∧ γk = 11 ∧X2 ∧ γ1 ∧ · · · ∧ γk + X1 ∧ 12 ∧ γ1 ∧ · · · ∧ γk; ∂′(X ∧
γ1 ∧ · · · ∧ γk) = ∆(X)∧γ1 ∧ · · · ∧ γk = X1 ∧ X2 ∧ γ1 ∧ · · · ∧ γk(â ñëó÷àå îòîáðàæåíèÿ òèïà 1 → 2)è

∂′(11 ∧ 12 ∧ γ1 ∧ · · · ∧ γk) =
m(11 ∧ 12) ∧ γ1 ∧ · · · ∧ γk = 1 ∧ γ1 ∧ · · · ∧ γk; ∂′(X1 ∧ 12 ∧ γ1 ∧ · · · ∧ γk) =
∂′(11∧X2∧γ1∧· · ·∧γk) = m(X1∧12)∧γ1∧· · ·∧γk = m(11∧X2)∧γ1∧· · ·∧γk =
X ∧ γ1 ∧ · · · ∧ γk; ∂′(X1 ∧X2 ∧ γ1 ∧ · · · ∧ γk) = m(X1 ∧X2)∧ γ1 ∧ · · · ∧ γk = 0(â ñëó÷àå îòîáðàæåíèÿ òèïà 2 → 1).Ïîñëå ýòîãî ìû îïðåäåëÿåì äè��åðåíöèàë ∂ íà ïðîñòðàíñòâå öåïåé, ñî-îòâåòñòâóþùèõ ñîñòîÿíèþ s êàê ñóììó âñåõ ÷àñòè÷íûõ äè��åðåíöèàëîâ,äåéñòâóþùèõ íà ñîñòîÿíèå s.Ïðèìåð. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû õîòèì ïîäâåðãíóòü êîóìíîæåíèþ âòî-ðîé ñîìíîæèòåëü X2 â X1 ∧ X2, ìû ïîëó÷èì X1 ∧ X2 = −X2 ∧ X1 →
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−X2 ∧ X3 ∧ X1 = −X1 ∧ X2 ∧ X3, ãäå X3 ïðèíàäëåæèò íîâîîáðàçîâàííîé(òðåòüåé) êîìïîíåíòå (ïðè óñëîâèè, ÷òî â ïåðåêðåñòêå, â êîòîðîì ïðîèñ-õîäèò ïåðåñòðîéêà, ïîñëå ïåðåñòðîéêè, îêðóæíîñòü ñ ìåòêîé X2 ÿâëÿåòñÿëîêàëüíî ïåðâîé (ò.å. âåðõíåé èëè ëåâîé), à îêðóæíîñòü ñ ìåòêîé X3 �ëîêàëüíî âòîðîé).6.4. Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìûÌû ïîñòðîèëè ïî çàäàííîé îðèåíòèðîâàííîé äèàãðàììå K âèðòóàëüíî-ãî çàöåïëåíèÿ ïðîñòðàíñòâî öåïåé [[K]] � íàáîð áèãðàäóèðîâàííûõ ãðóïïñ äè��åðåíöèàëîì ∂. Ïî ïîñòðîåíèþ äè��åðåíöèàë ïîâûøàåò âûñîòó, íåìåíÿåò ãðàäóèðîâêó (íàïîìíèì, ÷òî âûñîòà äëÿ ñîñòîÿíèÿ s îïðåäåëÿåò-ñÿ êàê êîëè÷åñòâî êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêîâ â ñîñòîÿíèè s, ðàçâåäåííûõñïîñîáîì B, à ãðàäóèðîâêà ðàâíà ñóììå âûñîòû è ãðàäóèðîâêè, çàäàâàåìîéîêðóæíîñòÿìè).Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå áóäåò äîêàçàíà îñíîâíàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 6.3. Íàáîð ãðóïï [[K]] âìåñòå ñ äè��åðåíöèàëîì ∂ ÿâëÿåòñÿêîððåêòíî îïðåäåëåííûì áèãðàäóèðîâàííûì êîìïëåêñîì, ò.å. ∂2 = 0, ïðèýòîì äè��åðåíöèàë ñîõðàíÿåò ãðàäóèðîâêó è ïîâûøàåò âûñîòó íà åäè-íèöó.Ïî ïîñòðîåíèþ êîìïëåêñ C(K) ïîëó÷àåòñÿ èç [[K]] ñäâèãîì âûñîòû èãðàäóèðîâêè. Áóäåò äîêàçàíî (òåîðåìà 6.5), ÷òî ãîìîëîãèè êîìïëåêñà C(K)ñîâïàäàþò ñ ãîìîëîãèÿìè, ïîñòðîåííûìè â ïðåäûäóùåé ãëàâå äëÿ ñëó÷àÿâèðòóàëüíûõ óçëîâ, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò îðèåíòèðóåìûå àòîìû.Äàëåå, èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 6.3 ïî ïîñòðîåíèþ âûòåêàåò óòâåð-æäåíèå òåîðåìû 6.2.Êîìïëåêñ ñ êîý��èöèåíòàìè â ïîëå Z2 ñîâïàäàåò ñ êîìïëåêñîì íàä Z2,îïèñàííûìè â ïðåäûäóùåé ãëàâå, ñì. ñòð. 204.Òåîðåìà 6.4. �ðóïïû ãîìîëîãèé áèãðàäóèðîâàííîãî êîìïëåêñà C(K) ÿâëÿ-þòñÿ èíâàðèàíòàìè çàöåïëåíèÿ K îòíîñèòåëüíî îáîáùåííûõ äâèæåíèé�åéäåìåéñòåðà.Ìû ñíà÷àëà äîêàæåì òåîðåìó 6.3. Ïîñëå ýòîãî ìû äîêàæåì òåîðåìó 6.4;åå äîêàçàòåëüñòâî áóäåò áîëåå òåõíè÷åñêèì è ïðîõîäèòü ïî ñòàíäàðòíîé



6.4. Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû 280ñõåìå [BN1℄, ïðàâäà, ñ ó÷åòîì äîïîëíèòåëüíîé ïðîâåðêè ñîâïàäåíèÿ çíàêîâ÷àñòè÷íûõ äè��åðåíöèàëîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè óïîðÿäî÷åíèè è îðèåíòà-öèè îêðóæíîñòåé.Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 6.3.Ñíà÷àëà ìû äîêàæåì äâå ëåììû, óñòàíàâëèâàþùèå íåêîòîðûå ñâîéñòâàêîìïëåêñà C(K) è óïðîùàþùèå äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ.Ïóñòü äàíà âèðòóàëüíàÿ äèàãðàììà K. �àññìîòðèì íåêîòîðûé åå êëàñ-ñè÷åñêèé ïåðåêðåñòîê U . Ïóñòü äèàãðàììà K ′ ïîëó÷àåòñÿ èç K âèðòóàëè-çàöèåé ïåðåêðåñòêà U . Òîãäà ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîåñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêîâ äèàãðàìì Kè K ′. Îíî ïîðîæäàåò âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå φ ìåæäó ñîñòîÿ-íèÿìè, êîòîðîå çàäàåòñÿ îäèíàêîâûì (â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñïîñîáîì A èëè âîáîèõ ñëó÷àÿõ ñïîñîáîì B) âûáîðîì ñãëàæèâàíèé äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõïåðåêðåñòêîâ. Îòìåòèì, ÷òî òàêîå âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå íå ìå-íÿåò êîëè÷åñòâà îêðóæíîñòåé â ñîñòîÿíèÿõ; ýòî ïðîâåðÿåòñÿ ëîêàëüíûìñðàâíåíèåì ðàçâåäåíèÿ ïåðåêðåñòêà U íà äèàãðàììå K è íà äèàãðàììå K ′(íàïðèìåð, ýòî ñ î÷åâèäíîñòüþ ñëåäóåò èç òîãî �àêòà, ÷òî îêðóæíîñòè âñîñòîÿíèÿõ ïîëíîñòüþ îïèñûâàþòñÿ àòîìîì, à àòîì íå ìåíÿåòñÿ ïðè âèð-òóàëèçàöèè). Îðèåíòèðóåì îêðóæíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîñòîÿíèé îäè-íàêîâî âíå îêðåñòíîñòè ïåðåêðåñòêà U . Îòîæäåñòâëåíèå ñîñòîÿíèé çàäàåòîòîáðàæåíèå g : [[K]] → [[K ′]] ïðîñòðàíñòâ öåïåé ñîãëàñíî ñëåäóþùåìóïðàâèëó. Äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ s è ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó ñîñòîÿíèÿ φ(s)ðàçâåäåíèÿ äèàãðàììû K ñïîñîáîì s è ðàçâåäåíèå äèàãðàììû K ′ ñïîñî-áîì φ(s) âíå îêðåñòíîñòè ïåðåêðåñòêà U ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíîóñòàíîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó îðèåíòèðîâàííûìèîêðóæíîñòÿìè ñîñòîÿíèÿ s è îðèåíòèðîâàííûìè îêðóæíîñòÿìè ñîñòîÿíèÿ
φ(s) ñ ñîãëàñîâàííûìè (âíå îêðåñòíîñòè ïåðåêðåñòêà) îðèåíòàöèÿìè, ÷òîïðèâîäèò ê êîððåêòíî îïðåäåëåííîìó îòîáðàæåíèþ g. Òî æå îáîçíà÷åíèå
g ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü è äëÿ îòîáðàæåíèÿ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ (ìî-äóëåé), ñîîòâåòñòâóþùèõ îêðóæíîñòÿì â ñîñòîÿíèÿõ s è φ(s).Êàæäîìó ñîñòîÿíèþ s äèàãðàììûK ñîîòâåòñòâóåò ïîäïðîñòðàíñòâî ïðî-ñòðàíñòâà öåïåé êîìïëåêñà [[K]], êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç Cs. Îáîçíà-÷èì ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîñòðàíñòâî äëÿ K ′ ÷åðåç Cs′.



6.4. Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû 281Ëåììà 6.1. Ïóñòü K, K ′ � äâå âèðòóàëüíûå äèàãðàììû, ïîëó÷àþùèåñÿîäíà èç äðóãîé ïîñðåäñòâîì âèðòóàëèçàöèè. Òîãäà ñóùåñòâóåò ñîõðàíÿ-þùåå ãðàäóèðîâêó îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâ öåïåé f : [[K]] → [[K ′]],ïåðåâîäÿùåå Cs èçîìîð�íî â Cs′ è êîììóòèðóþùåå ñ ÷àñòè÷íûìè äè��å-ðåíöèàëàìè.Â ÷àñòíîñòè, åñëè [[K]] ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñîì, òî òàêîâûì ÿâëÿåòñÿè [[K ′]]; ïðè ýòîì èõ ãðóïïû ãðàäóèðîâàííûõ ãîìîëîãèé èçîìîð�íû.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äèàãðàììà K ′ ïîëó÷àåòñÿ èç äèàãðàììû K âèð-òóàëèçàöèåé ïåðåêðåñòêà U .Áóäåì ñòðîèòü îòîáðàæåíèå f â çàâèñèìîñòè îò çíàêà ïåðåêðåñòêà U(X èëè U). Ïî ïîñòðîåíèþ ÷àñòè÷íûå äè��åðåíöèàëû êîìïëåêñà [[K ′]]ñîâïàäàþò ñ îáðàçàìè ÷àñòè÷íûõ äè��åðåíöèàëîâ êîìïëåêñà [[K]] îòíî-ñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ g, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, ÷àñòè÷íûõ äè�-�åðåíöèàëîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåêðåñòêó U . Äè��åðåíöèàëû, ñîîòâåò-ñòâóþùèå U , ðàçáèâàþò íàø êóá ñîñòîÿíèé íà �âåðõíèé ïîäêóá� è �íèæíèéïîäêóá�, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 6.5.
a b

c

d
ja jb

jc

jd

�èñ. 6.5. Èçìåíåíèå êóáà ïðè âèðòóàëèçàöèè; j = ±1.Îñòàâøèåñÿ ÷àñòè÷íûå äè��åðåíöèàëû îòëè÷àþòñÿ, áûòü ìîæåò, çíà-êàìè íà ðåáðàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåêðåñòêó U . Ìû ïîêàæåì, ÷òî ýòè÷àñòè÷íûå äè��åðåíöèàëû ëèáî âñå ñîãëàñóþòñÿ, ëèáî âñå îòëè÷àþòñÿ çíà-êîì, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 6.5.Äåéñòâèòåëüíî, áàçèñû, â êîòîðûõ çàïèñûâàþòñÿ ÷àñòè÷íûå äè��åðåí-



6.4. Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû 282öèàëû âî âñåõ ïåðåêðåñòêàõ, êðîìå U , ñîãëàñóþòñÿ äëÿ äèàãðàìì K è K ′.Â ýòèõ áàçèñàõ �îðìóëû äëÿ ýòèõ ÷àñòè÷íûõ äè��åðåíöèàëîâ âûãëÿäÿòîäèíàêîâî. Ýòî ïðèâîäèò ê îòîæäåñòâëåíèþ öåïåé ñîîòâåòñòâóþùèõ êîì-ïëåêñîâ. Ïðè ýòîì èçîìîð�èçìå äëÿ êàæäîé îêðóæíîñòè C, èíöèäåíòíîéïåðåêðåñòêó U äèàãðàììû K, è ñîîòâåòñòâóþùåé åé îêðóæíîñòè g(C) â ñî-îòâåòñòâóþùåì ñîñòîÿíèè äèàãðàììû K ′ ìû èìååì g(XC,oK
) = −Xg(C),oK′

,ãäå oK è oK ′ � îðèåíòàöèè îêðóæíîñòåé C è C ′ â ïåðåêðåñòêå U äèàãðàìì
K è K ′, âûáðàííûå ñîãëàñíî ïðàâèëó, óêàçàííîìó íà ðèñ. 6.3. Ïîñëåäíååðàâåíñòâî èìååò ìåñòî ïîòîìó, ÷òî â êàæäîì ñîñòîÿíèè s îêðóæíîñòè C,ïîäõîäÿùåé ñïðàâà ñâåðõó ê ïåðåêðåñòêó U äèàãðàììû K, ñîîòâåòñòâóåòîêðóæíîñòü φ∗(C) â ñîñòîÿíèè φ(s), êîòîðàÿ ïîäõîäèò ê ïåðåêðåñòêó Uñëåâà ñâåðõó, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò çàìåíå X íà −X â áàçèñàõ ïðîñòðàíñòâ V ,îòâå÷àþùèõ îêðóæíîñòÿì ñîñòîÿíèÿ, èíöèäåíòíûì äàííîìó ïåðåêðåñòêó,ñì. ðèñ. 6.3.Åñëè áû ìû èìåëè äåëî ñ îáû÷íûì òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì è íå îá-ðàùàëè âíèìàíèÿ íà óïîðÿäî÷åíèå îêðóæíîñòåé, òî ïåðåõîä X → −Xîñòàâëÿë áû ëîêàëüíûå îòîáðàæåíèÿ òèïà m èíâàðèàíòíûìè è çàìåíÿë ∆íà −∆.Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðåêðåñòîê U ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì (X).Âñå îòîáðàæåíèÿ òèïà m, îòâå÷àþùèå U , ñîîòâåòñòâóþò ïåðåñòðîéêå äâóõîêðóæíîñòåé (ïðàâîé è ëåâîé) â îäíó. Ïîñëå âèðòóàëèçàöèè ãëîáàëüíî ëå-âàÿ îêðóæíîñòü ñòàíîâèòñÿ ïðàâîé, à ïðàâàÿ � ëåâîé, ñì. ðèñ. 6.6.�ëîáàëüíî ìû ïîëó÷àåì èçìåíåíèå çíàêà ÷àñòè÷íûõ äè��åðåíöèàëîâòèïà m â �èêñèðîâàííîì áàçèñå. Äëÿ ÷àñòè÷íûõ äè��åðåíöèàëîâ òèïà
∆ ìû èìååì äåëî ñ îäíîé îêðóæíîñòüþ, êîòîðàÿ ïåðåñòðàèâàåòñÿ â äâå� âåðõíþþ è íèæíþþ; ñîîòíîøåíèå �âåðõ�íèç� íå ìåíÿåòñÿ ïðè âèðòóà-ëèçàöèè, ÷òî îñòàâëÿåò ÷àñòè÷íûé äè��åðåíöèàë òèïà ∆ íåèçìåííûì. Âêàæäîì èç ñëó÷àåâ ïåðâàÿ êîìïîíåíòà èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå ñïëîøíîéëèíèåé; âòîðàÿ êîìïîíåíòà èçîáðàæåíà ïóíêòèðíîé ëèíèåé.Ñóììèðóÿ ñêàçàííîå âûøå (è âñïîìèíàÿ î çàìåíå çíàêà ÷àñòè÷íîãî äè�-�åðåíöèàëà ∆ â ñâÿçè ñ ïåðåõîäîì X → −X), ìû âèäèì, ÷òî âèðòóàëè-çàöèÿ ïîëîæèòåëüíîãî ïåðåêðåñòêà ìåíÿåò çíàêè âñåõ ÷àñòè÷íûõ äè��å-ðåíöèàëîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ äàííîìó ïåðåêðåñòêó.



6.4. Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû 283

�èñ. 6.6. Âèðòóàëèçàöèÿ�àçäåëèì òåïåðü êóáû [[K]] è [[K ′]] íà äâå ÷àñòè êàæäûé ñîîòâåòñòâåííîñãëàæèâàíèþ â U : áóäåì ñ÷èòàòü îäíó ÷àñòü êóáîâ âåðõíåé, à âòîðóþ �íèæíåé. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå f : [[K]] → [[K ′]] êàê g íà âñåõ ýëåìåíòàõèç íèæíåãî ïîäêóáà è êàê −g íà âñåõ ýëåìåíòàõ èç âåðõíåãî ïîäêóáà.Ïî ïîñòðîåíèþ òàêîå îòîáðàæåíèå êîììóòèðóåò ñ ÷àñòè÷íûìè äè��å-ðåíöèàëàìè. Äåéñòâèòåëüíî, êîììóòèðîâàíèå îòîáðàæåíèÿ f ñ ÷àñòè÷íû-ìè äè��åðåíöèàëàìè âíóòðè îäíîãî èç ïîäêóáîâ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òîîòîáðàæåíèå g êîììóòèðóåò ñ òàêèìè ÷àñòè÷íûìè äè��åðåíöèàëàìè. Ñ÷àñòè÷íûìè äè��åðåíöèàëàìè, èäóùèìè èç íèæíåãî ïîäêóáà â âåðõíèéïîäêóá, îòîáðàæåíèå g àíòèêîììóòèðóåò, ïîýòîìó îòîáðàæåíèå f êîììó-òèðóåò.Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè èñõîäíûé êóá áûë àíòèêîììóòàòèâíûì, òî ïîñòðî-åííîå îòîáðàæåíèå áóäåò èçîìîð�èçìîì â ãîìîëîãèÿõ.Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî âèðòóàëèçàöèÿ îòðèöàòåëü-íîãî ïåðåêðåñòêà íå ìåíÿåò êóáà âîîáùå: çíàê ìèíóñ, êîòîðûé ïîÿâëÿåòñÿíà ðåáðàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ äè��åðåíöèàëó ∆, çàòåì ñîêðàùàåòñÿ ñî çíà-êîì ìèíóñ, ïðîèñõîäÿùèì îò ïåðåñòàíîâêè îêðóæíîñòåé (ïðàâîé è ëåâîé).Òåì ñàìûì ëåììà äîêàçàíà.



6.4. Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû 284Ëåììà 6.1 îçíà÷àåò, ÷òî ãîìîëîãèè êîìïëåêñîâ äëÿ äâóõ äèàãðàìì, îò-ëè÷àþùèõñÿ âèðòóàëèçàöèåé, èçîìîð�íû.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà àíòèêîììóòàòèâíîñòè ïîñòðîåííîãîâûøå êóáà [[K]] äëÿ äèàãðàììû K ìû ìîæåì ïðèìåíèòü âèðòóàëèçàöèè âíåêîòîðûõ êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêàõ è ðàññìîòðåòü àíàëîãè÷íûé âîïðîñäëÿ ïîëó÷àþùåéñÿ äèàãðàììû K ′.Äëÿ ïðîâåðêè àíòèêîììóòàòèâíîñòè êóáà [[K]] íàì íåîáõîäèìî ðàññìîò-ðåòü âñå åãî äâóìåðíûå ãðàíè. Êàæäàÿ äâóìåðíàÿ ãðàíü êóáà îòâå÷àåò÷åòûðåì ñãëàæèâàíèÿì â äâóõ êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêàõ ïðè �èêñèðî-âàííûõ ñãëàæèâàíèÿõ â îñòàëüíûõ (n−2) êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêàõ äèà-ãðàììû K, ñì. ðèñ. 6.7. Îñòàâøèåñÿ äâà ïåðåêðåñòêà ìîãóò áûòü ñãëàæåíûïðîèçâîëüíûì îáðàçîì; ÷åòûðå âîçìîæíîñòè òàêîãî ñãëàæèâàíèÿ ñîîòâåò-ñòâóþò âåðøèíàì äâóìåðíîé ãðàíè.

                      �èñ. 6.7. Äâóìåðíàÿ ãðàíü ïîðîæäàåò àòîìÍà ðèñ. 6.7 êóá ïåðåñòðîåê èçîáðàæåí ñëåâà, à åãî äâóìåðíàÿ ãðàíü èñîîòâåòñòâóþùàÿ äèàãðàììà, ïîðîæäàþùàÿ àòîì, � ñïðàâà. Àòîì âîññòà-íàâëèâàåòñÿ ïî äèàãðàììå óçëà, èçîáðàæåííîé ñïðàâà, ïî ïðàâèëó, îïèñàí-íîìó íà ñòð. 157.Äëÿ ýòèõ ÷åòûðåõ ñîñòîÿíèé èìååòñÿ íåêîòîðîå (âîçìîæíî, ïóñòîå) ìíî-æåñòâî îáùèõ îêðóæíîñòåé, íå èíöèäåíòíûõ íèêàêîìó èç äâóõ ðàññìàòðè-âàåìûõ ïåðåêðåñòêîâ (â ñëó÷àå, èçîáðàæåííîì íà ðèñ. 6.7, òàêèõ îêðóæ-íîñòåé íåò). Ïîñëå óäàëåíèÿ ýòèõ îêðóæíîñòåé ìû ïîëó÷àåì àòîì ñ äâóìÿ



6.4. Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû 285âåðøèíàìè.Òàêèì îáðàçîì, íàì íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî êàæäàÿ äâóìåðíàÿ ãðàíü, êî-òîðàÿ ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü íåêîòîðîìó àòîìó ñ äâóìÿ âåðøèíàìè, çàäàåòàíòèêîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó.Â äâóõ âåðøèíàõ âñÿêîãî òàêîãî àòîìà ìû èìååì íåêîòîðûå ëîêàëü-íûå îðèåíòàöèè çàöåïëåíèÿ (îðèåíòàöèè åãî âåòâåé). Îïðåäåëÿÿ áàçèñû,ñîîòâåòñòâóþùèå îêðóæíîñòÿì ñîñòîÿíèé (ñì. ðèñ. 6.3), ìîæíî âû÷èñëèòü÷àñòè÷íûå äè��åðåíöèàëû.Îòìåòèì, ÷òî íà ïîëó÷åííîì àòîìå ïðè ïåðåõîäå îò âåðøèíû ê âåðøèíåîðèåíòàöèè ìîãóò íå áûòü ñîãëàñîâàííûìè; à èìåííî, ðåáðî àòîìà ñ äâóìÿâåðøèíàìè ïðîèñõîäèò èç ñãëàæèâàíèÿ íåñêîëüêèõ ïîäðÿä èäóùèõ ðåáåð,êàæäîå èç êîòîðûõ èìåëî ñâîþ îðèåíòàöèþ, ïðîèñõîäÿùóþ èç îðèåíòàöèèçàöåïëåíèÿ, ñì. ðèñ. 6.8.
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1 1

2

1
2

1
2�èñ. 6.8. Îðèåíòàöèÿ â ïåðåêðåñòêàõ àòîìàÎêàçûâàåòñÿ, ÷òî òèï ëîêàëüíûõ îðèåíòàöèé íå îãðàíè÷èâàåò îáùíîñòèïðè ïðîâåðêå àíòèêîììóòàòèâíîñòè.



6.4. Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû 286À èìåííî, �èêñèðóåì àòîì ñ äâóìÿ âåðøèíàìè. Âñåâîçìîæíûå �âõîæäå-íèÿ� ýòîãî àòîìà â êóá çàäàþòñÿ ëîêàëüíûìè îðèåíòàöèÿìè ðåáåð â äâóõïåðåêðåñòêàõ. Ôèêñèðóåì îðèåíòàöèþ îäíîãî ïåðåêðåñòêà V1 è âûáåðåì äâåðàçëè÷íûå îðèåíòàöèè âòîðîãî ïåðåêðåñòêà V2, îòëè÷àþùèåñÿ äðóã îò äðó-ãà ïîâîðîòîì ñòðåëîê íà π
2 ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, ñì. ðèñ. 6.9. Ìû ïîëó÷èì äâàêâàäðàòà (äâóìåðíûõ êóáà), Q1 è Q2. Êàê íàáîðû ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâýòè êâàäðàòû ñîâïàäàþò. Ïóñòü Cs è Cs′ � ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà â

Q1, Q2, ñîîòâåòñòâóþùèå íåêîòîðîìó �èêñèðîâàííîìó ñîñòîÿíèþ s è ñîîò-âåòñòâóþùåìó åìó ñîñòîÿíèþ s′.
V V

V V

1 2

1 2

�èñ. 6.9. Q1 è Q2Ëåììà 6.2. Åñëè Q1 ÿâëÿåòñÿ àíòèêîììóòàòèâíûì, òî àíòèêîììó-òàòèâåí è êóá Q2. Ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò ñîõðàíÿþùåå ãðàäóèðîâêó îòîá-ðàæåíèå ïðîñòðàíñòâ öåïåé f : Q2 → Q2, ïåðåâîäÿùåå CV èçîìîð�íî â
CV ′ è êîììóòèðóþùåå ñ ÷àñòè÷íûìè äè��åðåíöèàëàìè.Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 6.2 âî ìíîãîì ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû6.1.Ïîñëå ïîâîðîòà íàïðàâëÿþùèõ ñòðåëîê ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå â ïåðåêðåñòêå
V2 ìû ïîëó÷èì ñìåíó çíàêà îáðàçóþùåé X äëÿ âñåõ îêðóæíîñòåé, èíöè-äåíòíûõ ýòîìó ïåðåêðåñòêó. Äëÿ ýòîãî, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 6.1



6.4. Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû 287ìû ðàññìàòðèâàåì äâà êîìïëåêñà è îòîæäåñòâëÿåì èõ ïðîñòðàíñòâà öå-ïåé ïîñðåäñòâîì îòîáðàæåíèÿ g (àíàëîãè÷íîãî îòîáðàæåíèþ g èç ëåììû6.1), òàê, ÷òîáû äè��åðåíöèàëû, ñîîòâåòñòâóþùèå äðóãîìó ïåðåêðåñòêó,ñîâïàäàëè.Ïîñëå ýòîãî ìû, êàê è â ëåììå 6.1, ïîäïðàâèì îòîáðàæåíèå g äî îòîá-ðàæåíèÿ f , ñîãëàñóþùåãîñÿ ñ ÷àñòè÷íûìè äè��åðåíöèàëàìè, èç ÷åãî ñëå-äóåò óòâåðæäåíèå ëåììû. Åñëè áû ìû èìåëè äåëî ñ îáû÷íûì òåíçîðíûìïðîèçâåäåíèåì, òî çàìåíà X → −X ïðèâåëà áû ê ñìåíå çíàêà äëÿ âñåõ÷àñòè÷íûõ äè��åðåíöèàëîâ òèïà ∆, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåêðåñòêó V2.Äàëåå, â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî ïåðåêðåñòêà V2 âñå äè��åðåíöèàëû òè-ïà m, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîìó ïåðåêðåñòêó, òàêæå ìåíÿþò çíàê.Â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîãî ïåðåêðåñòêà ÷àñòè÷íûå äè��åðåíöèàëû âèäà
2 → 1 íå ìåíÿþòñÿ, à îòîáðàæåíèÿ âèäà 1 → 2 ïîâòîðíî ìåíÿþò çíàê.Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî òà æå ñèòóàöèÿ, ÷òî è â ëåììå 6.1. Ëåììà 6.2äîêàçàíà.Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.3.Ëåììà 6.2 îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïðîâåðêè àíòèêîììóòàòèâíîñòè âñåõ âîç-ìîæíûõ äâóìåðíûõ ãðàíåé êóáà äîñòàòî÷íî ïåðå÷èñëèòü âñå àòîìû ñ äâóìÿâåðøèíàìè è ïðîâåðèòü àíòèêîììóòàòèâíîñòü äëÿ êàæäîãî èç íèõ: ñíà÷à-ëà ìû �èêñèðóåì ðåàëèçàöèþ âûáðàííîãî àòîìà ïîñðåäñòâîì ïîãðóæåíèÿîñòîâà â ïëîñêîñòü ñ ñîõðàíåíèåì A-ñòðóêòóðû; òàêèå ïîãðóæåíèÿ îòëè-÷àþòñÿ âîçìîæíîé âèðòóàëèçàöèåé (êîòîðàÿ íå âëèÿåò íà àíòèêîììóòà-òèâíîñòü è íå ìåíÿåò ãîìîëîãèé ïî ëåììå 6.1); â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåìâûáðàòü ïðîèçâîëüíóþ ëîêàëüíóþ îðèåíòàöèþ ðåáåð è ïðîâåðèòü ñîîòâåò-ñòâóþùèé ñëó÷àé.Îòìåòèì, ÷òî ñðåäè àòîìîâ ñ äâóìÿ âåðøèíàìè åñòü íåñâÿçíûå, ò.å. òà-êèå, ó êîòîðûõ êàæäîå ðåáðî ñîåäèíÿåò íåêîòîðóþ âåðøèíó ñ ñàìîé ñîáîé.Äëÿ òàêèõ àòîìîâ â ñëó÷àå îáû÷íîãî òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìû ïîî÷åâèäíûì ïðè÷èíàì ïîëó÷àåì êîììóòàòèâíûå äâóìåðíûå ãðàíè. Â ñëó-÷àå óïîðÿäî÷åííûõ òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè áóäóòî÷åâèäíûì îáðàçîì àíòèêîììóòèðîâàòü.Íåêîòîðûå (ñâÿçíûå) àòîìû ÿâëÿþòñÿ íåñóùåñòâåííûìè â ñëåäóþùåìñìûñëå. Ìû ïîëàãàåì ÷àñòè÷íûé äè��åðåíöèàë òèïà 1 → 1 ðàâíûì íó-



6.4. Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû 288ëþ. Ïî ïðè÷èíàì ÷åòíîñòè äâóìåðíàÿ ãðàíü êóáà (àòîì) ìîæåò èìåòü 0, 2èëè 4 òàêèõ ðåáðà. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè òàêèõ ðåáåð íåò, òî àòîìîðèåíòèðóåì. Åñëè âñå ÷åòûðå ðåáðà çàäàþò äè��åðåíöèàëû òèïà 1 → 1,òî äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà 0 = 0. Òî æå ñàìîå èìååò ìåñòîâ ñëó÷àå, êîãäà â äèàãðàììå, àíòèêîììóòàòèâíîñòü êîòîðîé ïðîâåðÿåòñÿ,ìû èìååì äâå êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé, â êàæäîé èç êîòîðûõ îäíî èç äâóõîòîáðàæåíèé íóëåâîå.Îñòàþòñÿ øåñòü ñóùåñòâåííûõ ñâÿçíûõ àòîìîâ ñ äâóìÿ âåðøèíàìè; ñî-îòâåòñòâóþùèå èì äèàãðàììû âèðòóàëüíûõ óçëîâ (ïî îäíîé íà êàæäóþ)âñå èçîáðàæåíû íà ðèñ. 6.10. Âñå ýòè àòîìû, çà èñêëþ÷åíèåì ïåðâîãî, ÿâ-ëÿþòñÿ îðèåíòèðóåìûìè.
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2 2�èñ. 6.10. Ñóùåñòâåííûå àòîìû ñ äâóìÿ âåðøèíàìè



6.4. Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû 289Â ïåðâîì ñëó÷àå àêêóðàòíûé ïîäñ÷åò, ñîîòâåòñòâóþùèé ðèñ. 6.11, ïîêà-çûâàåò, ÷òî îáå êîìïîçèöèè äàþò íóëåâîå îòîáðàæåíèå.
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2

�èñ. 6.11. Íåîðèåíòèðóåìûé àòîìÄåéñòâèòåëüíî, â íèæíåé êîìïîçèöèè ìû èìååì òîæäåñòâåííî íóëåâîåîòîáðàæåíèå. Ïîäñòàâëÿÿ â âåðõíþþ êîìïîçèöèþ îòîáðàæåíèé ýëåìåíò
X, ìû ïîëó÷èì ±X ∧ X íà ïåðâîì øàãå è íóëü íà âòîðîì øàãå. Ïðèïîäñòàíîâêå åäèíèöû ìû ïîëó÷àåì 11,oV1

∧X2,oV1
+ X1,oV1

∧ 12,oV1
íà ïåðâîìøàãå; çäåñü ïåðâûé èíäåêñ îòíîñèòñÿ ê íîìåðó îêðóæíîñòè (ïåðâàÿ îêðóæ-íîñòü � áîëüøàÿ, âòîðàÿ � ìàëàÿ), à âòîðîé èíäåêñ îòíîñèòñÿ ê íîìåðóïåðåêðåñòêà. Ïðè ïåðåõîäå êî âòîðîìó ïåðåêðåñòêó V2 ïåðâàÿ è âòîðàÿîêðóæíîñòè ìåíÿþòñÿ ðîëÿìè: îêðóæíîñòü íîìåð 1 ñòàíîâèòñÿ íèæíåé, àîêðóæíîñòü íîìåð 2 ñòàíîâèòñÿ âåðõíåé. Êðîìå òîãî, äëÿ ïåðâîé îêðóæ-íîñòè ïðîèñõîäèò çàìåíà áàçèñà: X ïåðåõîäèò â −X. Òàêèì îáðàçîì, ìûèìååì −X ∧ 1 + 1 ∧ X, ÷òî ïîä äåéñòâèåì óìíîæåíèÿ m ïåðåõîäèò â 0.Ïåðåéäåì ê ïðîâåðêå îðèåíòèðóåìûõ àòîìîâ. Äëÿ êàæäîãî èç íèõ �èê-ñèðóåì îðèåíòàöèþ ðåáåð òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 6.10. Òàêàÿ îðèåíòàöèÿçàäàåò ñîãëàñîâàííóþ îðèåíòàöèþ îêðóæíîñòåé ñîñòîÿíèé â äâóõ ðàññìàò-ðèâàåìûõ ïåðåêðåñòêàõ â ñìûñëå ðèñ. 6.3. Ïîñëå ýòîãî ìû ìîæåì �èêñè-



6.4. Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû 290ðîâàòü áàçèñû {1, X} äëÿ âñåõ îêðóæíîñòåé â âåðøèíàõ ñîãëàñíî ïðàâèëó,óêàçàííîìó íà ðèñ. 6.3.Äàëåå àíòèêîììóòàòèâíîñòü ïðîâåðÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ñëó÷àåîáû÷íîãî (íåóïîðÿäî÷åííîãî) òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìû ïîëó÷èëè áûêîììóòàòèâíûå äèàãðàììû. Ïåðåíóìåðàöèÿ îêðóæíîñòåé ìîæåò ïðèâåñòèê ïîÿâëåíèþ çíàêà ìèíóñ íà íåêîòîðûõ ðåáðàõ. Íàì íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òîäëÿ êàæäîãî àòîìà âñå ïîÿâëÿþùèåñÿ çíàêè â öåëîì ïðèâåäóò ê àíòèêîì-ìóòàòèâíîñòè.Òàê, íàïðèìåð, íà ðèñ. 6.12 ìû èìååì äèàãðàììó óçëà, êîòîðîé ñîîò-âåòñòâóåò îðèåíòèðîâàííûé àòîì ñ äâóìÿ âåðøèíàìè. Ïðîâåðêà ñëó÷àÿíåóïîðÿäî÷åííîãî òåçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñâîäèòñÿ ê îáû÷íîìó ñâîéñòâóàññîöèàòèâíîñòè m◦(m⊗1) = m◦(1⊗m), ãäå îêðóæíîñòè ïåðåíóìåðîâàíûñëåâà íàïðàâî. Â ëåâîé ÷àñòè ðèñóíêà îäíà ïàðà íîìåðîâ îêðóæíîñòåé 1 2èçîáðàæåíà â ïåðåâåðíóòîì âèäå, ÷òîáû îòìåòèòü, ÷òî ðåáðà îðèåíòèðî-âàíû ñíèçó ââåðõ. Ïðè ýòîì óêàçûâàåòñÿ, êàêàÿ èç îêðóæíîñòåé ÿâëÿåòñÿëîêàëüíî ïåðâîé (ëåâîé), à êàêàÿ � âòîðîé (ïðàâîé) â ñîîòâåòñòâóþùåìïåðåêðåñòêå.
V V1 2

1 2

1  2

1  2

1  2�èñ. 6.12. Îðèåíòèðóåìûé àòîì ñ äâóìÿ âåðøèíàìèÇäåñü íóæíî ïðèíÿòü âî âíèìàíèå ãëîáàëüíîå óïîðÿäî÷åíèå êîìïîíåíò.Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå òðåõ êîìïîíåíò óìíîæåíèå ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþäîëæíî ïðèìåíÿòüñÿ ê ïåðâûì äâóì, ò.å. èìåòü âèä m ∧ Id.Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿm◦(m∧Id) êA1∧A2∧A3, ìû ïîëó÷èìm(m(A1, A2), A3) =
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−(A1 · A2 · A3); çäåñü · îçíà÷àåò îáû÷íîå óìíîæåíèå: X · X = 0; X · 1 =
1 · X = X; 1 · 1 = 1. Çíàê ìèíóñ ïîÿâëÿåòñÿ ïî ïðè÷èíå òîãî, ÷òî âî âòî-ðîì ïåðåêðåñòêå V2 ñàìàÿ ïðàâàÿ îêðóæíîñòü îêàçûâàåòñÿ ïåðâîé (ëåâîé)îòíîñèòåëüíî ïåðåêðåñòêà V2.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ìû ðàññìîòðèì ñíà÷àëà âòîðîé ïåðåêðåñòîê V2,ìû ïîëó÷èì A1∧A2∧A3 = (A2∧A3)∧A1 = −(A3∧A2)∧A1 → −(A2 ·A3)∧
A1 = A1 ∧ (A2 · A3). Ïðèìåíÿÿ ê ïîëó÷åííîìó óìíîæåíèå m, ìû èìååì
A1 · A2 · A3.Àíòèêîììóòàòèâíîñòü â ñëó÷àå âñåõ îñòàëüíûõ àòîìîâ ïðîâåðÿåòñÿ àíà-ëîãè÷íî. Îòìåòèì, ÷òî íàøà êîíñòðóêöèÿ ïðèâîäèò íåïîñðåäñòâåííî ê àí-òèêîììóòàòèâíîìó êóáó, â îòëè÷èå îò èñõîäíîé êîíñòðóêöèè Õîâàíîâà, ãäåìû ïîëó÷àëè àíòèêîììóòàòèâíûé êóá ïóòåì äîáàâëåíèÿ çíàêîâ íà ðåáðàõíåêîòîðîãî êîììóòàòèâíîãî êóáà. Òåì ñàìûì òåîðåìà 6.3 äîêàçàíà.Òåì ñàìûì äîêàçàíà è òåîðåìà 6.2.Çàìå÷àíèå 6.3. Íà ïðîòÿæåíèè äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 6.4 ìû íå áó-äåì çàáîòèòüñÿ î ñäâèãå âûñîòû è ãðàäóèðîâêè ñîîòâåòñòâóþùèõ êîì-ïëåêñîâ. Ñîâïàäåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàäóèðîâîê äëÿ äèàãðàìì, îòëè-÷àþùèõñÿ äâèæåíèåì �åéäåìåéñòåðà, äîñëîâíî ïîâòîðÿåò êëàññè÷åñêèéñëó÷àé, ñì., íàïð., [BN1℄.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.4. Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî êîìïëåêñ C(K) íå ìå-íÿåòñÿ ïðè ïðèìåíåíèè äâèæåíèÿ îáúåçäà. Ñëåäîâàòåëüíî, íå ìåíÿþòñÿ èãîìîëîãèè.Äîêàçàòåëüñòâî èíâàðèàíòíîñòè ãîìîëîãèé êîìïëåêñà ïðè êëàññè÷åñêèõäâèæåíèÿõ �åéäåìåéñòåðà ïðîõîäèò àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó â ïðåäû-äóùåé ãëàâå.Èíâàðèàíòíîñòü ïðè ïåðâîì êëàññè÷åñêîì äâèæåíèè �åéäåìåéñòåðà äî-ñëîâíî ïîâòîðÿåò ðàññóæäåíèÿ èç ïðåäûäóùåé ãëàâû. Êîìïëåêñ, ñîîòâåò-ñòâóþùåé äèàãðàììå ñ äîáàâëåííûì çàâèòêîì èìååò âèä

[[E]] =
(

[[M]]
m→ [[P]]{1}

)

. (6.1)Òàêèì îáðàçîì, âñïîìèíàÿ, ÷òî îòîáðàæåíèå m ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì,ïðè ýòîì ïîäêîìïëåêñ êîìïëåêñàM ñëåâà, â êîòîðîì íà ìàëîé îêðóæíî-ñòè ñòîèò ±1, ïåðåâîäèòñÿ îòîáðàæåíèåì m íà âåñü êîìïëåêñ P ñïðàâà.



6.4. Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû 292Ïîýòîìó ìû ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî âåñü êîìïëåêñ èìååò òå æå ãîìîëîãèè,÷òî è åãî �àêòîðêîìïëåêñ ïî îïèñàííîé âûøå àöèêëè÷íîé ÷àñòè. Ýòîò�àêòîðêîìïëåêñ èìååò òå æå ãîìîëîãèè, ÷òî è [[P]].Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ðàññìàòðèâàåòñÿ è äðóãîé çàâèòîê; â ýòîì ñëó÷àåèñïîëüçóåòñÿ èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ ∆.Êàê è â ñëó÷àå ïåðâîãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà, äîêàçàòåëüñòâî èíâà-ðèàíòíîñòè ïðè âòîðîì äâèæåíèè �åéäåìåéñòåðà ïîâòîðÿåò ñîîòâåòñòâóþ-ùåå äîêàçàòåëüñòâî Áàð-Íàòàíà â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå. Ìû ïðèâåäåì åãîçäåñü ïîòîìó, ÷òî îíî íàì ïîíàäîáèòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå èíâàðèàíòíîñòèîòíîñèòåëüíî òðåòüåãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà.Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåé ãëàâû, íàì íóæíî îáðàòèòü âíèìàíèå íà îðè-åíòàöèþ îêðóæíîñòåé ïðè äîêàçàòåëüñòâå èíâàðèàíòíîñòè ïðè âòîðîì äâè-æåíèè �åéäåìåéñòåðà.Äëÿ âòîðîãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà çàìåòèì, ÷òî ìîæíî âûáðàòü îðè-åíòàöèþ äëÿ âñåõ îêðóæíîñòåé, èíöèäåíòíûõ äàííîìó ïåðåêðåñòêó, ëî-êàëüíî ñîãëàñîâàííûì îáðàçîì (ëîêàëüíóþ ñòðóêòóðó èñòî÷íèê-ñòîê, ò. ÷.ïðè ïåðåõîäå ïî îäíîé îêðóæíîñòè îò îäíîãî èç äâóõ ïåðåêðåñòêîâ ê äðó-ãîìó ïåðåìåííàÿ X íå ìåíÿëà çíàê), ñì. ðèñ. 6.13.Äàëåå ìû ïðîäîëæàåì ðàññóæäåíèÿ, ó÷èòûâàÿ, ÷òî çíàê ïðè X íå ìå-íÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî ïåðåêðåñòêà êî âòîðîìó ïåðåðêðåñòêó ïðèäâèæåíèè âäîëü îêðóæíîñòè ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ìûïîâòîðÿåì ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå â ãë.5. Èçíà÷àëüíûé êîìïëåêñ C âû-ãëÿäèò òàê (6.2):
[[Q]]{1} m−→ [[W]]{2}

∆ ↑ ↑
[[N]] −→ [[T]]{1}

. (6.2)Ýòîò êîìïëåêñ ñîäåðæèò ïîäêîìïëåêñ C ′:
C ′ =

[[Q]]1{1} m−→ [[W]]{2}
↑ ↑
0 −→ 0

(6.3)
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�èñ. 6.13. Ñîãëàñîâàííûå îðèåíòàöèè ðåáåð ïðè äâèæåíèèr Ω2Çäåñü è äàëåå íèæíèé èíäåêñ 1 â ëåâîì âåðõíåì óãëó îçíà÷àåò ìåòêó íàìàëîé îêðóæíîñòè.Àöèêëè÷íîñòü êîìïëåêñà C ′ î÷åâèäíà.Ôàêòîðèçóÿ C ïî C ′, ìû ïîëó÷àåì
[[Q]]{1}/1=0 −→ 0

∆ ↑ ↑
[[N]] −→ [[T]]{1}

. (6.4)Â ëåâîì âåðõíåì óãëó 1 = 0 îçíà÷àåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî {1, X}, ñîîòâåò-ñòâóþùåå ìàëîé îêðóæíîñòè, ïðî�àêòîðèçîâàíî ïî ñîîòíîøåíèþ 1 = 0,ò.å. â ñîîòâåòñòâóþùåì (óïîðÿäî÷åííîì) òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè âìåñòîäâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñòîèò îäíîìåðíîå, ïîðîæäåííîå ýëåìåíòîì X.Â ïîñëåäíåì êîìïëåêñå ñòðåëêà ∆, íàïðàâëåííàÿ ââåðõ, ÿâëÿåòñÿ èçî-ìîð�èçìîì. Ñëåäîâàòåëüíî ýòîò êîìïëåêñ èìååò òå æå ãðóïïû ãîìîëîãèé,÷òî è [[T]]. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî



6.4. Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû 294
Ω2 (ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà âûñîòû è ãðàäóèðîâêè).Âîçâðàùàÿñü íàçàä ê èñõîäíîìó (6.2) êîìïëåêñó C, ìû âèäèì, ÷òî âñååãî ãðóïïû ãîìîëîãèé îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò ãðóïïàì ãîìîëîãèé êîì-ïëåêñà, ñòîÿùåãî â ïðàâîì íèæíåì óãëó äèàãðàììû (6.4). Îòìåòèì òàêæåñëåäóþùåå îáñòîÿòåëüñòâî. Â èçíà÷àëüíîì êîìïëåêñå âñå íåòðèâèàëüíûåöèêëû èìåþò �ëîêàëüíóþ� âûñîòó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðàâîìó íèæíåìó èëåâîìó âåðõíåìó óãëàì äèàãðàììû. Òåì ñàìûì, â èçíà÷àëüíîì êîìïëåê-ñå êàæäûé ýëåìåíò α, ñòîÿùèé â ëåâîì âåðõíåì óãëó, ãîìîëîãè÷åí ðîâíîîäíîìó ýëåìåíòó −τ(α), ñòîÿùåìó â ïðàâîì íèæíåì óãëó. Îòîáðàæåíèå τïîëó÷àåòñÿ êîìïîçèöèåé îòîáðàæåíèÿ (∆−1) è ñòðåëêè íàïðàâî, ðàñïîëî-æåííîé ñíèçó íà äèàãðàììå (6.2). Ïðè òðåòüåì äâèæåíèè �åéäåìåéñòåðàìû ïðîâåäåì óïðîùåíèå ïîäêîìïëåêñîâ, ñîîòâåòñòâóþùåå âòîðîìó äâè-æåíèþ �åéäåìåéñòåðà. Òàêîå óïðîùåíèå áóäåò ïðîäåëàíî â äâóõ ìåñòàõ,è ïðèâåäåò ê äâóì îòîáðàæåíèÿì, àíàëîãè÷íûì τ , êîòîðûå ìû îáîçíà÷èì÷åðåç τ1 è τ2.�àññìîòðèì òåïåðü òðåòüå äâèæåíèå �åéäåìåéñòåðà, èçîáðàæåííîå íàðèñ. 6.14.

�èñ. 6.14. Òðåòüå äâèæåíèå �åéäåìåéñòåðà



6.4. Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû 295Îáùåèçâåñòíî (ñì., íàïð., [Oht℄), ÷òî ëþáîé âàðèàíò òðåòüåãî äâèæåíèÿ�åéäåìåéñòåðà ïîëó÷àåòñÿ êîìïîçèöèåé äâèæåíèé Ω1, Ω2 è êàêîãî-íèáóäüîäíîãî (çàðàíåå �èêñèðîâàííîãî) âàðèàíòà òðåòüåãî äâèæåíèÿ �åéäåìåé-ñòåðà, â êîòîðîì âûáðàíà ðàññòàíîâêà ïðîõîäîâ-ïåðåõîäîâ è îðèåíòàöèèðåáåð. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òîëüêî îäèí ñëó÷àé, â êîòîðîì îðèåíòàöèèâûáðàíû êàê íà ðèñ. 6.16 ñâåðõó, à ïåðåêðåñòêè ðàçâåäåíû òàê êàê íà ðèñ.6.14.

�èñ. 6.15. Äèàãðàììû ïîñëå âèðòóàëèçàöèèÏðèìåíèì âèðòóàëèçàöèþ ê ïåðâîìó è âòîðîìó ïåðåêðåñòêàì ïåðâîéäèàãðàììû è êî âòîðîìó ïåðåêðåñòêó âòîðîé äèàãðàììû; ïîñëå ýòîãî âñåëîêàëüíûå îðèåíòàöèè íà äâóõ äèàãðàììàõ (â ñìûñëå îáðàçóþùåé X) áó-äóò ñîãëàñîâàíû, ñì. ðèñ. 6.15.Ïîëîæèòåëüíîå ñãëàæèâàíèå îáåèõ ïîëó÷åííûõ äèàãðàìì â ïåðâîì ïå-ðåêðåñòêå ïðèâîäèò ê ñîâïàäàþùèì (ñ òî÷íîñòüþ äî âèðòóàëèçàöèè) äèà-ãðàììàì.Îòðèöàòåëüíûå ñãëàæèâàíèÿ ïðèâîäÿò ê äèàãðàììàì, ïîëó÷àþùèìñÿîäíà èç äðóãîé ïðèìåíåíèåì (âèðòóàëèçàöèé è) âòîðûõ êëàññè÷åñêèõ äâè-æåíèé �åéäåìåéñòåðà.
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�èñ. 6.16. Âèðòóàëèçàöèÿ ïåðåêðåñòêîâ ïðè Ω3 äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ áàçèñîâÒàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ïåðåñòðîèòü êîìïëåêñû, ñîîòâåòñòâóþùèåäâóì äèàãðàììàì, òàê ÷òîáû èõ íèæíèå ïîäêóáû ñîâïàäàëè, à âåðõíèåèìåëè îäèíàêîâûå ãîìîëîãèè (â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìû ïðèìåíèëè ïðåîáðàçî-âàíèå Ω2).Â êàæäîì ïåðåêðåñòêå íà ðèñ. 6.16 åñòü ëîêàëüíîå ïðàâèëî çàäàíèÿ îðè-åíòàöèè äëÿ âñåõ èíöèäåíòíûõ äàííîìó ïåðåêðåñòêó ðåáåð, ñîãëàñíî ïðà-âèëó, îïèñàííîìó íà ðèñ. 6.3. Åñëè äâà ïåðåêðåñòêà ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè,òî òàêèå îðèåíòàöèè ðåáðà, ñîåäèíÿþùåãî ýòè ïåðåêðåñòêè, ìîãóò áûòüèëè íå áûòü ñîãëàñîâàííûìè. Ìû âèäèì, ÷òî îðèåíòàöèÿ (îïðåäåëåííàÿñîãëàñíî ðèñ. 6.3) â òðåòüåì ïåðåêðåñòêå íà ëåâîé êàðòèíêå íå ñîãëàñóåòñÿñ îðèåíòàöèÿìè â ïåðâîì è âòîðîì ïåðåêðåñòêàõ; àíàëîãè÷íûì îáðàçîì,íà ïðàâîì ðèñóíêå âòîðîé ïåðåêðåñòîê íå ñîãëàñóåòñÿ ñ ïåðâûì è òðåòüèì.Îòìåòèì, ÷òî ïðàâèëî âûáîðà îðèåíòàöèè îêðóæíîñòåé íà ðèñ. 6.3 íå çà-âèñèò îò òèïà ïåðåêðåñòêà, à ëèøü îò íàïðàâëåíèÿ îðèåíòàöèè âåòâåé.Â èòîãå ìû ïîëó÷èì êóá ïåðåñòðîåê, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 6.15.Íàì îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ÷àñòè÷íûå äè��åðåíöèàëû, èäóùèå ñíèçóââåðõ, ñîãëàñóþòñÿ, ò.å. îòîáðàæåíèÿ �ñíèçó ââåðõ� â îáîèõ ñëó÷àÿõ ëèáîñîâïàäàþò, ëèáî îòëè÷àþòñÿ çíàêîì.Â íàøåé ñèòóàöèè åäèíñòâåííîå îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ ñîñòî-èò â òîì, ÷òî ìîãóò âîçíèêíóòü çíàêè �ìèíóñ� â ñâÿçè ñ óïîðÿäî÷åíèåì



6.4. Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû 297òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.Â îáû÷íîì (êëàññè÷åñêîì) ñëó÷àå îêîí÷àòåëüíûå êîìïëåêñû (ïîñëå �àê-òîðèçàöèè) âûãëÿäÿò òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 6.15.Çàïèñü 1 = 0 â ëåâîì âåðõíåì óãëó ðèñóíêà 6.15 îçíà÷àåò, ÷òî ïðîñòðàí-ñòâî, ñîîòâåòñòâóþùåå äàííîìó ñîñòîÿíèþ, ïðî�àêòîðèçîâàíî ïî ïîäïðî-ñòðàíñòâó, ó êîòîðîãî íà ìàëîé îêðóæíîñòè âûáðàí ýëåìåíò 1. Çäåñü τ1è τ2 íå ÿâëÿþòñÿ äè��åðåíöèàëàìè, à ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îòîáðàæåíèÿ,êîòîðûå ïåðåâîäÿò âñÿêèé ýëåìåíò x â ýëåìåíò, ãîìîëîãè÷íûé ýëåìåíòó
−x.×òîáû óñòàíîâèòü èçîìîð�èçì â ãîìîëîãèÿõ, íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,÷òî τ1 ◦ d1∗01 = d2∗01 è d1∗10 = τ2 ◦ d2∗10. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîêàæåì, ÷òîîòîáðàæåíèÿ �ñíèçó ââåðõ� íà îáîèõ êîìïëåêñàõ âñå îòëè÷àþòñÿ çíàêîì(èáî â îáîèõ ñëó÷àÿõ τi â ãîìîëîãèÿõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìèíóñ òîæäå-ñòâåííîå îòîáðàæåíèå). Ïîñëå ýòîãî èçîìîð�èçì ãîìîëîãèé äâóõ êîìïëåê-ñîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ òðåòüåìó äâèæåíèþ �åéäåìåéñòåðà, äîêàçûâàåòñÿòàê æå, êàê è èçîìîð�èçì êîìïëåêñîâ, îïèñûâàåìûõ â ëåììå 6.1: ïîñðåä-ñòâîì åñòåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ, îòîæäåñòâëÿþùåãî íèæíèå ïîäêóáû èìèíóñ òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî êîìïëåêñó, ê êîòî-ðîìó ðåäóöèðóåòñÿ âåðõíèé ïîäêóá.Ñëó÷àé óïîðÿäî÷åííîãî òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ îòëè÷àåòñÿ îò �îáû÷-íîãî� ëèøü çíàêàìè íà ðåáðàõ.Ïîêàæåì, ÷òî τ1◦d1∗01 = d2∗01 (âòîðîé ñëó÷àé d1∗10 = τ2◦d2∗10 ïîëíîñòüþàíàëîãè÷åí).�àññìîòðèì ðèñ. 6.15 è ó÷òåì âèðòóàëèçàöèè ïðàâîé è ëåâîé äèàãðàììâ ïåðåêðåñòêàõ. Èñêîìîå ðàâåíñòâî áóäåò èìåòü âèä p = q ◦ ∆−1 ◦ ∆, ñì.ðèñ. 6.17.Çäåñü d1∗01 ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì òèïà 1 → 2 (ìû îáîçíà÷èëè åãî ÷å-ðåç ∆); τ1 = v ◦ ∆−1, ãäå v � ÷àñòè÷íûé äè��åðåíöèàë, à ∆−1 � îïåðà-öèÿ, îáðàòíàÿ ê (äðóãîìó) êîóìíîæåíèþ ∆ (îòìåòèì, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâîïðîñòðàíñòâà öåïåé, ñîîòâåòñòâóþùåå âåðõíåìó óãëó êóáà, â êîòîðîì ñòî-èò ýëåìåíò β1, ïðî�àêòîðèçîâàíî ïî ñîîòíîøåíèþ 1 = 0; ò.å. ìàëåíüêîéîêðóæíîñòè C ìû ñîïîñòàâëÿåì îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ îáðàçóþùåé
X). Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå êîóìíîæåíèÿ ñòàíîâèòñÿ èçî-
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�èñ. 6.17. Ïðîâåðêà èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî Ω3ìîð�èçìîì.Îáðàòèìñÿ ê ðèñ. 6.17. Äëÿ êàæäîãî èç îòîáðàæåíèé â ñêîáêàõ óêàçàííîìåð ïåðåêðåñòêà, ê êîòîðîìó îíî ïðèìåíÿåòñÿ.Îòîáðàæåíèÿ p è q � ýòî îáû÷íûå ÷àñòè÷íûå äè��åðåíöèàëû; ïðè ýòîìëèáî îáà ÿâëÿþòñÿ óìíîæåíèÿìè, ëèáî îáà � êîóìíîæåíèÿìè, ëèáî îáàíóëÿìè.Â ñëó÷àå p = q = 0 äîêàçûâàòü íå÷åãî.�àññìîòðèì îñòàâøèåñÿ ñëó÷àè. Ìû èìååì òðè �ðàãìåíòà îêðóæíîñòåé
α, β, δ. Â èñõîäíîì ñîñòîÿíèè (ê êîòîðîìó ïðèìåíÿþòñÿ îòîáðàæåíèÿ p íàðèñóíêå ñïðàâà è ∆ íà ðèñóíêå ñëåâà) îíè ìîãóò ïðèíàäëåæàòü îäíîé, äâóìèëè òðåì ðàçëè÷íûì îêðóæíîñòÿì. �àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà âñå�ðàãìåíòû, ñîäåðæàùèå α, β, δ, ïðèíàäëåæàò òðåì ðàçíûì îêðóæíîñòÿì.Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé áóäåì îáîçíà÷àòü äàëåå ýëåìåíòû àëãåáðû V(âèäà 1 èëè ±X), ñòîÿùèå íà ýòèõ îêðóæíîñòÿõ, òåìè æå áóêâàìè, ÷òî è�ðàãìåíòû α, β, δ.Â ýòîì ñëó÷àå îáå îïåðàöèè p è q ÿâëÿþòñÿ óìíîæåíèÿìè.Íà÷èíàÿ ñ α∧β∧δ, ìû ïîëó÷àåì íà ïðàâîé êàðòèíêå îòîáðàæåíèå d2∗01:

p : α ∧ β ∧ δ → (α · β) ∧ δ,



6.4. Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû 299ãäå (α · β) îçíà÷àåò óìíîæåíèå â àëãåáðå Ôðîáåíèóñà.Íà ëåâîé êàðòèíêå ìû èìååì:
α ∧ β ∧ δ = δ ∧ α ∧ β

∆→ δ ∧ X ∧ α ∧ β.Çäåñü ìû ïðèìåíèëè êîóìíîæåíèå ê δ, ÷òîáû ïîëó÷èòü äâå îêðóæíî-ñòè â ïåðåêðåñòêå 1; ïîëó÷èâøèåñÿ îêðóæíîñòè, èìåþò ìåòêè, ðàâíûå δ(âåðõíÿÿ) è X (íèæíÿÿ).Äàëåå, δ∧X∧α∧β = −β∧X∧α∧δ. Ïðèìåíèì òåïåðü ∆−1 ê ïåðåêðåñòêó
3: ýòî îòîáðàæåíèå îáúåäèíÿåò äâå îêðóæíîñòè, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò βè X.Â ýòîì ïåðåêðåñòêå îáðàçóþùàÿ X îòíîñèòñÿ ê ëåâîé îêðóæíîñòè, à β� ê ïðàâîé. Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì

−β ∧ X ∧ α ∧ δ = X ∧ β ∧ α ∧ δ
∆−1

→ β ∧ α ∧ δ.Äàëåå, îïåðàöèÿ q ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîóìíîæåíèå â ïåðåêðåñòêå 2,â êîòîðîì îêðóæíîñòü, ïîìå÷åííàÿ êàê β, ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé (âåðõíåé), àîêðóæíîñòü, ïîìå÷åííàÿ α, � âòîðîé. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì:
(α · β) ∧ δ.Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî α è β ïðèíàäëåæàò îäíîé îêðóæíîñòè (â íà-÷àëüíîì ïîëîæåíèè), à δ îáðàçóåò äðóãóþ îêðóæíîñòü. Îáîçíà÷èì ìåòêó(ýëåìåíò èç V ), ñîîòâåòñòâóþùóþ ïåðâîé îêðóæíîñòè, ÷åðåç A, à ìåòêó,ñîîòâåòñòâóþùóþ âòîðîé îêðóæíîñòè, � ÷åðåç δ.Îòîáðàæåíèå p èìååò âèä A ∧ δ

∆→ ∑

i Ai,1 ∧ Ai,2 ∧ δ, ãäå ∑

i Ai,1 ⊗ Ai,2ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ êîóìíîæåíèÿ ê A â îáû÷íîì ñìûñëå(1 7→ 1 ⊗ X + X ⊗ 1, X 7→ X ⊗ X), ñì. ðèñ. 6.18.Â äàëüíåéøåì äîêàçàòåëüñòâå ìû äëÿ óäîáñòâà çàïèñè íå áóäåì èñïîëü-çîâàòü çíàê ñóììèðîâàíèÿ ∑

i.Íà ëåâîé êàðòèíêå ìû èìååì
A∧δ = −δ∧A → −δ∧X∧A (â ïåðâîì ïåðåêðåñòêå ìåòêà δ ñîîòâåòñòâóåòâåðõíåé îêðóæíîñòè, à äðóãàÿ ìåòêà � âñåãäà ðàâíàÿ X � ñîîòâåòñòâóåòíèæíåé îêðóæíîñòè).Òîãäà ïðè îòîáðàæåíèè ∆−1 â òðåòüåì ïåðåêðåñòêå ìû èìååì
−δ ∧ X ∧ A = −X ∧ A ∧ δ → −A ∧ δ. (çäåñü ýëåìåíò X ñòîÿë íà ëåâîéñòîðîíå, à A � íà ïðàâîé ñòîðîíå).Íàêîíåö, îòîáðàæåíèå q âî âòîðîì ïåðåêðåñòêå äàåò
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�èñ. 6.18. Ïðîâåðêà èíâàðèàíòíîñòè ïðè äâèæåíèè Ω3

−A ∧ δ → −Ai,1 ∧ Ai,2 ∧ δ,Çäåñü Ai,1 ñîîòâåòñòâóåò êîìïîíåíòå s, êîòîðàÿ ëîêàëüíî ïðîõîäèò ñâåð-õó (ñëåâà îòíîñèòåëüíî âòîðîãî ïåðåêðåñòêà) â ïåðåêðåñòêå 2, à Ai,2 ñî-îòâåòñòâóåò ëîêàëüíî íèæíåé (ïðàâîé îòíîñèòåëüíî âòîðîãî ïåðåêðåñòêà)êîìïîíåíòå t. Íî íà ïðàâîé êàðòèíêå ñîîòâåòñòâóþùèå îêðóæíîñòè ïîäõî-äÿò äðóã ê äðóãó ïðîòèâîïîëîæíûì îáðàçîì. Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì
−Ai,1,s ∧ Ai,2,t ∧ δ.Â ïåðâîì ñëó÷àå (îòîáðàæåíèå p) ìû èìåëè
Ai,1,t ∧ Ai,2,s ∧ δ = −Ai,2,s ∧ Ai,1,t ∧ δ.Ýòè äâà ðåçóëüòàòà ñîâïàäàþò ïî ïðè÷èíå êîêîììóòàòèâíîñòè îïåðàöèè

∆ â îáû÷íîì ñëó÷àå.Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññìîòðåòü âñå îñòàâøèåñÿ ñëó÷àè.Åñëè α è δ ïðèíàäëåæàò îäíîé îêðóæíîñòè (îáîçíà÷èì åå ÷åðåç α), à β� äðóãîé, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå îòîáðàæåíèÿ.Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå (îòîáðàæåíèå p) ìû èìååì α ∧ β → (α · β).Íà ëåâîé êàðòèíêå ìû ïîëó÷àåì α ∧ β → α ∧ X ∧ β = X ∧ β ∧ α →
β ∧ α → (β · α) = (α · β).Â ñëó÷àå óìíîæåíèÿ, êîãäà β è δ îáðàçóþò îäíó îêðóæíîñòü (îáîçíà÷èì



6.4. Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû 301åå ÷åðåç β), ìû ïîëó÷àåì:Íà êàðòèíêå ñïðàâà (îòîáðàæåíèå p): α ∧ β → (α · β).Íà ëåâîé êàðòèíêå ìû èìååì:
α ∧ β = −β ∧ α → −β ∧ X ∧ α = X ∧ β ∧ α → β ∧ α → (β · α).Íàêîíåö, â ñëó÷àå, êîãäà â íà÷àëå ìû èìåëè âñåãî îäíó îêðóæíîñòü (îáî-çíà÷èì åå ÷åðåç A), ìû ïîëó÷èì äâà êîóìíîæåíèÿ:
A → Ai,1,t ∧ Ai,2,s â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå (îòîáðàæåíèå p)è
A → A ∧ X = −X ∧ A → −A → −Ai,1,s ∧ Ai,2,t = Ai,2,t ∧ Ai,1,s.Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ðàâåíñòâî τ1 ◦d1∗01 = d2∗01. Äîêàçàòåëüñòâîðàâåíñòâà d1∗10 = τ2 ◦ d2∗10 ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî. Òåîðåìà äîêàçàíà.Òåîðåìà 6.5. Ïóñòü K � äèàãðàììà âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ, êîòîðîéñîîòâåòñòâóåò îðèåíòèðóåìûé àòîì. Òîãäà ãðóïïû ãîìîëîãèé Kh(K)ñîâïàäàþò ñ îáû÷íûìè ãðóïïàìè ãîìîëîãèé Õîâàíîâà äèàãðàììû K, ïî-ñòðîåííûìè â ïðåäûäóùåé ãëàâå.Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû ìû áóäåì îáîçíà÷àòü íàø íîâûé êîì-ïëåêñ è åãî ãðóïïû ãîìîëîãèé ÷åðåç C(K) è Kh(K) ñîîòâåòñòâåííî, à êîì-ïëåêñ è ãîìîëîãèè, îïðåäåëåííûå â ïðåäûäóùåé ãëàâå, � ÷åðåç C ′(K) è

Kh′(K).Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà îòìåòèì, ÷òî íîðìèðîâêè äëÿ C è C ′ ïðîèçâî-äÿòñÿ îäèíàêîâûì ñïîñîáîì. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì çàáûòü î äîïîëíè-òåëüíûõ íîðìèðîâêàõ âèäà [−n−]{n+ − 2n−}.Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî äèàãðàììà çàöåïëåíèÿ K âûáðàíà òàêèì îá-ðàçîì, ÷òî âñå ýëåìåíòû X ñîãëàñîâàíû (ò.å. ïðè ïåðåõîäå ïî îêðóæíîñòè
C ñîñòîÿíèÿ îò âåðøèíû P ê âåðøèíå Q âñåãäà èìååò ìåñòî XC,oP

= XC,oQ
,à íå XC,oP

= −XC,oQ
). Ýòî âîçìîæíî, òàê êàê àòîì, ñîîòâåòñòâóþùèéäèàãðàììå K, ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðóåìûì. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ îðèåíòèðó-åìîãî àòîìà ìîæíî çàäàòü ãëîáàëüíî îðèåíòàöèþ âñåõ ðåáåð (ñòðóêòó-ðó èñòî÷íèê-ñòîê), ÷òîáû îíà ñîîòâåòñòâîâàëà îðèåíòàöèè îêðóæíîñòåé âêàæäîì ñîñòîÿíèè. Äëÿ çàäàííîé âèðòóàëüíîé äèàãðàììû K â êàæäîì ïå-ðåêðåñòêå ëîêàëüíàÿ îðèåíòàöèÿ ðåáåð, çàäàâàåìàÿ ïðàâèëîì, èçîáðàæåí-íîì íà ðèñ. 6.3, ìîæåò ñîâïàäàòü ñ îðèåíòàöèåé, ïðîèñõîäÿùåé èç ñòðóê-



6.4. Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû 302òóðû èñòî÷íèê-ñòîê àòîìà èëè îòëè÷àòüñÿ îò íåå. Ïðèìåíèì êî âñåì ïåðå-êðåñòêàì äèàãðàììû K, ãäå îðèåíòàöèè îòëè÷àþòñÿ, âèðòóàëèçàöèþ. Ïîëåììå 6.1 ãîìîëîãèè êîìïëåêñà C(K) íå èçìåíÿòñÿ, à îðèåíòàöèè îêðóæíî-ñòåé, çàäàâàåìûå ëîêàëüíî â ïåðåêðåñòêàõ ïî ïðàâèëó 6.3, áóäóò ñîâïàäàòü.Ïîñëå ýòîãî íàì íóæíî ëèøü ïðîñëåäèòü çíàêè ÷àñòè÷íûõ äè��åðåí-öèàëîâ è íóìåðàöèþ îêðóæíîñòåé âî âñåõ ïåðåêðåñòêàõ.Ìû ïîñòðîèì ñîõðàíÿþùåå ãîìîëîãèè îòîáðàæåíèå ìåæäó äâóìÿ êóáàìè-êîìïëåêñàìè. Ôèêñèðóåì íåêîòîðóþ íóìåðàöèþ êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñò-êîâ äèàãðàììû K. Ñîïîñòàâèì åé ìàêñèìàëüíîå äåðåâî äëÿ êóáîâ C(K)è C ′(K). Ýòî äåðåâî ñîñòîèò èç âñåõ ðåáåð òèïà (α1, . . . , αk, ∗, 0, . . . , 0), ãäå
αj ∈ {0, 1}, ò.å. ðåáðî â íàïðàâëåíèè xk+1 ïðèíàäëåæèò ýòîìó äåðåâó, åñëèâñå êîîðäèíàòû xk+2, . . . , xn ðàâíû íóëþ, ñì. ðèñ. 6.19.
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2

3

�èñ. 6.19. Âûáîð ìàêñèìàëüíîãî äåðåâàÄàëåå, êàæäîìó ñîñòîÿíèþ s êîìïëåêñà C(K) ñîïîñòàâèì óïîðÿäî÷åí-íóþ òåíçîðíóþ ñòåïåíü V ∧k (ñì. ñòð. 274), à ñîîòâåòñòâóþùåìó ñîñòîÿíèþäëÿ êîìïëåêñà C ′(K) ñîïîñòàâèì V ⊗k, ãäå k îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî îêðóæ-íîñòåé â ñîñòîÿíèè s. Ïåðåíóìåðóåì îêðóæíîñòè â A-ñîñòîÿíèè íåêîòîðûìîáðàçîì. Òîãäà óïîðÿäî÷åíèå îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå èç ïðîñòðàíñòâà, ñî-îòâåòñòâóþùåãî A-ñîñòîÿíèþ s â C(K) â ïðîñòðàíñòâî, ñîîòâåòñòâóþùååíåêîòîðîìó ñîñòîÿíèþ g(s) êîìïëåêñà C ′(K). Ïîñëå ýòîãî ìû ìîæåì óñòðî-



6.5. Îáîáùåíèÿ 303èòü ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåíóìåðàöèþ îêðóæíîñòåé âî âñåõ âåðøèíàõ äåðå-âà, ÷òîáû îòîæäåñòâëåíèÿ öåïåé â ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîñòîÿíèÿõ êîìïëåê-ñîâ C(K) è C ′(K) êîììóòèðîâàëè ñ ÷àñòè÷íûìè äè��åðåíöèàëàìè, èäó-ùèìè âäîëü ðåáåð ìàêñèìàëüíîãî äåðåâà. Òåì ñàìûì ìû ïîñòðîèì îòîá-ðàæåíèå âñåãî ïðîñòðàíñòâà öåïåé êóáà C(K) â ïðîñòðàíñòâî öåïåé êóáà
C ′(K).Ýòî îòîáðàæåíèå g áóäåò ñîãëàñîâàíî ñî âñåìè ÷àñòè÷íûìè äè��åðåí-öèàëàìè ïî ñëåäóþùèì ñîîáðàæåíèÿì. Äëÿ ÷àñòè÷íûõ äè��åðåíöèàëîâ
∂′, ∂′′, ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîìó è òîìó æå ðåáðó êîìïëåêñîâ-êóáîâ C è C ′,ìû èìååì g ◦ ∂′ = ±∂′′ ◦ g.Åñëè ñîãëàñîâàííîñòü èìååò ìåñòî äëÿ òðåõ èç ÷åòûðåõ ðåáåð íåêîòî-ðîé äâóìåðíîé ãðàíè êóáà, òî îíà èìååò ìåñòî è äëÿ ÷åòâåðòîãî ðåáðàýòîé ãðàíè, èáî îáà êîìïëåêñà ÿâëÿþòñÿ àíòèêîììóòàòèâíûìè è íè îäèíèç ÷àñòè÷íûõ äè��åðåíöèàëîâ íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî íóëåâûì îòîá-ðàæåíèåì.Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøàåòñÿ ðàññóæäåíèåì î òîì, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ çàòÿ-ãèâàþùåãî äåðåâà è äîáàâëÿÿ íåäîñòàþùèå ðåáðà íà äâóìåðíûõ ãðàíÿõ(÷åòâåðòîå ïðè íàëè÷èè òðåõ), ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî èñ÷åðïàòü âñå ðåá-ðà êóáà. Òåì ñàìûì ìû ïîëó÷èì ñîãëàñîâàííîñòü íà âñåõ ðåáðàõ.Êàê è íà ñòð. 214, íàçîâåì âûñîòîé ãîìîëîãèé Õîâàíîâà âèðòóàëüíî-ãî çàöåïëåíèÿ h(Kh(K)) ðàçíîñòü ìåæäó ñòàðøåé è ìëàäøåé íåíóëåâîéêâàíòîâûìè ãðàäóèðîâêàìè íåíóëåâûõ ãðóïï ãîìîëîãèé Õîâàíîâà âèðòó-àëüíîãî çàöåïëåíèÿ K. Èç òåîðåìû 6.5 âûòåêàåò, ÷òî îïðåäåëåíèå, äàííîå âãë. 5. (èñïîëüçóþùåå ãîìîëîãèè Õîâàíîâà äëÿ îðèåíòèðóåìûõ àòîìîâ) ñî-ãëàñóåòñÿ ñ îïðåäåëåíèåì äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ, îñíîâàííîì íà êîíñòðóêöèèíàñòîÿùåé ãëàâû.6.5. ÎáîáùåíèÿÍåêîòîðûå êîíñòðóêöèè è ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ãîìîëîãèÿì Õîâà-íîâà, îáîáùàþòñÿ íà òåîðèþ ãîìîëîãèé äëÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ, ïîñòðîåí-íóþ â íàñòîÿùåé ãëàâå.



6.5. Îáîáùåíèÿ 304Ê òàêèì ðåçóëüòàòàì îòíîñèòñÿ, íàïðèìåð, òåîðåìà î ìàêñèìàëüíîì äå-ðåâå äëÿ ãîìîëîãèé Õîâàíîâà, ïðåäëîæåííàÿ íåçàâèñèìî Ø. Âåðëè, ñì.[Weh2℄ è È.Êî�ìàíîì è À.×àìïàíåðêàðîì [ChK℄, à òàêæå ðåçóëüòàòû îìèíèìàëüíîñòè äèàãðàìì, îïèñàííûå â [Ma14℄ (ñì. ïðåäûäóùóþ ãëàâó).Áîëåå òî÷íî, â ðàáîòå [Weh2℄ ïîêàçàíî, ÷òî ãîìîëîãèè Õîâàíîâà èçî-ìîð�íû ãîìîëîãèÿì êîìïëåêñà Âåðëè. Íàïîìíèì, ÷òî K1(L) (ñì. ñòð. 167)� ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé äèàãðàììû L, â êîòîðûõ êîëè÷åñòâî îêðóæíîñòåéðàâíî åäèíèöå. Ïîâòîðÿÿ äîñëîâíî ðàññóæäåíèÿ ãëàâû 5 î çàòÿãèâàþùåìäåðåâå, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ëåììå.Ëåììà 6.3. Íåíóëåâûå ãîìîëîãèè Õîâàíîâà Kh(L) ìîãóò èìåòü áèãðàäó-èðîâêè òîëüêî âèäà (C1+β+w, C2+β+2w±1), ãäå w ïðîáåãàåò íåêîòîðîåêîíå÷íîå ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë, β ïðîáåãàåò íàáîð çíà÷åíèé β(s) äëÿâñåõ ñîñòîÿíèé s ∈ K1(L), à C1, C2 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû.Íàïîìíèì (ñì. ñòð. 170), ÷òî äëèíîé (span) ïîëèíîìà Ëîðàíà îò îäíîéïåðåìåííîé íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòü ìåæäó ïîêàçàòåëÿìè ñòàðøåé è ìëàäøåéñòåïåíåé íåíóëåâûõ ìîíîìîâ, â íåãî âõîäÿùèõ.Ñêàæåì, ÷òî äèàãðàììà L ñ n êëàññè÷åñêèìè ïåðåêðåñòêàìè ÿâëÿåòñÿ
1-ïîëíîé, åñëè span〈L〉 = 4n − 4g(L), ãäå g � ðîä àòîìà, ñîîòâåòñòâóþ-ùåãîä äèàãðàììå L. Íàçîâåì îðèåíòèðîâàííóþ âèðòóàëüíóþ äèàãðàììó
1-ïîëíîé, åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé íåîðèåíòèðîâàííàÿ äèàãðàììà ÿâëÿåò-ñÿ 1-ïîëíîé.Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû, ïðèâåäåííîå â ðàáîòå [Weh2℄ äëÿ ñëó÷àÿ êëàññè-÷åñêèõ óçëîâ, äîñëîâíî ïðîäîëæàåòñÿ íà ñëó÷àé âèðòóàëüíûõ óçëîâ. Âàæ-íûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ýòîé ëåììû ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå î òîëùèíå ãî-ìîëîãèé Õîâàíîâà (ïîíÿòèå, ââåäåííîå Ì.Àñàýäîé è É.Ïðæèòèöêèì [AP℄).Óòî÷íèì ýòî ïîíÿòèå, ðàñïðîñòðàíèâ åãî íà âñå âèðòóàëüíûå çàöåïëåíèÿ ñïðîèçâîëüíûìè êîý��èöèåíòàìè.�àññìîòðèì îðèåíòèðîâàííîå çàöåïëåíèå L è åãî ãîìîëîãèè Õîâàíîâàíàä íåêîòîðûì íå ãðàäóèðîâàííûì êîëüöîì R. Îáîçíà÷èì ÷åðåç tmax è
tmin ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû 2x−y ïî âñåì ïàðàì
x, y òàêèì, ÷òî ãðóïïà ãîìîëîãèé Õîâàíîâà çàöåïëåíèÿ L ñ áèãðàäóèðîâ-êîé (x, y) íåòðèâèàëüíà. Íàçîâåì òîëùèíîé (ñì. [Shu℄) êîìïëåêñà Õîâà-íîâà TR(L) âåëè÷èíó tmax−tmin

2 + 1. Ýòà âåëè÷èíà ÿâëÿåòñÿ öåëîé â ñëó÷àå



6.5. Îáîáùåíèÿ 305âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò îðèåíòèðóåìûå àòîìû, èìîæåò áûòü ïîëóöåëîé â ñëó÷àå çàöåïëåíèé, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò íåîðè-åíòèðóåìûå àòîìû.Íàçîâåì òîëùèíîé T (L) âèðòóàëüíîé äèàãðàììû L ìàêñèìóì çíà÷åíèÿòîëùèíû ïî âñåì êîëüöàì êîý��èöèåíòîâ.Èç ëåììû 6.3 è îïðåäåëåíèÿ àòîìà âûòåêàåò ñëåäóþùàÿËåììà 6.4. Äëÿ êàæäîé ñâÿçíîé (â ñìûñëå àòîìà) äèàãðàììû âèðòó-àëüíîãî çàöåïëåíèÿ L èìååì: T (L) 6 g(L) + 2.Ñêàæåì, ÷òî âèðòóàëüíàÿ äèàãðàììà L ÿâëÿåòñÿ 2-ïîëíîé, åñëè âåëè÷è-íà g(L) + 2 ðàâíà T (L).Òåîðåìà 4.4 óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ êàæäîé ñâÿçíîé âèðòóàëüíîé äèàãðàì-ìû L ñ n ïåðåêðåñòêàìè èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî span〈L〉 6 4n − 4g(L).Èç òåîðåìû 4.4 è ëåììû 6.4 âûòåêàåò ñëåäóþùàÿÒåîðåìà 6.6. Ïóñòü ñâÿçíàÿ âèðòóàëüíàÿ äèàãðàììà L âèðòóàëüíîãîçàöåïëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ 1-ïîëíîé è 2-ïîëíîé. Òîãäà îíà ìèíèìàëüíà ïî êî-ëè÷åñòâó êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêîâ â êëàññå ñâÿçíûõ äèàãðàìì.6.5.1. �îìîëîãèè çàöåïëåíèé è �ðîáåíèóñîâû ðàñøèðåíèÿÂ ãëàâå 5 áûëè îïèñàíû íåêîòîðûå åñòåñòâåííûå îáîáùåíèÿ, íà÷àëà êî-òîðûõ áûëè ïîëîæåíû Õîâàíîâûì. Îêàçûâàåòñÿ, íåêîòîðûå èç íèõ ïåðå-íîñÿòñÿ è íà ñëó÷àé âèðòóàëüíûõ óçëîâ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû íàñòîÿùå-ãî ðàçäåëà, îòíîñÿùèåñÿ ê ñëó÷àþ îðèåíòèðóåìûõ àòîìîâ, ïðèâåäåíû âïðåäûäóùåé ãëàâå.Ïóñòü R,A � êîììóòàòèâíûå êîëüöà, è ïóñòü ι : R → A � �ðîáå-íèóñîâî ðàñøèðåíèå (ñì. ñòð. 242). Íàïîìíèì, ÷òî óíèâåðñàëüíàÿ (R,A)�êîíñòðóêöèÿ (ñì. ñòð. 244) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.1. R = Z[h, t].2. A = R[X]/(X2 − hX − t),3. deg X = 2, deg h = 2, deg t = 4;4. ∆(1) = 1 ⊗ X + X ⊗ 1 − h1 ⊗ 1



6.5. Îáîáùåíèÿ 3065. ∆(X) = X ⊗ X + t1 ⊗ 1.Òåîðåìà 6.7. Îãðàíè÷åíèå óíèâåðñàëüíîé êîíñòðóêöèè Õîâàíîâà íà ñëó-÷àé h = 0 (áåç îãðàíè÷åíèé íà t) îáîáùàåòñÿ íà âèðòóàëüíûå óçëû ìå-òîäîì, ïðåäëîæåííûì â íàñòîÿùåé ãëàâå.Îñíîâíàÿ èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 6.7 ñîñòîèò â òîì, ÷òî ∆ è m�õîðîøî âåäóò ñåáÿ� ïðè èíâîëþöèè I : 1 → 1, X → −X, ïðîèñõîäÿùåéïðè çàìåíå îðèåíòàöèè îêðóæíîñòè: îòîáðàæåíèå m íå ìåíÿåòñÿ, à ∆ ìå-íÿåò çíàê. Îòìåòèì, ÷òî ýòî èìååò ìåñòî òîëüêî ïðè h = 0 áåç îãðàíè÷åíèéíà t. Íàïîìíèì, ÷òî â ïðåäûäóùåé ãëàâå äëÿ êîý��èöèåíòîâ èç ïîëÿ Z2àíàëîãè÷íàÿ òåîðèÿ áûëà ïîñòðîåíà áåç îãðàíè÷åíèé íà h è t.Ýòà òåîðèÿ îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé, êîãäà h = 0 (ïðè ýòîì âñå äè��åðåí-öèàëû òèïà 1 → 1 ïðåäïîëàãàþòñÿ íóëåâûìè). Êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé, ýòîïðèâîäèò ê àíàëîãó òåîðèè Ëå, ñì. [Lee1℄.



�ëàâà 7Âèðòóàëüíûå êîñûÍàñòîÿùàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà âèðòóàëüíûì êîñàì â ñâÿçèñ òåîðèåé âèðòóàëüíûõ óçëîâ. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò åå � ïîñòðîåíèå èíâà-ðèàíòà âèðòóàëüíûõ êîñ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì â ñëó÷àå êëàññè÷åñêèõêîñ. Ýòîò èíâàðèàíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåíèå íåêîòîðîãî èíâàðèàíòàêëàññè÷åñêèõ êîñ íà âèðòóàëüíûé ñëó÷àé. (Äîêàçàòåëüñòâó èíâàðèàíòíî-ñòè ïîñâÿùåíà òåîðåìà 7.7). Óòâåðæäåíèå î ïîëíîòå ýòîãî èíâàðèàíòà âêëàññè÷åñêîì ñëó÷àå ñëåäóåò èç òî÷íîñòè äåéñòâèÿ �óðâèöà, [Hur℄ íà ñâî-áîäíîé ãðóïïå; èíâàðèàíòíîñòü áûëà âïåðâûå äîêàçàíà Àðòèíîì [Art1℄.Îòìåòèì, ÷òî ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ âèðòó-àëüíûõ êîñ ðåøåíà. �åîìåòðè÷åñêîå ðàñïîçíàâàíèå ïðîõîäèò àíàëîãè÷íîãåîìåòðè÷åñêîìó ðàñïîçíàâàíèþ âèðòóàëüíûõ óçëîâ, îïèñàííîìó â ãëàâå2. Àëãåáðàè÷åñêîå ðàñïîçíàâàíèå âèðòóàëüíûõ êîñ âïåðâûå áûëî ïîëó÷åíîÂ.�.Áàðäàêîâûì [Bar℄.Ïðèâîäèìûå â íàñòîÿùåé ãëàâå ðåçóëüòàòû àâòîðà âïåðâûå îïóáëèêîâà-íû â ñòàòüå [Ìà3℄, ñì. òàêæå [Ìà1℄.Âîïðîñ î ïîëíîòå ïðåäëàãàåìîãî â íàñòîÿùåé ãëàâå èíâàðèàíòà â íàñòî-ÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì.Èç ñóùåñòâîâàíèÿ èíâàðèàíòà âèðòóàëüíûõ êîñ, îáîáùàþùåãî ïîëíûéèíâàðèàíò êëàññè÷åñêèõ êîñ, ñëåäóåò òî, ÷òî åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèåãðóïïû êëàññè÷åñêèõ êîñ â ãðóïïó âèðòóàëüíûõ êîñ ÿâëÿåòñÿ âëîæåíè-åì. Ýòîò ðåçóëüòàò íå ÿâëÿåòñÿ íîâûì. Äðóãèìè ìåòîäàìè îí áûë äîêàçàíðàíåå �.Ôåííîì, �.�èìàíüè è Ê.�óðêîì â ðàáîòå [FRR℄.Íàñòîÿùàÿ ãëàâà ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà ìû ïðèâîäèìâñå îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ òåîðèè êëàññè÷åñêèõ è âèðòóàëüíûõ êîñ è �îð-ìóëèðóåì èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû î âèðòóàëüíûõ êîñàõ, â òîì ÷èñëå è ðå-



7.1. Îïðåäåëåíèÿ âèðòóàëüíûõ êîñ 308çóëüòàò Â.�.Áàðäàêîâà î íîðìàëüíîé �îðìå âèðòóàëüíûõ êîñ. Äàëüíåéøàÿ÷àñòü íàñòîÿùåé ãëàâû ïîñâÿùåíà ïðåäëîæåííîìó àâòîðîì èíâàðèàíòó èîáñóæäåíèþ åãî ñâîéñòâ.Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê êëàññè÷åñêèå çàöåïëåíèÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíûâ âèäå çàìûêàíèÿ êëàññè÷åñêèõ êîñ, âèðòóàëüíûå çàöåïëåíèÿ ïðåäñòàâè-ìû â âèäå çàìûêàíèÿ âèðòóàëüíûõ êîñ. Âèðòóàëüíûå êîñû áûëè âïåð-âûå óïîìÿíóòû Êàó�ìàíîì â åãî ïåðâîì äîêëàäå î âèðòóàëüíûõ óçëàõ,[Kau1℄. Ïåðâûå ðàáîòû î âèðòóàëüíûõ êîñàõ ïðèíàäëåæàò Ñ.Êàìàäå [Kam℄è Â.Â.Âåðøèíèíó, [Ver℄.7.1. Îïðåäåëåíèÿ âèðòóàëüíûõ êîñÊëàññè÷åñêèå êîñû èìåþò ìíîãî ðàçíûõ îïðåäåëåíèé, � ãåîìåòðè÷åñêîå(äèàãðàììû íà ïëîñêîñòè, ðàññìîòðåííûå ñ òî÷íîñòüþ äî äâèæåíèé �åéäå-ìåéñòåðà), àëãåáðàè÷åñêîå (ÿâíîå êîïðåäñòàâëåíèå), àëãåáðî�ãåîìåòðè÷åñêîå(�óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ áåç êðàòíûõ êîðíåé)è òîïîëîãè÷åñêîå (�óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà êîí�èãóðàöèîííîãî ïðîñòðàí-ñòâà íàáîðà ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê íà ïëîñêîñòè).Âèðòóàëüíûå êîñû � îáîáùåíèÿ êëàññè÷åñêèõ êîñ � äîïóñêàþò îáîáùå-íèå êîìáèíàòîðíûì ñïîñîáîì (ãåîìåòðè÷åñêèì èëè àëãåáðàè÷åñêèì). Îíèîïðåäåëÿþòñÿ êàê êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè äèàãðàìì âèðòóàëüíûõ êîñ ïîâèðòóàëüíûì äâèæåíèÿì �åéäåìåéñòåðà (äîïóñêàþòñÿ âñå äâèæåíèÿ �åé-äåìåéñòåðà, êðîìå ïåðâîãî êëàññè÷åñêîãî è ïåðâîãî âèðòóàëüíîãî) èëè ïî-ñðåäñòâîì ÿâíîãî êîïðåäñòàâëåíÿ. Òîò �àêò, ÷òî ìû çàïðåùàåì ïåðâîåâèðòóàëüíîå äâèæåíèå �åéäåìåéñòåðà, âåäåò ê çàìå÷àòåëüíîé (è ïðîñòîé)êîíñòðóêöèè îáîáùåíèÿ âñåõ êâàíòîâûõ èíâàðèàíòîâ1 êëàññè÷åñêèõ óç-ëîâ íà ñëó÷àé �âèðòóàëüíûõ óçëîâ� ñ íåêîòîðîé îãîâîðêîé. Çäåñü íóæíîðàññìàòðèâàòü òåîðèþ, â êîòîðîé âèðòóàëüíûå äèàãðàììû �àêòîðèçóþò-ñÿ ïî âñåì îáîáùåííûì äâèæåíèÿì, êðîìå ïåðâîãî âèðòóàëüíîãî. Â ýòîìñëó÷àå ãîâîðÿò î òåîðèè æåñòêèõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ, Ïðè ðàññìîòðåíèèâèðòóàëüíûõ êîñ ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêèé ñïîñîá îáîáùåíèÿ âñåõ êâàí-òîâûõ èíâàðèàíòîâ (ãäå ê çàäàííîìó îïåðàòîðó R � ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ1Ïîäðîáíî èçëîæåíèå êâàíòîâûõ èíâàðèàíòîâ è óðàâíåíèé ßíãà-Áàêñòåðà ñì. â [Tur1, Oht℄



7.1. Îïðåäåëåíèÿ âèðòóàëüíûõ êîñ 309ßíãà-Áàêñòåðà � äîáàâëÿåòñÿ îïåðàòîð ïåðåñòàíîâêè òåíçîðíûõ ñîìíîæè-òåëåé, îòâå÷àþùèé âèðòóàëüíîìó ïåðåêðåñòêó). Îäíàêî òàêîå îáîáùåíèåíå ïðîäîëæàåòñÿ êàíîíè÷åñêè íà âèðòóàëüíûå óçëû: â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àåñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ íîðìàëèçàöèÿ, êîòîðàÿ ïðåâðàùàåò èíâàðèàíò êîñ âèíâàðèàíò óçëîâ � çàìûêàíèé êîñ � è ïîëó÷àåòñÿ ïîñðåäñòâîì äîáàâëå-íèÿ íåêîòîðîãî òåíçîðà, êîòîðûé ðåãóëèðóåò èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíîïåðâîãî êëàññè÷åñêîãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà. Â âèðòóàëüíîì ñëó÷àå ýòàêîíñòðóêöèÿ íå ïðîõîäèò, ïîòîìó ÷òî íóæíî ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ ïîòðåáî-âàòü åùå è èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ïåðâîãî âèðòóàëüíîãî äâèæåíèÿ�åéäåìåéñòåðà. Îäíàêî â ñëó÷àå æåñòêèõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ òåîðèÿ êâàí-òîâûõ èíâàðèàíòîâ ðàáîòàåò. Áîëåå ïîäðîáíî îá ýòîé òåîðèè ñì. â ðàáîòå[Kau7℄.Îïðåäåëåíèå 7.1. Äèàãðàììà âèðòóàëüíîé êîñû èç n íèòåé � ýòî íà-áîð èç n ãëàäêèõ êðèâûõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ íà ïëîñêîñòè, ñîåäèíÿþùèõòî÷êè (i, 1) ñ òî÷êàìè (ai, 0), ìîíîòîííûõ îòíîñèòåëüíî îðäèíàòû (çäåñü
(a1, . . . , an) � íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë (1, . . . , n) ∈ Sn), ïðè ýòîìíåêîòîðûå ïåðåêðåñòêè ïîìå÷åíû êàê âèðòóàëüíûå, à â îñòàëüíûõ (êëàñ-ñè÷åñêèõ) ïåðåêðåñòêàõ óêàçàíî, êàêàÿ âåòâü çàäàåò ïðîõîä, à êàêàÿ � ïå-ðåõîä, ñì. ðèñ. 7.1. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî êîñà ðåàëèçóåò ïåðåñòàíîâêó
a : 1 7→ a(1), . . . , n 7→ a(n).

�èñ. 7.1. Äèàãðàììà âèðòóàëüíîé êîñûÎïðåäåëåíèå 7.2. Âèðòóàëüíîé êîñîé íàçûâàåòñÿ êëàññ ýêâèâàëåíòíî-ñòè äèàãðàìì âèðòóàëüíûõ êîñ ïî ïëîñêèì èçîòîïèÿì � íåïðåðûâíûì äå-�îðìàöèÿì ïëîñêîñòè, îñòàâëÿþùèì íåïîäâèæíûìè âñå åå êîíöåâûå òî÷êè



7.1. Îïðåäåëåíèÿ âèðòóàëüíûõ êîñ 310è ïðåîáðàçóþùèì äèàãðàììó êîñû â äèàãðàììó êîñû, à òàêæå ïî âñåì äâè-æåíèÿì �åéäåìåéñòåðà, îñòàâëÿþùèì êîñó â êëàññå êîñ, çà èñêëþ÷åíèåìïåðâîãî êëàññè÷åñêîãî è ïåðâîãî âèðòóàëüíîãî.Çàìå÷àíèå 7.1. Ïåðâîå êëàññè÷åñêîå è ïåðâîå âèðòóàëüíîå äâèæåíèÿ�åéäåìåéñòåðà íåâîçìîæíû ïî òîé ïðè÷èíå, ÷òî íèòü êîñû, èìåþùàÿïåòëþ, íå ìîæåò áûòü âîñõîäÿùåé.Íàçîâåì âèðòóàëüíóþ êîñó êðàøåíîé, åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ïåðåñòà-íîâêà òðèâèàëüíà. Íàçîâåì âèðòóàëüíóþ êîñó ÷åòíîé, åñëè ñîîòâåòñòâóþ-ùàÿ åé ïåðåñòàíîâêà ÷åòíà.Êàê è êëàññè÷åñêèå êîñû, âèðòóàëüíûå êîñû îáëàäàþò åñòåñòâåííîé ãðóï-ïîâîé ñòðóêòóðîé. Çäåñü óìíîæåíèå � ðàñïîëîæåíèå îäíîé êîñû íàä äðó-ãîé (ñî ñãëàæèâàíèåì â òî÷êàõ ñîåäèíåíèÿ), à âçÿòèå îáðàòíîé � çåðêàëü-íîå îòðàæåíèå äèàãðàììû îòíîñèòåëüíî ãîðèçîíòàëüíîé îñè. Îáðàçóþùè-ìè ãðóïïû âèðòóàëüíûõ êîñ èç n íèòåé ÿâëÿþòñÿ: σ1, . . . , σn−1 (êëàññè÷å-ñêèå ïåðåêðåñòêè) è ζ1, . . . , ζn−1 (âèðòóàëüíûå ïåðåêðåñòêè), ñì. ðèñ. 7.2.
... ...

i           i+1   

... ...
i           i+1   

�èñ. 7.2. Îáðàçóþùèå ãðóïïû âèðòóàëüíûõ êîñ σi (ñâåðõó) è ζi (ñíèçó)Îáðàòíûå ýëåìåíòû äëÿ îáðàçóþùèõ âèäà σ îïðåäåëåíû òàê æå, êàê èâ êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n − 1 ñïðà-âåäëèâî ζ2
i = e (â ñèëó âòîðîãî âèðòóàëüíîãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà).



7.2. Âèðòóàëüíûå êîñû è âèðòóàëüíûå óçëû 311Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèé íàáîð ñîîòíîøåíèé [Ver℄ ÿâëÿåòñÿ ïî-ðîæäàþùèì äëÿ ãðóïïû âèðòóàëüíûõ êîñ:1. (Ñîîòíîøåíèÿ ãðóïïû êîñ:) σiσj = σjσi äëÿ i, j = 1, . . . , n−1, |i−j| > 2;
σiσi+1σi = σi+1σiσi+1, i = 1, . . . , n − 2;2. (Ñîîòíîøåíèÿ ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê:) ζiζj = ζjζi äëÿ i, j = 1, . . . , n −
1, |i−j| > 2; ζiζi+1ζi = ζi+1ζiζi+1, i = 1, . . . , n−2; ζ2

i = e, i = 1, . . . , n−1;3. (Ñìåøàííûå ñîîòíîøåíèÿ:) σiζi+1ζi = ζi+1ζiσi+1, i = 1, . . . , n − 2;

σiζj = ζjσi äëÿ i, j = 1, . . . , n − 1, |i − j| > 2.Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ïîðîæäåíèÿ ãðóïïû êîñ èç ïåðå÷èñëåííûõâûøå îáðàçóþùèõ ìîæíî îñòàâèòü îäíó êëàññè÷åñêóþ îáðàçóþùóþ σ1 èâñå âèðòóàëüíûå. Òîãäà îñòàëüíûå êëàññè÷åñêèå îáðàçóþùèå σi áóäóò ñî-ïðÿæåíû îáðàçóþùåé σ1. Òàê, íàïðèìåð, σ2 = ζ1ζ2σ1ζ2ζ1.Äðóãèå âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ êîïðåäñòàâëåíèÿìè ãðóïïû âèðòóàëüíûõêîñ è çàäàíèÿìè âèðòóàëüíûõ óçëîâ çàìûêàíèåìè âèðòóàëüíûõ êîñ (â ÷àñò-íîñòè ñ ïðåäëîæåííûì âûøå íàáîðîì èç n îáðàçóþùèõ) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî÷èñëà n íèòåé, îïèñàíû â ñòàòüÿõ Ë.Êàó�ìàíà è Ñ.Ëàìáðîïóëó [KL, KL2℄.�ðóïïà âèðòóàëüíûõ êîñ èç n íèòåé îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç V B(n). Åñëèðàññìîòðåòü ïîäãðóïïó ãðóïïû âèðòóàëüíûõ êîñ èç n íèòåé, ñîñòîÿùóþ èçêîñ, â çàïèñè êîòîðûõ íå âñòðå÷àþòñÿ îáðàçóþùèå σn è ζn, ìû ïîëó÷èìãðóïïó, èçîìîð�íóþ V B(n− 1). Ïîýòîìó èìåþò ìåñòî âëîæåíèÿ V B(1) ⊂
V B(2) ⊂ · · · ⊂ V B(n) ⊂ . . .Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ãîâîðèòü î ñòàáèëüíîé ãðóïïå âèðòóàëüíûõ êîñ
V B(∞) êàê î ïðÿìîì ïðåäåëå ãðóïï âèðòóàëüíûõ êîñ ïî âëîæåíèþ.7.2. Âèðòóàëüíûå êîñû è âèðòóàëüíûå óçëûÏðåæäå, ÷åì ïðèñòóïèòü ê èçëîæåíèþ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ î êîñàõ èâèðòóàëüíûõ êîñàõ, íàïîìíèì íåñêîëüêî ñòðóêòóðíûõ ìîìåíòîâ.Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ êëàññè÷åñêèõ êîñ âèðòóàëüíû êîñû èìåþò çàìûêà-íèÿ, ñì. ðèñ. 7.3.Ñêàæåì, ÷òî (ãëàäêàÿ) âèðòóàëüíàÿ äèàãðàììà D íà ïëîñêîñòè P çà-ïëåòàåòñÿ âîêðóã òî÷êè A êàê êîñà, åñëè A /∈ D è â êàæäîé òî÷êå X



7.2. Âèðòóàëüíûå êîñû è âèðòóàëüíûå óçëû 312

�èñ. 7.3. Çàìûêàíèå âèðòóàëüíîé êîñû

�èñ. 7.4. Ïîñòðîåíèå âèðòóàëüíîé êîñû ïî çàïëåòàþùåéñÿ äèàãðàììåäèàãðàììû D êàñàòåëüíûé âåêòîð (çàäàííûé âäîëü îðèåíòàöèè äèàãðàì-ìû D) íàïðàâëåí ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, åñëè ñìîòðåòü èç òî÷êè A.Çàïëåòàþùàÿñÿ âîêðóã íåêîòîðîé òî÷êè äèàãðàììà ìîæåò áûòü ïðåâðà-ùåíà â äèàãðàììó çàìûêàíèÿ âèðòóàëüíîé êîñû: äëÿ ýòîãî íóæíî �ðàç-ðåçàòü� äèàãðàììó âäîëü ñîñåäíèõ ðàäèóñîâ, ñåêòîð ìåæäó êîòîðûìè íåñîäåðæèò ïåðåêðåñòêîâ, è âûïðÿìèòü åå, ñì. ðèñ. 7.4.Î÷åâèäíî, ÷òî ýêâèâàëåíòíûå âèðòóàëüíûå êîñû çàäàþò èçîòîïíûå âèð-òóàëüíûå çàöåïëåíèÿ. Êðîìå òîãî, âñå êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè âèðòóàëü-íûõ çàöåïëåíèé ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê çàìûêàíèÿ âèðòóàëüíûõ êîñ.Òåîðåìà Àëåêñàíäåðà [Ale3℄ óòâåðæäàåò, ÷òî âñÿêîå çàöåïëåíèå ìîæåòáûòü ïîëó÷åíî â âèäå çàìûêàíèÿ íåêîòîðîé êîñû. Åå âèðòóàëüíûé àíàëîã(ñì., íàïð., [KL℄) óòâåðæäàåò, ÷òî âñÿêîå âèðòóàëüíîå çàöåïëåíèå ïîëó÷à-



7.2. Âèðòóàëüíûå êîñû è âèðòóàëüíûå óçëû 313åòñÿ çàìûêàíèåì íåêîòîðîé âèðòóàëüíîé êîñû.Òåîðåìà Ìàðêîâà óñòàíàâëèâàåò íàáîð äâèæåíèé äëÿ êîñ (âèðòóàëüíûõêîñ) òàêîé, ÷òî äâå êîñû β1 è β2 çàäàþò èçîòîïíûå çàöåïëåíèÿ, òî åñòü
Cl(β1) ≡ Cl(β2), òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîñà β1 ìîæåò áûòü ïåðå-ñòðîåíà â êîñó β2 êîíå÷íîé öåïî÷êîé ïðåîáðàçîâàíèé èç �èêñèðîâàííîãîìíîæåñòâà. Â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé äâà; îíè íîñÿò èìÿïðåîáðàçîâàíèé (äâèæåíèé) Ìàðêîâà.Ïðè ýòîì â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå ìîæíî ñ÷èòàòü âñå êîñû â öåïî÷êå îò
β1 ê β2 ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèìè.Â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâà òåîðåìà Ìàðêîâà:Òåîðåìà 7.1. Çàìûêàíèÿ äâóõ êîñ β1 è β2 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èçîòîï-íûå çàöåïëåíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà β1 ìîæåò áûòü ïðåîáðà-çîâàíà â β2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïðåîáðàçîâàíèé êëàññè÷åñêèõ êîñ, ïî-êàçàííûõ íà ðèñ. 7.5 (íà ïðàâîì ðèñóíêå ñíèçó äîáàâëÿåìûé ïåðåêðåñòîêìîæåò áûòü êàê òèïà I, òàê è òèïà F).

A A

B−1

B

A A

¢
¢

¢
¢¢ A

A
A

AA

←→←→

�èñ. 7.5. Äâèæåíèÿ ÌàðêîâàÂïåðâûå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû áûëî àíîíñèðîâàíî À.À.Ìàðêîâûì[Mar℄, íî ýòî äîêàçàòåëüñòâî ñîäåðæàëî ïðîáåëû. Ïåðâîå áåçóïðå÷íîå äîêà-çàòåëüñòâî (êëàññè÷åñêîé) òåîðåìû Ìàðêîâà ïðèíàäëåæèò Äæîàí Áèðìàí,ñì. [Bir2℄, ñì. òàêæå [Mor, Tra℄.Â ðóññêîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ìàðêîâà ìîæíîíàéòè â êíèãå àâòîðà [Ìà1℄.Â ðàáîòå [Kam℄ Ñåéè÷è Êàìàäà äîêàçàë àíàëîã òåîðåìû Ìàðêîâà îáýêâèâàëåíòíîñòè âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé, çàäàííûõ çàìûêàíèÿìè âèðòó-àëüíûõ êîñ â ñëåäóþùåé �îðìóëèðîâêå.



7.2. Âèðòóàëüíûå êîñû è âèðòóàëüíûå óçëû 314Òåîðåìà 7.2. Çàìûêàíèÿ äâóõ âèðòóàëüíûõ êîñ çàäàþò èçîòîïíûå âèð-òóàëüíûå çàöåïëåíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòè äâå âèðòóàëü-íûå êîñû ñâÿçàíû êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñîîòíîøåíèé èç ñïèñêà(VM0)�(VM3).(VM0) Ýêâèâàëåíòíîñòü êîñ.(VM1) Ñîïðÿæåííîñòü (â ãðóïïå âèðòóàëüíûõ êîñ).(VM2) Ïðàâàÿ ñòàáèëèçàöèÿ (äîáàâëåíèå ñïðàâà íèòè, êîòîðàÿ îáðàçóåò ñïîñëåäíåé íèòüþ âíèçó íîâûé ïåðåêðåñòîê � ïîëîæèòåëüíûé êëàñ-ñè÷åñêèé, îòðèöàòåëüíûé êëàññè÷åñêèé èëè âèðòóàëüíûé), à òàêæåäåñòàáèëèçàöèÿ (ïðåîáðàçîâàíèå, îáðàòíîå ñòàáèëèçàöèè);(VM3) Ïðàâîå è ëåâîå âèðòóàëüíûå ïåðåáðàñûâàíèÿ, ñì. ðèñ. 7.6.

�èñ. 7.6. Âèðòóàëüíûå ïåðåáðàñûâàíèÿÄâèæåíèÿ (VM0)�(VM2) ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû êëàññè÷åñêèì ïðåîáðà-çîâàíèÿì Ìàðêîâà ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî â êà÷åñòâå ñîïðÿãàþùåé êîñû(äâèæåíèå (VM1)) ìîæíî áðàòü ïðîèçâîëüíóþ âèðòóàëüíóþ êîñó, èìåþ-ùóþ òî æå êîëè÷åñòâî íèòåé, ÷òî è ñîïðÿãàåìàÿ êîñà. Íîâîå äâèæå-íèå (VM3) èìååò äâà âàðèàíòà: ïðàâûé è ëåâûé. Êàæäîå èç âèðòóàëüíûõïåðåáðàñûâàíèé ñîñòîèò â çàìåíå äâóõ êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêîâ, ìåæäóêîòîðûìè ïðîõîäèò íèòü êîñû, íå èìåþùàÿ ïåðåêðåñòêîâ, äâóìÿ âèðòóàëü-íûìè ïåðåêðåñòêàìè. Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ íå ìåíÿþò êëàññà ýêâèâàëåíòíî-ñòè çàìûêàíèé êîñ, òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùèå çàìûêàíèÿ ïîëó÷àþòñÿ äðóãèç äðóãà ïðèìåíåíèåì âòîðîãî êëàññè÷åñêîãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà èâòîðîãî âèðòóàëüíîãî äâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà.



7.2. Âèðòóàëüíûå êîñû è âèðòóàëüíûå óçëû 315Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè äàíî â ðàáîòå [Kam℄.Áîëåå óäîáíûì ÿâëÿåòñÿ íàáîð ïðåîáðàçîâàíèé êîñ, ïðåäëîæåííûé Ëó-èñîì Êàó�ìàíîì è Ñî�èåé Ëàìáðîïóëó â [KL2℄.À èìåííî, â ýòîé ðàáîòå äîêàçàíà ñëåäóþùàÿÒåîðåìà 7.3. Çàìûêàíèÿ äâóõ âèðòóàëüíûõ êîñ L è L′ çàäàþò îðèåíòè-ðîâàííûå âèðòóàëüíûå çàöåïëåíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîñà L′ïîëó÷àåòñÿ èç L ïðèìåíåíèåì öåïî÷êè ïðåîáðàçîâàíèé ñëåäóþùèõ âèäîâ:1. Èçîòîïèÿ êîñ.2. Ñîïðÿæåíèå ïîñðåäñòâîì êëàññè÷åñêèõ êîñ,3. Ïðàâîå âèðòóàëüíîå Lv-ïðåîáðàçîâàíèå,4. Ïðàâîå êëàññè÷åñêîå Lv-ïðåîáðàçîâàíèå,5. Ïðàâîå è ëåâîå Lv-ïðîøèâàíèÿ.Ñõåìàòè÷íî ýòè äâèæåíèÿ èçîáðàæåíû íà ðèñóíêàõ 7.7, 7.8, 7.9.
�èñ. 7.7. Âèðòóàëüíûå Lv-ïðåîáðàçîâàíèÿ Lv: ïðàâîå è ëåâîåÎòìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ìàðêîâà â �îðìóëèðîâêå [KL2℄ïðîùå è óäîáíåå, ÷åì äîêàçàòåëüñòâî [Kam℄. Îíî îñíîâàíî íà òàê íàçûâàå-ìîì L-ïðåîáðàçîâàíèè, êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ êàê ïðè ïîñòðîåíèè çàìûêà-íèÿ âèðòóàëüíîé êîñû ïî âèðòóàëüíîìó çàöåïëåíèþ, òàê è ïðè îïèñàíèèïðîñòåéøèõ âèðòóàëüíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé äëÿ çàöåïëåíèé, ïåðåâîäèìûõíà ÿçûê êîñ.Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ñïèñêå äâèæåíèé Êàó�ìàíà-Ëàìáðîïóëó íåò ñî-ïðÿæåíèé âèðòóàëüíûìè êîñàìè; ñ ïîìîùüþ îñòðîóìíîãî ïðèåìà àâòîðû
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�èñ. 7.8. Êëàññè÷åñêèå Lv-ïðåîáðàçîâàíèÿ Lv: ïðàâîå è ëåâîå

�èñ. 7.9. Ïðàâîå è ëåâîå ïðîøèâàíèÿïîêàçàëè, ÷òî ñîïðÿæåíèÿ ïîñðåäñòâîì âèðòóàëüíûõ êîñ âûðàçèìû ÷åðåçäâèæåíèÿ îáúåçäà è L-ïðåîáðàçîâàíèÿ.Êðîìå òîãî, â ðàáîòå [KL2℄ ïðèâåäåíà ñëåäóþùàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ïåðå-�îðìóëèðîâêà òåîðåìû Ìàðêîâà, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò çàìåíèòü äâèæåíèÿ èçñïèñêà ëîêàëüíûìè äâèæåíèÿìè. À èìåííî, ñïèñîê ýëåìåíòàðíûõ àëãåáðà-è÷åñêèõ ýêâèâàëåíòíîñòåé äëÿ âèðòóàëüíûõ êîñ òàêîâ (ïîìèìî èçîòîïèéêîñ):1. Âèðòóàëüíûå è êëàññè÷åñêèå ñîïðÿæåíèÿ: ζiαζi ∼ α ∼ σ−1
i ασi.2. Ïðàâàÿ ñòàáèëèçàöèÿ (êëàññè÷åñêàÿ è âèðòóàëüíàÿ): αζn ∼ α ∼ ασ±1

n3. Àëãåáðàè÷åñêîå ïðîøèâàíèå ñïðàâà (âåðõíåå è íèæíåå):
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α ∼ ασ±1

n ζn−1σ
∓1
n .4. Àëãåáðàè÷åñêîå ïðîøèâàíèå ñëåâà (âåðõíåå è íèæíåå):

α ∼ αζnζn−1σ
∓1
n−1ζnσ

±1
n−1ζn−1ζn.Âî âòîðîì, òðåòüåì è ÷åòâåðòîì ñëó÷àå èñõîäíàÿ êîñà α èìååò n íèòåé;ïðåîáðàçîâàííàÿ êîñà èìååò n + 1 íèòü.7.2.1. Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó è åãî îáîáùåíèÿÊëàññè÷åñêèå ãðóïïû êîñ îáëàäàþò åñòåñòâåííûì ïðåäñòàâëåíèåì, êîòî-ðîå íîñèò íàçâàíèå ïðåäñòàâëåíèÿ Áóðàó, [Bur℄. Îíî òåñíî ñâÿçàíî ñ ïîëè-íîìîì Àëåêñàíäåðà çàöåïëåíèé, ïîëó÷àþùèõñÿ çàìûêàíèåì ñîîòâåòñòâó-þùèõ êîñ.Íàèáîëåå åñòåñòâåííûì ïóòåì äëÿ ïîèñêà ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû êîñ ÿâ-ëÿåòñÿ ñëåäóþùèé. Ìîæíî ðàññìîòðåòü ãðóïïó êîñ Br(n) è ïîïûòàòüñÿïðåäñòàâèòü êîñû ìàòðèöàìè n× n. Áîëåå òî÷íî, ìîæíî ñâÿçàòü ñ ýëåìåí-òîì σi áëî÷íî�äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó ñ áëîêîì 2 × 2, ðàñïîëîæåííûì âäâóõ ñòðîêàõ (i, i + 1) è äâóõ ñòîëáöàõ (i, i + 1) è îñòàëüíûìè áëîêàìèðàçìåðà (1×1), ðàâíûìè 1 è ðàñïîëîæåííûìè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè. Î÷å-âèäíî, ÷òî äëÿ òàêîé ìàòðèöû âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ êîììóòèðîâàíèÿìåæäó îáðàçàìè σi, σj ãäå |i − j| > 2. Åñëè âçÿòü ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâó-þùèå σi ñ îäèíàêîâûìè äèàãîíàëüíûìè (2 × 2)�áëîêàìè (íî íà ðàçíûõìåñòàõ), òî îñòàíåòñÿ òîëüêî ïðîâåðèòü ñîîòíîøåíèÿ σ1σ2σ1 = σ2σ1σ2 äëÿìàòðèö ðàçìåðà 3 × 3. Íà ýòîì ïóòè ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå, âêîòîðîì áëîê ìàòðèö ðàçìåðà 2 × 2 âûãëÿäèò òàê:

(

1 − t t

1 0

)

. (7.1)Ýòî ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì Áóðàó ãðóïïû êîñ. Îíî áû-ëî âïåðâûå ïðåäëîæåíî Â.Áóðàó, [Bur℄.Ïîëèíîì Àëåêñàíäåðà êëàññè÷åñêîãî çàöåïëåíèÿ âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïîïðåäñòàâëåíèþ Áóðàó êîñû, çàìûêàíèå êîòîðîé çàäàåò äàííîå çàöåïëåíèå.Òî÷íîñòü (ò.å. ìîíîìîð�íîñòü) ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ áûëà îòêðûòûì âî-ïðîñîì íà ïðîòÿæåíèè äîëãîãî âðåìåíè. Â ðàáîòå [Bir2℄ Äæîàí Áèðìàí



7.2. Âèðòóàëüíûå êîñû è âèðòóàëüíûå óçëû 318äîêàçàëà òî÷íîñòü ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ãðóïïû êîñ èç òðåõ íèòåé.Â ðàáîòå [Moo91℄ Äæ.Ìóäè ïîñòðîèë ïåðâûé ïðèìåð íåòðèâèàëüíîãîýëåìåíòà èç ÿäðà ïðåäñòàâëåíèÿ Áóðàó (ãðóïïû êîñ ñ áîëüøèì, ÷åì òðè,êîëè÷åñòâîì íèòåé).Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïðîáëåìà òî÷íîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ Áóðàó ðåøåíàïîëîæèòåëüíî äëÿ n 6 3 è îòðèöàòåëüíî äëÿ n > 5; ñì., íàïðèìåð, [Big1℄.Ñëó÷àé n = 4 äî ñèõ ïîð îòêðûò. Â [Big2℄ Ñòèâåí Áèãåëîâ óêàçàë íà ñâÿçüìåæäó ïðîáëåìîé ðàñïîçíàâàíèÿ òðèâèàëüíîãî óçëà ïîëèíîìîì Äæîíñàîäíîé ïåðåìåííîé è òî÷íîñòüþ ïðåäñòàâëåíèÿ Áóðàó äëÿ êîñ èç ÷åòûðåõíèòåé.Êàê èçâåñòíî, ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó ÿâëÿåòñÿ ïðèâîäèìûì. À èìåííî,îíî èìååò ñîáñòâåííûé âåêòîð âèäà (1, . . . , 1).Â.Â.Âåðøèíèí [Ver℄ ïðåäëîæèë ñëåäóþùåå îáîáùåíèå B ïðåäñòàâëå-íèÿ Áóðàó [Bur℄ äëÿ ãðóïïû âèðòóàëüíûõ êîñ. �ðóïïà âèðòóàëüíûõ êîñ
V B(n) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìàòðèöàìè n × n; îáðàçóþùèå σi, ζi ïðåäñòàâëÿþò-ñÿ áëî÷íî�äèàãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè ñ åäèíèöàìè íà äèàãîíàëè è åäèí-ñòâåííûì íåòðèâèàëüíûì áëîêîì ðàçìåðà äâà íà äâà â ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ
(n, n + 1). Áëî÷íàÿ ìàòðèöà äëÿ îáðàçóþùåé σi èìååò âèä (7.1). Äëÿ ζi ìûèñïîëüçóåì ìàòðèöû òðàíñïîçèöèé, à èìåííî,

(

0 1
1 0

)

.Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð�èç-ìîì.Òðèâèàëüíîå îáîáùåíèå ïðåäñòàâëåíèÿ Áóðàó íà âèðòóàëüíûå êîñû, ïðèêîòîðîì âèðòóàëüíîé îáðàçóþùåé ñîîòâåòñòâóåò òðàíñïîçèöèÿ, ïðèâîäèòê îáîáùåíèþ íà ñëó÷àé âèðòóàëüíûõ êîñ âñåõ êâàíòîâûõ èíâàðèàíòîâ, ñì.[Kau7℄. Òåì ñàìûì ìû ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû âèðòóàëüíûõ êîñ,êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç B.Ó ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èìååòñÿ ÿäðî äàæå â ñëó÷àå äâóõ íèòåé. Ëåãêîïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ íåòðèâèàëüíîé êîñû b = (σ2
1ζ1σ

−1
1 ζ1σ

−1
1 ζ1)

2 ìû èìååì
B(b) = B(e) =

(

1 0
0 1

), ãäå e � åäèíè÷íàÿ êîñà. Äåéñòâèòåëüíî, ìàòðèöà



7.2. Âèðòóàëüíûå êîñû è âèðòóàëüíûå óçëû 319
B(σ1) èìååò ñëåäóþùèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ: 1 è 1 − t. Áîëåå òî÷íî,

CB(σ1)C
−1 =

(

1 0
0 1 − t

)ãäå
C =

(

0 1
1 −1

)

.Â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì
CB(ζ1)C

−1 =

(

1 1
0 −1

)

.Áóäåì ïèñàòü ïðîñòî ζ âìåñòî CB(ζ1)C
−1 è σ âìåñòî CB(σ1)C

−1.Ïîëîæèì H(k, l, m) = σkζσlζσmζ. Òîãäà H ÿâëÿåòñÿ âåðõíåòðåóãîëüíîéìàòðèöåé ñ 1 è −1 íà ãëàâíîé äèàãîíàëè åñëè k + l + m = 0. Ïîëîæèì
k = 2, l = −1, m = −1. Òîãäà B(H(2,−1,−1)2) = e.Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî âèðòóàëüíàÿ êîñà b = (σ2

1ζ1σ
−1
1 ζ1σ

−1
1 ζ1)

2 íåòðè-âèàëüíà.Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå îáîáùåíèå ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ Áóðàó [Ìà3℄:ìû ðàññìàòðèâàåì ïîëèíîìèàëüíûå ìàòðèöû îò äâóõ ïåðåìåííûõ t è q (èèõ îáðàòíûõ), áåðåì òîò æå ñàìûé îáðàç ýëåìåíòîâ σi, ÷òî è ðàíüøå, èìàòðèöó
(

0 q
q−1 0

)â êà÷åñòâå áëîêà äëÿ âûðàæåíèÿ îáðàçîâ ýëåìåíòîâ ζi. Ìû ïîëó÷èì îòîá-ðàæåíèå, çàäàííîå íà îáðàçóþùèõ ãðóïïû âèðòóàëüíûõ êîñ. Îáîçíà÷èìåãî ÷åðåç R.Òåîðåìà 7.4. Îòîáðàæåíèå R çàäàåò ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû âèðòóàëü-íûõ êîñ.Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ìàòðèöû R(ζi) ìû èìååì (R(ζi))
2 = e.Äàëåå, ñîîòíîøåíèÿ ãðóïïû êîñ äëÿ îáðàçóþùèõ σ ïðîâåðÿþòñÿ àíàëî-ãè÷íî ñëó÷àþ ïðåäñòàâëåíèÿ Áóðàó.



7.3. Ñêîáêà Êàó�ìàíà äëÿ êëàññè÷åñêèõ è âèðòóàëüíûõ êîñ 320Òàêèì îáðàçîì, íàì íóæíî ëèøü ïðîâåðèòü ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:
R(ζiζi+1ζi) = R(ζi+1ζiζi+1) è R(ζiζi+1σi) = R(σi+1ζiζi+1).Îíè ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì äëÿ ìàòðèöðàçìåðà 3 × 3.Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùàÿÒåîðåìà 7.5. �ðóïïà Br(3) ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííî âëîæåííîé â ãðóïïó
V B(3).Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü β1, β2 � íåêîòîðûå ñëîâà-êîñû, çà-ïèñàííûå â àë�àâèòå èç áóêâ σ1, σ2, σ

−1
1 , σ−1

2 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíè ïðåä-ñòàâëÿþò îäíó è òó æå êîñó â V B(n). Òîãäà èõ ìàòðèöû Áóðàó ñîâïàäàþò.Òàê êàê ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó äëÿ êëàññè÷åñêèõ êîñ ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì äëÿêîñ èç òðåõ íèòåé (ñì., íàïð., [Bir2, Big2℄), ìû âèäèì, ÷òî β1 è β2 çàäàþòîäíó è òó æå êîñó â Br(3).Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè òî÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû âèðòóàëüíûõêîñ èç ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà íèòåé äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè îñòàåòñÿ îòêðû-òûì. Íåäàâíî íåçàâèñèìî Ä.Êðàìåðîì è Ñ.Áèãåëîâîì áûëî ïîñòðîåíî òî÷-íîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû êëàññè÷åñêèõ êîñ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà íè-òåé [Kra, Big1℄.7.3. Ñêîáêà Êàó�ìàíà äëÿ êëàññè÷åñêèõ è âèðòóàëüíûõ êîñÀíàëîãè÷íî ñêîáêå Êàó�ìàíà äëÿ êëàññè÷åñêèõ è âèðòóàëüíûõ óçëîâîïðåäåëÿåòñÿ ñêîáêà Êàó�ìàíà äëÿ êëàññè÷åñêèõ è âèðòóàëüíûõ êîñ.À èìåííî, ïóñòü D � äèàãðàììà âèðòóàëüíîé êîñû èç n íèòåé. �àñ-ñìîòðèì ìíîæåñòâî åå êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêîâ. Â êàæäîì èç íèõ ìûìîæåì ðàçâåñòè ýòó äèàãðàììó îäíèì èç ñïîñîáîâ � A : I → O èëè
B : I → L � òàê æå, êàê ìû ðàçâîäèëè äèàãðàììû çàöåïëåíèé. Ïî-ñëå òàêîãî ðàçâåäåíèÿ äèàãðàììà ìîæåò ïåðåñòàòü áûòü äèàãðàììîé êîñû.�àçâåäÿ òàêèì îáðàçîì âñå ïåðåêðåñòêè, ìû ïîëó÷èì íåêîòîðîå ñîñòîÿíèå
s äèàãðàììû. Â ýòîì ñîñòîÿíèè ìû èìååì (áûòü ìîæåò ïóñòîå) ìíîæåñòâîçàìêíóòûõ îêðóæíîñòåé è íàáîð èç n îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ êîíöåâûå



7.4. Íîðìàëüíàÿ �îðìà âèðòóàëüíûõ êîñ ïî Â.�.Áàðäàêîâó 321òî÷êè èçíà÷àëüíîé êîñû. Òàêèõ êîíöåâûõ òî÷åê 2n, ñëåäîâàòåëüíî, âîç-ìîæíîñòåé äëÿ èõ ïîïàðíîãî ñîåäèíåíèÿ (áûòü ìîæåò, ñ âèðòóàëüíûìèïåðåêðåñòêàìè) èìååòñÿ (2n − 1)!! Îáîçíà÷èì òàêèå äèàãðàììû ÷åðåç αiÂ îòëè÷èå îò âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé, ãäå äèàãðàììû ðàçâîäÿòñÿ äî íà-áîðà îêðóæíîñòåé, è ñêîáêà Êàó�ìàíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëèíîì Ëîðà-íà, â ñëó÷àå êîñ êîíå÷íûìè ðåçóëüòàòàìè ðàçâåäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ äèàãðàììû,ñîñòîÿùèå èç îäíîé èç äèàãðàìì αi è êîíå÷íîãî íàáîðà îòäåëüíî ñòîÿùèõîêðóæíîñòåé.Îïðåäåëèì òåïåðü ñêîáêó Êàó�ìàíà äëÿ äèàãðàììû b â ñîñòîÿíèè sêàê ñîîòâåòñòâóþùóþ äèàãðàììó αi, âçÿòóþ ñ êîý��èöèåíòîì, ðàâíûì
(−a2 − a−2)γ(s), ãäå γ(s) � êîëè÷åñòâî îòäåëüíî ñòîÿùèõ îêðóæíîñòåé âñîñòîÿíèè s.Ïîñëå ýòîãî äëÿ äèàãðàììû êîñû b ïîëîæèì

〈b〉 =
∑

s

a(α(s)−β(s))〈b|s〉, (7.2)ãäå 〈|	s〉 � äèàãðàììà, ïîëó÷åííàÿ èç äèàãðàììû êîñû b ðàçâåäåíèåì ñî-ãëàñíî ñîñòîÿíèþ s, α(s) è β(s) � êîëè÷åñòâà ïåðåêðåñòêîâ, ðàçâåäåííûõïîëîæèòåëüíûì è îòðèöàòåëüíûì ñïîñîáîì ñîîòâåòñòâåííî.Ïîëó÷åííàÿ ñêîáêà Êàó�ìàíà ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì êîñ, òàê êàê â èçî-òîïèÿõ êîñ íå ó÷àñòâóåò ïåðâîå äâèæåíèå �åéäåìåéñòåðà Ω1; èíâàðèàíò-íîñòü îòíîñèòåëüíî äâèæåíèé Ω2, Ω3 ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.Ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü è ñêîáêó Êàó�ìàíà äëÿ çàìûêàíèé êîñ;â ýòîì ñëó÷àå åå íóæíî íîðìèðîâàòü ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì, óìíîæèâ íà
(−a)−3w, ãäå w � ÷èñëî çàêðó÷åííîñòè êîñû (êîëè÷åñòâî ïåðåêðåñòêîâ òèïàX ìèíóñ êîëè÷åñòâî ïåðåêðåñòêîâ òèïàU).7.4. Íîðìàëüíàÿ �îðìà âèðòóàëüíûõ êîñ ïî Â.�.ÁàðäàêîâóÑðåäè âèðòóàëüíûõ êîñ âûäåëÿþòñÿ êðàøåíûå êîñû. À èìåííî, çàäà-äèì ãðóïïó ïåðåñòàíîâîê Sn îáðàçóþùèìè�òðàíñïîçèöèÿìè pi, ãäå pi ïå-ðåñòàâëÿåò ýëåìåíòû i è i + 1. Òîãäà èìååòñÿ åñòåñòâåííûé ãîìîìîð�èçì
V B(n) → Sn, çàäàâàåìûé ïî ïðàâèëó σi 7→ pi; ζi 7→ pi. ßäðî ýòîãî ãîìî-



7.5. Èíâàðèàíò âèðòóàëüíûõ êîñ 322ìîð�èçìà íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé êðàøåíûõ âèðòóàëüíûõ êîñ èç n íèòåé èîáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç PV B(n).Êðàøåíûå âèðòóàëüíûå êîñû PV B(n) îáðàçóþò íîðìàëüíóþ ïîäãðóï-ïó â ãðóïïå âèðòóàëüíûõ êîñ V B(n). Ôàêòîðãðóïïà PV B(n)/V B(n) èçî-ìîð�íà ãðóïïå Sn ïåðåñòàíîâîê èç n ýëåìåíòîâ.Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè äëÿ äâóõ âèðòóàëüíûõ êîñ α, β, èìååò ìåñòî ðàâåí-ñòâî α = β, òî αβ−1 = 1. Åäèíè÷íàÿ êîñà ëåæèò â PV B(n), ïîýòîìó çàäà÷àðàñïîçíàâàíèÿ âèðòóàëüíûõ êîñ ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ðàñïîçíàâàíèÿ êðàøå-íûõ âèðòóàëüíûõ êîñ.Â.�.Áàðäàêîâ â [Bar℄ äîêàçàë ñëåäóþùóþ òåîðåìó.Òåîðåìà 7.6. ([Bar℄) Ïóñòü n > 1. Òîãäà ãðóïïà PV B(n) èçîìîð�íàïîëóïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ãðóïïû V Pn−1 è ãðóïïû V ∗
n−1, ïðè÷åì ãðóïïà

V ∗
n−1 ñâîáîäíà è ïðè i > 1 áåñêîíå÷íî ïîðîæäåíà.Â ðàáîòå Áàðäàêîâà ÿâíî âûïèñûâàåòñÿ ñïîñîá ðàçáèåíèÿ ãðóïïû êðà-øåíûõ êîñ â ïîëóïðÿìóþ ñóììó, îïèñàííûé â òåîðåìå 7.6, ÷òî ïðèâîäèòê àëãîðèòìó ðàñïîçíàâàíèÿ êðàøåíûõ âèðòóàëüíûõ êîñ, à çíà÷èò, è âñåõâèðòóàëüíûõ êîñ.Äàëåå, èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé èçîìîð�èçì ãðóïï:
V Pn

∼= V ∗
n−1 ⋋ V Pn−1

∼= · · · ∼= V ∗
n−1 ⋋ (V ∗

n−2 ⋋ (· · · ⋋ (V ∗
2 ⋋ V ∗

1 )) . . . ), (7.3)ïðè ýòîì âñå ãðóïïû V ∗
j ïðè j = 1, . . . , n − 1 ÿâëÿþòñÿ ñâîáîäíûìè.Ñëåäîâàòåëüíî, â êàæäîé èç ýòèõ ãðóïï V ∗

j ïðîáëåìà òîæäåñòâà ñëîâðàçðåøèìà, ÷òî ïî èíäóêöèè ïðèâîäèò ê ðàçðåøèìîñòè òîæäåñòâà ñëîâ âãðóïïàõ PV B(2), PV B(3), PV B(4), . . . , PV B(n).7.5. Èíâàðèàíò âèðòóàëüíûõ êîñÂ íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ïðèâåäåì èíâàðèàíò F âèðòóàëüíûõ êîñ. Åãîîãðàíè÷åíèå íà êëàññè÷åñêèå êîñû ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì èíâàðèàíòîì; ýòî ñëå-äóåò èç òîãî, ÷òî òàêîå îãðàíè÷åíèå ñîîòâåòñòâóåò òî÷íîìó äåéñòâèþ ãðóï-ïû êëàññè÷åñêèõ êîñ íà ñâîáîäíîé áåñêîíå÷íîïîðîæäåííîé ãðóïïå. Èç ïîë-íîòû îãðàíè÷åíèÿ èíâàðèàíòà F íà ñëó÷àé êëàññè÷åñêèõ êîñ âûòåêàåò, ÷òî



7.5. Èíâàðèàíò âèðòóàëüíûõ êîñ 323êëàññè÷åñêàÿ ãðóïïà êîñ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé âèðòóàëüíîé ãðóïïû êîñ èçòîãî æå ÷èñëà íèòåé. Áîëåå òî÷íî, òàê êàê ìû èìååì èíâàðèàíò âèðòóàëü-íûõ êîñ, ÿâëÿþùèéñÿ ïîëíûì èíâàðèàíòîì äëÿ êëàññè÷åñêèõ êîñ, òî äëÿëþáûõ äâóõ êëàññè÷åñêèõ êîñ, êîòîðûå ýêâèâàëåíòíû êàê ýëåìåíòû ãðóï-ïû âèðòóàëüíûõ êîñ, çíà÷åíèÿ ýòîãî èíâàðèàíòà ðàâíû; â ñèëó ïîëíîòû ìûçàêëþ÷àåì, ÷òî ýòè êëàññè÷åñêèå êîñû ïðåäñòàâëÿþò îäèí è òîò æå ýëå-ìåíò â ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïå êëàññè÷åñêèõ êîñ. Äî ñèõ ïîð íåèçâåñòíî,ÿâëÿåòñÿ ëè ýòîò èíâàðèàíò ïîëíûì èëè íåò.Íàçîâåì äèàãðàììó âèðòóàëüíîé êîñû ðåãóëÿðíîé, åñëè ëþáûå äâà ååïåðåêðåñòêà èìåþò ðàçëè÷íûå îðäèíàòû.Çàìå÷àíèå 7.2. Â äàëüíåéøåì â íàñòîÿùåì ðàçäåëå êîëè÷åñòâî íèòåéêîñû áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç n (ñ÷èòàòüñÿ ðàâíûì n), åñëè íå îãîâî-ðåíî ïðîòèâíîå.Çàìå÷àíèå 7.3. �åãóëÿðíûå äèàãðàììû âèðòóàëüíûõ êîñ è ñîîòâåòñòâó-þùèå ñëîâà�êîñû áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ãðå÷åñêèìè áóêâàìè (âîçìîæíî ñèíäåêñàìè). Âèðòóàëüíûå êîñû áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ëàòèíñêèìè áóêâàìè(âîçìîæíî ñ èíäåêñàìè).Çàìå÷àíèå 7.4. Ìû òàêæå áóäåì óïîòðåáëÿòü ñëîâî �íèòü� îòíîñè-òåëüíî ñëîâà�êîñû (çàïèñè êîñû ïî îáðàçóþùèì), ïîäðàçóìåâàÿ ïîä ýòèìíèòü ñîîòâåòñòâóþùåé êîñû.Îïèøåì ïîñòðîåíèå ñëîâà ïî çàäàííîé ðåãóëÿðíîé äèàãðàììå âèðòóàëü-íîé êîñû. Áóäåì äâèãàòüñÿ âäîëü îñè Oy îò óðîâíÿ {y = 1} âíèç äî óðîâíÿ
{y = 0} è ñëåäèòü çà òåìè óðîâíÿìè {y = t ∈ [0, 1]}, íà êîòîðûõ èìåþòñÿïåðåêðåñòêè. Êàæäûé òàêîé ïåðåêðåñòîê ñîîòâåòñòâóåò ïåðåñòàíîâêå äâóõíèòåé ñ (ëîêàëüíûìè) íîìåðàìè i è (i + 1) äëÿ íåêîòîðîãî i = 1, . . . , n− 1.Åñëè ïåðåêðåñòîê ÿâëÿåòñÿ âèðòóàëüíûì, ìû áóäåì ïèñàòü ζi; åñëè îí ÿâëÿ-åòñÿ êëàññè÷åñêèì, ìû âûïèñûâàåì σi â ñëó÷àå, åñëè ïåðåõîä ñîîòâåòñòâóåòíàïðàâëåíèþ �ñåâåðî-çàïàä � þãî-âîñòîê� è σ−1

i â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì ñëîâî ïî çàäàííîé ðåãóëÿðíîé äèàãðàììåâèðòóàëüíîé êîñû, ñì. ðèñ. 7.10.Îñíîâíûì âîïðîñîì òåîðèè âèðòóàëüíûõ êîñ ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ ðàñïîçíà-âàíèÿ:
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�èñ. 7.10. Âèðòóàëüíàÿ êîñà è ñîîòâåòñòâóþùåå åé ñëîâîÊàê ðàñïîçíàòü, çàäàþò ëè äâå (ñîáñòâåííûå) äèàãðàììû β1 è β2 âèðòó-àëüíûõ êîñ îäíó è òó æå êîñó b èëè íåò. Êàê áûëî ñêàçàíî ðàíåå â íàñòîÿ-ùåé ãëàâå, îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåò ðàáîòà Áàðäàêîâà.Åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ïîëíîãî èíâàðè-àíòà âèðòóàëüíûõ êîñ. ×àñòè÷íûì îòâåòîì íà ýòó çàäà÷ó ÿâëÿåòñÿ ïðåä-ëàãàåìàÿ íèæå êîíñòðóêöèÿ èíâàðèàíòà F .7.5.1. Ïîñòðîåíèå îñíîâíîãî èíâàðèàíòàÏóñòü G � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ îáðàçóþùèìè a1 . . . , an, t.Ïóñòü Ei � �àêòîð�ìíîæåñòâî ïðàâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ {ai}\G ïðè i =
1, . . . , n.Îïðåäåëåíèå 7.3. Âèðòóàëüíîé n�ñèñòåìîé íàçîâåì ìíîæåñòâî ýëå-ìåíòîâ {e1 ∈ E1, e2 ∈ E2, . . . , en ∈ En}.Íàøåé ïåðâîî÷åðåäíîé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå èíâàðèàíòíîãî îòîá-ðàæåíèÿ F (íå ãîìîìîð�íîãî) èç ìíîæåñòâà âñåõ âèðòóàëüíûõ êîñ èç níèòåé âî ìíîæåñòâî âèðòóàëüíûõ n�ñèñòåì.Ïóñòü β � ñëîâî-êîñà. Áóäåì ñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ âèðòóàëüíóþ
n�ñèñòåìó F(β) øàã çà øàãîì. À èìåííî, ìû áóäåì âûïèñûâàòü çíà÷åíèå
F(βφ) ïî çíà÷åíèþ F(β), ãäå φ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç áóêâ: σi, σ−1

i èëè ζi .�àññìîòðèì ñíà÷àëà n êëàññîâ ñìåæíîñòè åäèíè÷íîãî ýëåìåíòàG: (e, e, . . . , e).
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F(e) = (e, e, . . . , e).Áóäåì òåïåðü ÷èòàòü ñëîâî β. Åñëè åãî ïåðâîé áóêâîé ÿâëÿåòñÿ ζi, òîíà ïåðâîì øàãå âñå ñëîâà â âèðòóàëüíîé n�ñèñòåìå, êðîìå ñëîâ ei, ei+1, ïîîïðåäåëåíèþ îñòàþòñÿ òåìè æå, ei ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì t, à ei+1 ñòàíîâèòñÿðàâíûì t−1 (çäåñü è äàëåå ìû, åñòåñòâåííî, èìååì â âèäó êëàññû ñìåæíî-ñòè, ò.å. [t] è [t−1], íî ïèøåì äëÿ ïðîñòîòû t è t−1).Åñëè ïåðâîé áóêâîé â ñëîâå ÿâëÿåòñÿ σi, òî âñå êëàññû ñìåæíîñòè, êðîìå
ei+1, íå èçìåíÿþòñÿ, ïðè ýòîì ei+1 ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì a−1

i . Åñëè æå ïåðâîéáóêâîé áûëà σ−1
i , òî åäèíñòâåííîå èçìåíåíèå îòíîñèòñÿ ê ei: ýòîò ýëåìåíòñòàíîâèòñÿ ðàâíûì ai+1.Ïðîöåäóðà äëÿ êàæäîãî ñëåäóþùåãî øàãà (ïðî÷òåíèÿ ñëåäóþùåé áóê-âû) òàêîâà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëåâàÿ íèòü, ïîäõîäÿùàÿ ê ïåðåêðåñòêó, âû-õîäèò èç òî÷êè (p, 1), à ïðàâàÿ íèòü âûõîäèò èç òî÷êè (q, 1). Ïóñòü äî ïðîõî-æäåíèÿ ïåðåêðåñòêà ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû èìåþò âèä ep = P, eq = Q,ãäå P, Q � íåêîòîðûå ýëåìåíòû èç Ep, Eq. Ïîñëå ýòîãî âñå êëàññû ñìåæíî-ñòè, êðîìå ep, eq, íå èçìåíÿþòñÿ.Åñëè ðàññìàòðèâàåìîé áóêâîé ÿâëÿåòñÿ ζi, òî ñëîâî ep ñòàíîâèòñÿ ðàâ-íûì P · t, à ñëîâî eq ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì Q · t−1. Åñëè ìû èìååì σi, òî epíå èçìåíÿåòñÿ, à eq ïåðåõîäèò â QP−1a−1

p P . Íàêîíåö, â ñëó÷àå áóêâû σ−1
iêëàññ ñìåæíîñòè eq îñòàåòñÿ òåì æå, â òî âðåìÿ êàê ep ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì

PQ−1aqQ. Ýòè îïåðàöèè êîððåêòíî îïðåäåëåíû, ò.å. íå çàâèñÿò îò âûáî-ðà ïðåäñòàâèòåëåé ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ ñìåæíîñòè, ÷òî ïðîâåðÿåòñÿíåïîñðåäñòâåííî.Òàêèì îáðàçîì, ìû îïðåäåëèëè îòîáðàæåíèå F èç ìíîæåñòâà âèðòóàëü-íûõ äèàãðàìì êîñ èç n íèòåé â ìíîæåñòâî âèðòóàëüíûõ n�ñèñòåì.Òåîðåìà 7.7. Îòîáðàæåíèå F çàäàåò èíâàðèàíò âèðòóàëüíûõ êîñ. Àèìåííî, åñëè β1 è β2 ïðåäñòàâëÿþò îäíó è òó æå âèðòóàëüíóþ êîñó β,òî F(β1) = F(β2).Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî �óíêöèÿ F èíâàðèàíòíà ïðèïðèìåíåíèè ñîîòíîøåíèé ãðóïïû âèðòóàëüíûõ êîñ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ



7.5. Èíâàðèàíò âèðòóàëüíûõ êîñ 326ñëîâ β1 = βγ1 è β2 = βγ2, ãäå γ1 = γ2 � îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå, ìûèìååì F(β1) = F(β2). Áóäåì íàçûâàòü ýòî óòâåðæäåíèå óòâåðæäåíèåì A.Äîêàçàâ óòâåðæäåíèå A, ìû èìååì òàêæå F(β1δ) = F(β2δ) â ñëó÷àå
F(β1) = F(β2) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñëîâà δ, òàê êàê íàø àëãîðèòì ÿâëÿåò-ñÿ ïîøàãîâûì, ò.å. F(β1δ) (êàê è F(β2δ)) îïðåäåëÿåòñÿ ïåðåñòðàèâàíèåìâèðòóàëüíîé n-ñèñòåìû F(β1) = F(β2) ñ ïîìîùüþ êîñû δ. Òàêèì îáðàçîì,äëÿ ñëîâ β, δ è äëÿ ëþáîãî ñîîòíîøåíèÿ ãðóïïû êîñ γ1 = γ2 ìû èìååì
F(βγ1δ) = F(βγ2δ), ÷òî çàâåðøèò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.Âåðíåìñÿ òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ A.�àññìîòðèì ñîîòíîøåíèÿ ãðóïïû âèðòóàëüíûõ êîñ. Ñëó÷àé ñîîòíîøåíèé
σiσj = σjσi, σiζj = ζjσi, à òàêæå ζiζj = ζjζi äëÿ |i−j| > 2 î÷åâèäåí: ïîðÿäîêïåðåñòðîéêè n-ñèñòåìû ïî �äàëåêî îòñòîÿùèì äðóã îò äðóãà� îáðàçóþùèìíå îòðàæàåòñÿ íà êîíå÷íîì ðåçóëüòàòå. Òî æå ñàìîå èìååò ìåñòî è â ñëó÷àåêîììóòèðîâàíèÿ îäíîé îáðàçóþùåé σ è îäíîé îáðàçóþùåé âèäà ζ èëè âñëó÷àå êîììóòèðîâàíèÿ äâóõ îáðàçóþùèõ âèäà ζ.�àññìîòðèì òåïåðü ñîîòíîøåíèå ζ2

i = e.Ïóñòü äàíà ñëîâî-êîñà β, è ïóñòü ñëîâî β1 èìååò âèä βζ2
i äëÿ íåêîòîðîãî

i. Ïóñòü F(β) = (P1, . . . , Pn),F(β1) = (P ′
1, . . . , P

′
n). Ïóñòü p è q � íîìåðàíèòåé (òî÷íåå, àáñöèññû âåðõíèõ êîíöîâ íèòåé), ïîäõîäÿùèõ ê ðàññìàòðè-âàåìîìó ïåðåêðåñòêó ñëåâà è ñïðàâà. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè j 6= p, q ìû èìååì

Pj = P ′
j. Êðîìå òîãî, P ′

p = (Pp · t) · t−1 = Pp, P
′
q = (Pq · t−1) · t = Pq.�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé β1 = β · σi · σ−1

i (î÷åâèäíî, ÷òî ñëó÷àé b1 =
βσ−1

i σi ïîëíîñòüþ åìó àíàëîãè÷åí).Îáîçíà÷èì F(β) ÷åðåç (. . . Pi . . . ), à íàáîð F(β1) � ÷åðåç (. . . P ′
i . . . ),íîìåðà íèòåé, ïîäõîäÿùèå ê ïåðåêðåñòêó ñëåâà è ñïðàâà, îáîçíà÷èì ÷åðåç

p è q. Ïðè j 6= p, q ìû èìååì P ′
j = Pj. Áîëåå òîãî, Pp = P ′

p ïî ïîñòðîåíèþîòîáðàæåíèÿ F (òàê êàê p-ÿ íèòü äâàæäû îáðàçóåò ïåðåõîä). Äàëåå, P ′
q =

(PqP
−1
p a−1

p Pp)P
−1
p apPp = Pq.Ïðîâåðèì òåïåðü èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî òðåòüåãî âèðòóàëüíîãîäâèæåíèÿ �åéäåìåéñòåðà. Ïóñòü β � ñëîâî-êîñà, β1 = βζiζi+1ζi, à β2 =

βζi+1ζiζi+1. Ïóñòü p, q, r � íîìåðà íèòåé (ñ÷èòàÿ ñâåðõó), ñîîòâåòñòâóþùèåïîëîæåíèÿì n, n + 1, n + 2 âíèçó êîñû b.Îáîçíà÷èì F(β) ÷åðåç (P1, . . . , Pn), à F(β1) ÷åðåç (P 1
1 , . . . , P 1

n). Îáîçíà-
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1 , . . . , P 2

n). Î÷åâèäíî, ÷òî ∀i 6= p, q, r ìû èìååì
Pi = P 1

i = P 2
i . Èç ÿâíûõ âû÷èñëåíèé ñëåäóåò, ÷òî P 1

p = P 2
p = Pp · t2, P 1

q =
P 2

q = Pq, à òàêæå P 1
r = P 2

r = Pr · t−2.�àññìîòðèì òåïåðü ñìåøàííîå (ïîëóâèðòóàëüíîå) ñîîòíîøåíèå. Ìû áó-äåì ïîëüçîâàòüñÿ òåìè æå îáîçíà÷åíèÿìè, ÷òî è ïðåæäå: P 1 è P 2 áóäóòîáîçíà÷àòü F(ββ1) è F(ββ2) ñîîòâåòñòâåííî, ãäå β1 = βζiζi+1σi, β2 =
βσi+1ζiζi+1. Êàê è ðàíåå, P 1

j = P 2
j = Pj äëÿ âñåõ j 6= p, q, r. Èç ÿâíûõ âû÷èñ-ëåíèé ñëåäóåò, ÷òî P 1

p = Ppt
2, P 1

q = Pqt
−1, P 1

r = Prt
−1(Pqt

−1)−1a−1
q (Pqt

−1) =
PrPqa

−1
q Pqt

−1 è P 2
p = Ppt

2, P 2
q = Pqt

−1, P 2
r = PrP

−1
q a−1

q Pqt
−1.�àññìîòðèì, íàêîíåö, òðåòüå êëàññè÷åñêîå äâèæåíèå �åéäåìåéñòåðà β1 =

βσiσi+1σi, β2 = βσi+1σiσi+1; îáîçíà÷åíèÿ îñòàþòñÿ ïðåæíèìè. Ìû èìååì:
∀j 6= p, q, r : P 1

j = P 2
j = Pj. Êðîìå òîãî, òàê êàê p�ÿ íèòü (â îáîèõ ñëó-÷àÿõ) îáðàçóåò äâà ïåðåõîäà, òî P 1

p = P 2
p = Pp. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû èìååì

P 1
q = PqP

−1
p a−1

p Pp, P
1
r = (PrP

−1
p a−1

p Pp) · (PqP
−1
p a−1

p Pp)
−1a−1

q (PqP
−1
p a−1

p Pp)
= PrP

−1
q a−1

q PqP
−1
p a−1

p Pp; ïî ïîñòðîåíèþ èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà
P 2

q = PqP
−1
p a−1

p Pp, P
2
r = PrP

−1
q a−1

q PqP
−1
p a−1

p Pp.Ñîâïàäåíèå îêîí÷àòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåî-ðåìû.Òàêèì îáðàçîì ìû äîêàçàëè, ÷òî F ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì âèðòóàëüíûõêîñ, ò.å. äëÿ çàäàííîé êîñû çíà÷åíèå îòîáðàæåíèÿ F íå çàâèñèò îò äèà-ãðàììû, ïðåäñòàâëÿþùåé b. Òàêèì îáðàçîì ìû ìîæåì ïèñàòü ïðîñòî F(b).Çàìå÷àíèå 7.5. Íà ñàìîì äåëå �óíêöèþ F ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íåêàê �óíêöèþ, ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèÿ (E1, . . . , En), à êàê �óíêöèþ, ïðè-íèìàþùóþ çíà÷åíèÿ â n ýêçåìïëÿðàõ ãðóïïû G: ïî ñóòè äåëà, â äîêàçà-òåëüñòâå äîêàçûâàëàñü èíâàðèàíòíîñòü ýëåìåíòîâ èç (G, . . . , G).7.5.2. Ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû âèðòóàëüíûõ êîñÎïèñàííûé âûøå èíâàðèàíò F çàäàåò ïðåäñòàâëåíèå ψ ãðóïïû V Bn âãðóïïó àâòîìîð�èçìîâ ñâîáîäíîé ãðóïïû Fn+1 ñ îáðàçóþùèìè a1, . . . , an, tïî ïðàâèëó (i = 1, . . . , n − 1):
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ψ(σi) =















ai 7→ aiai+1a
−1
i

ai+1 7→ ai

al 7→ al, l 6= i, i + 1
t 7→ t

; ψ(ζi) =















ai 7→ tai+1t
−1

ai+1 7→ t−1ait

al 7→ al, l 6= i, i + 1
t 7→ t.

(7.4)Èç ÿâíîé ïðîâåðêè âûòåêàåòÒåîðåìà 7.8. Ïóñòü äëÿ ñëîâà-êîñû β, ðåàëèçóþùåé ïåðåñòàíîâêó π,èìååò ìåñòî F(β) = (e1, . . . , en). Òîãäà îòîáðàæåíèå ai 7→ e−1
π(i)aπ(i)eπ(i), t 7→

t â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ îïèñàííûì âûøå äåéñòâèåì ψ.Òàêèì îáðàçîì, �îðìóëà (7.4) çàäàåò òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû êîñâ ãðóïïó àâòîìîð�èçìîâ ñâîáîäíîé ãðóïïû.Â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå ýòî ïðåäñòàâëåíèå, ðàññìîòðåííîå áåç ó÷åòà îá-ðàçóþùåé t, íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì Àðòèíà.7.5.3. Î ïîëíîòå â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àåÂ ñëó÷àå êëàññè÷åñêèõ êîñ îïðåäåëèì n-ñèñòåìó êàê ñëåäóþùåå óïðî-ùåíèå ïîíÿòèÿ âèðòóàëüíîé n-ñèñòåìû. �àññìîòðèì ñâîáîäíîå ïðîèçâåäå-íèå G n ãðóïï, èçîìîð�íûõ ãðóïïå Z, ñ îáðàçóþùèìè a1, . . . , an. Îáîçíà-÷èì ÷åðåç E ′
i ëåâûå ñìåæíûå êëàññû G ïî ãðóïïå, ïîðîæäåííîé {ai}, ò.å.,

g1, g2 ∈ G ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îäèí è òîò æå ýëåìåíò â E ′
i åñëè è òîëüêîåñëè g1 = ak

i g2 äëÿ íåêîòîðîãî k.Îïðåäåëåíèå 7.4. Ïîä n�ñèñòåìîé áóäåì ïîíèìàòü íàáîð ýëåìåíòîâ
{e1 ∈ E ′

1, . . . , en ∈ E ′
n}.Îïðåäåëåíèå 7.5. Ïîä óïîðÿäî÷åííîé n�ñèñòåìîé áóäåì ïîíèìàòü ïà-ðó: 〈n�ñèñòåìà è ïåðåñòàíîâêà èç Sn〉.Åñòåñòâåííûì îáðàçîì èíâàðèàíò F óïðîùàåòñÿ äî èíâàðèàíòà f , ïðè-íèìàþùåãî çíà÷åíèÿ â óïîðÿäî÷åííûõ n-ñèñòåìàõ: ìû �çàáûâàåì� ïðî îá-ðàçóþùóþ t. Ïðè ýòîì äëÿ ñëó÷àÿ êëàññè÷åñêèõ êîñ ïîòåðè èí�îðìàöèèíå ïðîèñõîäèò: äëÿ âñÿêîé êëàññè÷åñêîé êîñû β çàïèñü F(β) íå ñîäåðæèòâõîæäåíèé ïåðåìåííîé t.Òàêèì îáðàçîì, êàæäîé êëàññè÷åñêîé êîñå β ñîïîñòàâëÿåòñÿ íàáîð ýëå-ìåíòîâ f(β) = (e1, . . . , en). Êàæäûé ýëåìåíò ei îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî



7.5. Èíâàðèàíò âèðòóàëüíûõ êîñ 329óìíîæåíèÿ ñëåâà íà íåêîòîðóþ ñòåïåíü îáðàçóþùåé ai. Ïîýòîìó êîððåêòíîçàäàíî ïðåîáðàçîâàíèå îáðàçóþùèõ: ai → e−1
π(i)aπ(i)eπ(i). Òàêèì îáðàçîì, ìûïîëó÷àåì äåéñòâèå ãðóïïû êîñ íà ñâîáîäíîé ãðóïïå; ýòî äåéñòâèå èçâåñò-íî; îíî íàçûâàåòñÿ äåéñòâèåì �óðâèöà. Â ðàáîòå Àðòèíà [Art1℄ äîêàçàíî,÷òî èíâàðèàíò f ïîëîí, ñëåäîâàòåëüíî, äåéñòâèå �óðâèöà ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èíâàðèàíò f (è, âìåñòå ñ íèì, èíâàðèàíò F) ÿâëÿåòñÿïîëíûì â ñëó÷àå êëàññè÷åñêèõ êîñ.7.5.4. Íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿÊàê è êëàññè÷åñêèå óçëû, êëàññè÷åñêèå êîñû (ò.å. êîñû, èìåþùèå ïðåä-ñòàâèòåëåé, â çàïèñè êîòîðûõ íå âñòðå÷àåòñÿ âèðòóàëüíûõ ïåðåêðåñòêîâ)äîïóñêàþò äâà îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè: êëàññè÷åñêîå (ïîñðåäñòâîì îáû÷-íûõ äâèæåíèé �åéäåìåéñòåðà) è âèðòóàëüíîå (ïîñðåäñòâîì îáîáùåííûõäâèæåíèé �åéäåìåéñòåðà). Ñ ïîìîùüþ èíâàðèàíòà F ïîêàæåì, ÷òî íà ñà-ìîì äåëå ýòè äâà ñîîòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíñòè ñîâïàäàþò. Âïåðâûå ýòîáûëî äîêàçàíî �îäæåðîì Ôåííîì, �è÷àðäîì �èìàíüè è Êîëèíîì �óðêîì,ñì. [FRR℄.Ïîëàãàÿ t = 1 â èíâàðèàíòå F è ïåðåõîäÿ ê èíâàðèàíòó f , ïîëíîìó âñëó÷àå êëàññè÷åñêèõ êîñ, ìû ïîëó÷àåì îáîáùåíèå ïîëíîãî èíâàðèàíòà fêëàññè÷åñêèõ êîñ íà ñëó÷àé âèðòóàëüíûõ êîñ.Òàêèì îáðàçîì, åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ãðóïïû êëàññè÷åñêèõ êîñ âãðóïïó âèðòóàëüíûõ êîñ (ïåðåâîäÿùåå σi â σi) ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì. Áîëååòî÷íî, èìååò ìåñòîÒåîðåìà 7.9. Äâå ýêâèâàëåíòíûå âèðòóàëüíûå ñëîâà-êîñû b1 è b2, â çà-ïèñè êîòîðûõ íåò îáðàçóþùèõ ζi, çàäàþò ýêâèâàëåíòíûå êëàññè÷åñêèåêîñû.Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê b1 âèðòóàëüíî ýêâèâàëåíòíà b2, ìû èìååì f(b1) =

f(b2). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïîëíîòó èíâàðèàíòà f äëÿ êëàññè÷åñêèõ êîñ,ìû èìååì b1 = b2 (â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå).Çàïðåùåííîå äâèæåíèå äëÿ âèðòóàëüíûõ êîñ (ñîîòâåòñòâóþùåå çàïðå-ùåííîìó äâèæåíèþ äëÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ) èìååò âèä: σiσi+1ζi → ζi+1σiσi+1,ñì. ðèñ. 7.11.
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�èñ. 7.11. Çàïðåùåííîå äâèæåíèå äëÿ âèðòóàëüíûõ êîñÏîêàæåì, ÷òî çàïðåùåííîå äâèæåíèå íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàêêîìïîçèöèÿ ñîîòíîøåíèé â ãðóïïå âèðòóàëüíûõ êîñ.Òåîðåìà 7.10. Çàïðåùåííîå äâèæåíèå (ñîîòíîøåíèå) äëÿ âèðòóàëüíûõêîñ íå ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, âû÷èñëèì çíà÷åíèÿF(σ1σ2ζ1) èF(ζ2σ1σ2).Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû èìååì:

(e, e, e) → (e, a−1
1 , e) → (e, a−1

1 , a−1
1 ) → (e, a−1

1 t, a−1
1 t−1).Âî âòîðîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì:

(e, e, e) → (e, t, t−1) → (e, t, t−1a−1
1 ) → (e, ta−1

1 , t−1a−1
1 ).Ýòè ðåçóëüòàòû (âèðòóàëüíûå n�ñèñòåìû) íå ñîâïàäàþò; òàêèì îáðàçîì,âèðòóàëüíûå êîñû, ïåðåâîäèìûå äðóã â äðóãà çàïðåùåííûì äâèæåíèåì, íåìîãóò áûòü ýêâèâàëåíòíû.Çàìå÷àíèå 7.6. Ïðè ïåðåõîäå îò èíâàðèàíòà F ê èíâàðèàíòó f (åñëèìû ïîëîæèì t = 1), ìû ïîëó÷èì f(σ1σ2ζ1) = f(ζ2σ1σ2). Ñëåäîâàòåëüíî,ïåðåìåííàÿ t ñóùåñòâåííà â ïîñòðîåíèè èíâàðèàíòà F .Ïðèâåäåì åùå äâà ïðèìåðà, ïîêàçûâàþùèõ ïðåèìóùåñòâà èíâàðèàíòà F .�àññìîòðèì êîñó èç òðåõ íèòåé b = ζ2σ

−1
2 ζ2σ1σ2ζ1σ1ζ1σ

−1
2 σ−1

1 . Ïðÿìûåâû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ ýòîé êîñû F(b) 6= F(e). Îäíàêî, ýòà êîñàíå ðàçëè÷àåòñÿ âèðòóàëüíûì ïîëèíîìîì Äæîíñà, ïðåäëîæåííûì â [Kau1℄.Áîëåå òî÷íî, ðàññìîòðèì çàöåïëåíèå Cl(b), ïîëó÷åííîå çàìûêàíèåì êîñû
b è ïîëèíîì Äæîíñà V (Cl(b)) ýòîãî çàöåïëåíèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî ïîëèíîì



7.5. Èíâàðèàíò âèðòóàëüíûõ êîñ 331Äæîíñà íå ðàçëè÷àåò çàöåïëåíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ äðóã îò äðóãà âèðòóàëè-çàöèåé, ñì. ñòð. 151.
∼

b

b
∼

b

b

�èñ. 7.12. Ïàðû äèàãðàìì, íå ðàçëè÷àåìûå ñêîáêîéÂèðòóàëèçàöèÿ âûðàæàåòñÿ íà ÿçûêå âèðòóàëüíûõ êîñ. Åñëè ìû äëÿíåêîòîðîé êîñû ìû ñäåëàåì çàìåíó σ±1
i íà ζiσ

±1
i ζi, òî çàìûêàíèÿ îáåèõ êîñáóäóò èìåòü îäèíàêîâûå ïîëèíîìû Äæîíñà-Êàó�ìàíà, ñì. ðèñ. 7.12.Â ñàìîì äåëå,

X(Cl(b)) = X(Cl(σ−1
2 σ1σ2σ1σ

−1
2 σ−1

1 )).Ïðåîáðàçîâàííàÿ êîñà òðèâèàëüíà, ïîýòîìó X(Cl(b)) = X(Cl(e)).Çàìå÷àíèå 7.7. Çäåñü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîëèíîì Äæîíñà çà-ìûêàíèÿ êîñû, òàê è ñêîáêó Êàó�ìàíà äëÿ êîñ, îïèñàííóþ â íà÷àëå íà-ñòîÿùåé ãëàâû. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ êîñû, ïîëó÷àþùèåñÿ îäíà èç äðóãîé âèð-òóàëèçàöèåé, áóäóò èìåòü îäèíàêîâûå ñêîáêè.Ïðèâåäåì åùå îäèí ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé ñèëó èíâàðèàíòà F . Ìû ïî-êàçàëè, ÷òî êîñà b = (σ2
1ζ1σ

−1
1 ζ1σ

−1
1 ζ1)

2 ëåæèò â ÿäðå ïðåäñòàâëåíèÿ Áóðàó
B. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èíâàðèàíò F ðàñïîçíàåò íåòðèâèàëüíîñòü ýòîé êîñû.7.5.5. Íàñêîëüêî ñèëåí èíâàðèàíò F?Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, íîâûé èíâàðèàíò ñèëüíåå, ÷åì êîý��èöèåíòçàöåïëåíèÿ, èíîãäà îí ðàçëè÷àåò âèðòóàëüíûå óçëû, êîòîðûå íå ðàçëè÷à-þòñÿ ñêîáêîé Êàó�ìàíà èëè ïðåäñòàâëåíèåì Áóðàó.Êðîìå òîãî, îãðàíè÷åíèå èíâàðèàíòà F íà ñëó÷àé êëàññè÷åñêèõ êîñ (ïðè�àêòîðèçàöèè t = 1) ñîâïàäàåò ñ ïîëíûì èíâàðèàíòîì f êëàññè÷åñêèõ êîñ.Èíâàðèàíò F äàåò íàì ïðèìåð îòîáðàæåíèÿ èç îäíîãî àëãåáðàè÷åñêîãîîáúåêòà (ãðóïïà êîñ) â äðóãîé àëãåáðàè÷åñêèé îáúåêò (n êîïèé ñâîáîäíîé



7.5. Èíâàðèàíò âèðòóàëüíûõ êîñ 332ãðóïïû èëè n êëàññîâ ñìåæíîñòè ñâîáîäíîé ãðóïïû). Ýòî îòîáðàæåíèå íåÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð�èçìîì.Äëÿ òîãî, ÷òîáû îöåíèòü ñèëó èíâàðèàíòà F , óñòàíîâèì íåêîòîðûå åãîñâîéñòâà.Èç òåîðåìû 7.8 âûòåêàåò ñëåäóþùàÿËåììà 7.1. Åñëè F(b1) = F(b2) äëÿ íåêîòîðûõ êîñ b1, b2, òî äëÿ ëþáîéïàðû êîñ a è c ìû èìååì F(ab1c) = F(ab2c) (âñå êîñû ïðåäïîëàãàþòñÿ ñîäíèì è òåì æå êîëè÷åñòâîì íèòåé).Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé èíâàðèàíòà ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî åãî çíà÷åíèé.Çàäà÷à îïèñàíèÿ ýòîãî ìíîæåñòâà èëè � ÷òî òî æå ñàìîå � íàáîðà áåñ-êîíå÷íûõ ìàòðèö ïðåäñòàâëåíèÿ, îäíàêî, ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ñëîæíîé, è íàìíåèçâåñòíî åå ðåøåíèå äàæå äëÿ òðåõ íèòåé. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìû îïè-øåì ìíîæåñòâî çíà÷åíèé äëÿ ñëó÷àÿ âèðòóàëüíûõ êîñ èç äâóõ íèòåé è,òåì ñàìûì, êëàññè�èöèðóåì ýòè êîñû. Âïðî÷åì, ãðóïïà âèðòóàëüíûõ êîñèç äâóõ íèòåé óñòðîåíà î÷åíü ïðîñòî: îíà èçîìîð�íà ãðóïïå Z ∗ Z2.Ñìåíà îáîçíà÷åíèé: âìåñòî îáðàçóþùèõ a1, a2 âèðòóàëüíûõ 2�ñèñòåììû áóäåì ïèñàòü a, b; âìåñòî îáðàçóþùèõ σ1, ζ1 ãðóïïû êîñ ìû áóäåì ïèñàòü
σ, ζ.Íàïîìíèì, ÷òî f � èíâàðèàíò, ïîëó÷àåìûé èç F �çàáûâàíèåì� îáðàçó-þùåé t. Îáîçíà÷èì ñâîáîäíóþ ãðóïïó, ïîðîæäåííóþ a, b ÷åðåç G′. Ïóñòü
E ′

1 = {a}\G′, E ′
2 = {b}\G′.Â ñëó÷àå äâóõ íèòåé f îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî V B(2) â (E ′

1, E
′
2), èëè,ïðîùå, (G′, G′).Äëÿ çàäàííîé êîñû α èç äâóõ íèòåé îáîçíà÷èì f(α) ÷åðåç (P (α), Q(α)).�àññìîòðèì ñíà÷àëà ïðîñòåéøèå âèðòóàëüíûå êîñû èç äâóõ íèòåé è çíà-÷åíèÿ �óíêöèè f íà íèõ:1. Äëÿ òðèâèàëüíîé êîñû ìû èìååì (e, e);2. Äëÿ σ ìû èìååì (1, a−1);3. Äëÿ êîñû σ−1 ìû èìååì (b, 1);4. Äëÿ ζ ïîëó÷àåì (1, 1).



7.5. Èíâàðèàíò âèðòóàëüíûõ êîñ 333Íåñëîæíî äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 7.11. Ïóñòü β � ñëîâî-êîñà (âèðòóàëüíàÿ êîñà èç äâóõ íèòåé).Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî P (β)Q(β)−1 = akbl äëÿ íåêîòîðûõ k, l.Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü èíäóêöèþ ïî êîëè÷åñòâó áóêâ âçàïèñè êîñû. Â ñëó÷àå ïóñòîãî ñëîâà íå÷åãî äîêàçûâàòü. Ïóñòü òåïåðü β �ñëîâî-êîñà èç k áóêâ, β′ = βα, ãäå α � îäíà èç áóêâ ζ, σ èëè σ−1. Ïóñòü
P (β)Q(β)−1 = anbm.Äëÿ α = ζ ìû èìååì P (β′) = P, Q(β′) = Q(β). Òàêèì îáðàçîì ìûïîëó÷àåì P (β′)Q(β′)−1 = anbm.Ïðè α = σ åñëè êîñà β ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé, ìû ïîëó÷àåì: P 7→ P, Q 7→
QP−1a−1P , PQ−1 7→ aPQ−1; äëÿ íå÷åòíîé êîñû β:Q 7→ Q, P 7→ PQ−1b−1Q,

PQ−1 7→ PQ−1b−1.Â ñëó÷àå α = σ−1 è ÷åòíîé êîñû β ìû èìååì:Q 7→ Q, P 7→ PQ−1bQ, PQ−1 7→
PQ−1b, äëÿ íå÷åòíîé êîñû β: P 7→ P, Q 7→ QP−1aP, PQ−1 7→ a−1PQ−1.Òàêèì îáðàçîì, ìû îñóùåñòâèëè øàã èíäóêöèè è òåì ñàìûì äîêàçàëèòåîðåìó.Óñëîâèå íà PQ−1 ÿâëÿåòñÿ âïîëíå åñòåñòâåííûì. Îíî îçíà÷àåò, ÷òî ñó-ùåñòâóåò ýëåìåíò g ∈ G′ òàêîé, ÷òî g ∈ [P ] ∈ E ′

1 è g ∈ [Q] ∈ E ′
2. Òàêîéýëåìåíò g åäèíñòâåí. Òàêèì îáðàçîì, ýòîò ýëåìåíò g ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéèíâàðèàíò ãðóïïû V B(2).Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ êàæäîé âèðòóàëüíîé êîñû b èç äâóõ íèòåé ìû èìååì

f(b) = f(bζ). Êðîìå òîãî, âñå êîñû åñòåñòâåííûì îáðàçîì äåëÿòñÿ íà ïàðû:êàæäîé ÷åòíîé âèðòóàëüíîé êîñå b â V B(2) ìîæíî ñîïîñòàâèòü ðîâíî îäíóíå÷åòíóþ êîñó bζ. Òàêèì îáðàçîì, íàì äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïîäãðóïïó÷åòíûõ êîñ EV B(2) ãðóïïû V B(2).Òåîðåìà 7.12. Èíâàðèàíò g (òàê æå, êàê è èíâàðèàíò f) ãðóïïû âèð-òóàëüíûõ êîñ EV B(2) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.Íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ïîëíîòó èíâàðèàíòà g. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäî-áèòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ëåììà.Ëåììà 7.2. Äëÿ êàæäûõ äâóõ âèðòóàëüíûõ ñëîâ-êîñ π, ρ ∈ V B(2) èç äâóõíèòåé ìû èìååì: g(πρ) = g(ρ)g(π) è g(π)−1 = g(π−1). Òàêèì îáðàçîì,îòîáðàæåíèå g àíòèãîìîìîð�íî íà V B(2).



7.5. Èíâàðèàíò âèðòóàëüíûõ êîñ 334Äîêàçàòåëüñòâî. �ðóïïà V B(2) ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé ãðóïïîé äâóìÿ îáðà-çóþùèìè α = ζσ è β = ζσ−1.Äàëåå, g(e) = e, g(α) = b−1, g(β) = a−1, g(α−1) = b, g(β−1) = a.Óòâåðæäåíèå îá àíòèãîìîìîð�íîñòè îòîáðàæåíèÿ g ÿâíî ïðîâåðÿåòñÿíà îáðàçóþùèõ α è β.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7.12. Èç ëåììû 7.2 ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå gàíòèãîìîìîð�íî è îòîáðàæàåò ãðóïïó EV B(2) â ñâîáîäíóþ ãðóïïó ñ îá-ðàçóþùèìè a, b. Ýòî îòîáðàæåíèå ïåðåâîäèò α, β â îáðàçóþùèå a, b−1. Ñëå-äîâàòåëüíî, îíî íå èìååò ÿäðà. Òàêèì îáðàçîì, g ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì èíâà-ðèàíòîì ãðóïïû EV B(2), ïîýòîìó ïîëíûì ÿâëÿåòñÿ è èíâàðèàíò f .Èòàê, îòîáðàæåíèå F òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì èíâàðèàíòîì äëÿEV B(2).Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ýòîò èíâàðèàíò ÷óâñòâèòåëåí ê óìíîæåíèþ íà ζ ñïðàâà, ìûâèäèì, ÷òî F ðàñïîçíàåò âñå ýëåìåíòû èç V B(2). ×òîáû ðàñïîçíàòü, ÿâ-ëÿåòñÿ ëè ïàðà ýëåìåíòîâ (e1 ∈ E1, e2 ∈ E2) çíà÷åíèåì èíâàðèàíòà F íàíåêîòîðîé êîñå, íàì íóæíî ëèøü ïðî�àêòîðèçîâàòü e1 è e2 ïî ñîîòíîøå-íèþ t = 1, âçÿòü êîñó-ïðîîáðàç b (åñëè òàêîâîé èìååòñÿ) ïîëó÷åííîé ïàðû
(e′1, e

′
2) ïðè îòîáðàæåíèè f , è îïðåäåëèòü, âåðíî ëè F(b) = (e1, e2) èëè

F(bζ) = (e1, e2).Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ïàðû (e1 ∈ E1, e2 ∈ E2), íå ÿâëÿþùåéñÿ çíà÷å-íèåì èíâàðèàíòà F íà âèðòóàëüíûõ êîñàõ, ÿâëÿåòñÿ ïàðà (b, a). Â ýòîìñëó÷àå PQ−1 = ba−1, ÷òî íå ðàâíî akbl íè äëÿ êàêèõ öåëûõ ÷èñåë k, l.



�ëàâà 8Èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà êëàññè÷åñêèõ èâèðòóàëüíûõ óçëîâÂ êîíöå 80-õ ãîäîâ äâàäöàòîãî âåêà Â.À.Âàñèëüåâûì [Vas1, Vas2℄ è Ì.Í.�ó-ñàðîâûì [�óñ℄ áûëî äàíî îïðåäåëåíèå èíâàðèàíòîâ êëàññè÷åñêèõ óçëîâ,êîòîðûå âïîñëåäñòâèè ïîëó÷èëè íàçâàíèå èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà èëè èí-âàðèàíòîâ êîí÷åíîãî ïîðÿäêà. Ýòè îïðåäåëåíèÿ áûëè î÷åíü óäà÷íûìè, ïî-ñêîëüêó âñå èçâåñòíûå äî òîãî âðåìåíè ïîëèíîìèàëüíûå èíâàðèàíòû óçëîâ[HOMFLY, Jon1℄, à òàêæå êâàíòîâûå èíâàðèàíòû [Tur1℄ óäàëîñü âûðàçèòü÷åðåç èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî ïîðÿäêà, ñì. ðàáîòû [BL, BN1℄. Èíâàðèàí-òû Âàñèëüåâà ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèå â ïðîèçâîëüíîé àáåëåâîé ãðóïïåêîý��èöèåíòîâ. Â íàñòîÿùåé ãëàâå ìû ðàññìàòðèâàåì èíâàðèàíòû Âàñè-ëüåâà ñ êîý��èöèåíòàìè â Q.Ñðàçó ñòàëî ïîíÿòíî, ÷òî èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà òåñíî ñâÿçàíû ñ �óíê-öèÿìè íà õîðäîâûõ äèàãðàììàõ � òàê íàçûâàåìûìè ñèñòåìàìè âåñîâ (ñì.îïðåäåëåíèå íà ñòð. 343): êàæäîìó èíâàðèàíòó ñîïîñòàâëÿåòñÿ òàêàÿ �óíê-öèÿ. Âîçíèê âîïðîñ: âåðíî ëè, ÷òî âñå ñèñòåìû âåñîâ çàäàþò èíâàðèàíòûÂàñèëüåâà?�àáîòà Ì.Ë.Êîíöåâè÷à [Kon℄ ïîìîãëà ïîíÿòü ñòðóêòóðó èíâàðèàíòîâ Âà-ñèëüåâà: ïðåäëîæåííàÿ èì èíòåãðàëüíàÿ �îðìóëà ïðèâîäèò ê óíèâåðñàëü-íîìó èíâàðèàíòó Âàñèëüåâà-Êîíöåâè÷à, âîññòàíàâëèâàþùåìó ïî ëþáîéíàïåðåä çàäàííîé ñèñòåìå âåñîâ ñîîòâåòñòâóþùèé èíâàðèàíò Âàñèëüåâà.Â ýòîì ñìûñëå èíòåãðàë Êîíöåâè÷à ðàâíîöåíåí íàáîðó âñåõ èíâàðèàíòîâÂàñèëüåâà. Êàê îêàçàëîñü, ñì., íàïð., [Bir3℄, èíòåãðàë Êîíöåâè÷à ÿâëÿåò-ñÿ óíèâåðñàëüíûì òàêæå è äëÿ êâàíòîâûõ èíâàðèàíòîâ óçëîâ; èç ýòîãîñëåäóåò, ÷òî êâàíòîâûå èíâàðèàíòû íå ñèëüíåå èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà



Èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà 336(â ðàáîòå Ï.Âîæåëÿ [Vog℄ ïîêàçàíî, ÷òî îíè ñòðîãî ñëàáåå, ò.å. ïðèâåäå-íû ÿâíûå ïðèìåðû èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà, êîòîðûå íå âûðàçèìû ÷åðåçêâàíòîâûå èíâàðèàíòû). Êîìáèíàòîðíûé ïîäõîä ê èíòåãðàëó Êîíöåâè÷àñòàë âîçìîæåí áëàãîäàðÿ ðàáîòå Ò.Ëå è Äæ.Ìóðàêàìè [LM℄, êîòîðûå ïîë-íîñòüþ ïåðåâåëè âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à êëàññè÷åñêèõ óçëîâ íàêîìáèíàòîðíûé ÿçûê.Çàòåì òàêîå êîìáèíàòîðíîå îïèñàíèå áûëî ðàñïðîñòðàíåíî íà áîëåå øè-ðîêèé êëàññ óçëîâ, â ÷àñòíîñòè, íà óçëû â óòîëùåííûõ ïîâåðõíîñòÿõ ñêðàåì M2 × I è óòîëùåííóþ ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü RP 2 × I; ýòî áûëîïðîäåëàíî â ðàáîòå É.Ëèáåðóìà [Lieb℄.Èç îáçîðîâ, ïîñâÿùåííûõ òåîðèè èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà (êëàññè÷åñêèõ)óçëîâ îòìåòèì [BN1℄.Ïîñëå ðàáîòû Êîíöåâè÷à ñòàëî ÿñíî, ÷òî äîëæåí áûòü íåêîòîðûé êîì-áèíàòîðíûé ïîäõîä ê èíâàðèàíòàì Âàñèëüåâà; ýòîò êîìáèíàòîðíûé ïîäõîäáûë ÷åòêî ñ�îðìóëèðîâàí â ðàáîòå Ì.Á.Ïîëÿêà è Î.ß.Âèðî [PV℄, ïîñëå÷åãî ñòàë àêòóàëüíûì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè êîìáèíàòîðíûõ �îðìóëäëÿ âñåõ èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà êëàññè÷åñêèõ óçëîâ � �îðìóë, âûðàæà-þùèõ çíà÷åíèå äàííîãî èíâàðèàíòà óçëîâ ÷åðåç åãî ãàóññîâó äèàãðàììóïîäñ÷åòîì ÷èñëà âõîæäåíèé â ýòó ãàóññîâó äèàãðàììó íåêîòîðûõ ãàóññî-âûõ äèàãðàìì èç �èêñèðîâàííîãî íàáîðà (ñî çíàêàìè).Ñ ïîÿâëåíèåì âèðòóàëüíûõ óçëîâ òåîðèÿ èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà ïðè-îáðåëà îñîáûé èíòåðåñ. Çäåñü ñòîèò îòìåòèòü ðàáîòó �óñàðîâà, Ïîëÿêà èÂèðî [GPV℄. Â ýòîé ðàáîòå áûëà äîêàçàíà òåîðåìà �óñàðîâà î íàëè÷èèêîìáèíàòîðíûõ �îðìóë äëÿ âñåõ èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà êëàññè÷åñêèõ óç-ëîâ. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî ñðåäè ãàóññîâûõ äèàãðàìì, êîòîðûå ïîÿâëÿþòñÿâ òàêîãî ðîäà �îðìóëàõ, íåëüçÿ îáîéòèñü áåç íåðåàëèçóåìûõ ãàóññîâûõäèàãðàìì, ò.å. ãàóññîâû äèàãðàììû, ñîîòâåòñòâóþùèå âèðòóàëüíûì óçëàì.Â íåé àâòîðû ïðèøëè ê ïîíÿòèþ âèðòóàëüíûõ óçëîâ ïóòåì, îòëè÷íûì îòîðèãèíàëüíîãî ïîäõîäà Êàó�ìàíà.Â ðàáîòå [Âàñ℄ Â.À.Âàñèëüåâ ïðèâåë óòî÷íåíèå ýòîãî ðåçóëüòàòà, îòâå÷à-þùåå íà âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè êîìáèíàòîðíûõ �îðìóë ñ öåëî÷èñëåí-íûìè êîý��èöèåíòàìè.Íàëè÷èå â êîìáèíàòîðíûõ �îðìóëàõ ãàóññîâûõ äèàãðàìì âèðòóàëüíûõ



Èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà 337óçëîâ ïîáóäèëî àâòîðîâ ðàáîòû [GPV℄ ê ïîèñêó àíàëîãè÷íîé êîíñòðóê-öèè èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà äëÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ; ïî ñóòè äåëà, ýòî áûëèíîé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ âèðòóàëüíûõ óçëîâ, ïðè êîòîðîì èíâàðèàíòêîíå÷íîãî ïîðÿäêà òðàêòîâàëñÿ êàê èíâàðèàíò, èìåþùèé êîìáèíàòîðíóþ�îðìóëó, ó÷èòûâàþùóþ âõîæäåíèå ãàóññîâûõ äèàãðàìì ñî çíàêàìè.Åñòåñòâåííûì îáðàçîì â ýòîé ðàáîòå áûëà ïîñòðîåíà àëãåáðà Ïîëÿêà �óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà, èç êîòîðîé ïîëó÷àþòñÿ âñå èíâàðèàíòû âèðòóàëü-íûõ çàöåïëåíèé êîíå÷íîãî ïîðÿäêà; ýëåìåíòàìè ýòîé àëãåáðû ÿâëÿþòñÿ�îðìàëüíûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé.Òàêîå îïðåäåëåíèå èíâàðèàíòîâ (Âàñèëüåâà) êîíå÷íîãî ïîðÿäêà äëÿ âèð-òóàëüíûõ óçëîâ îêàçàëîñü íå î÷åíü óäà÷íûì, õîòÿ è õîðîøî ïîääàþùèìñÿêëàññè�èêàöèè. Äåëî â òîì, ÷òî êàæäûé èíâàðèàíò Âàñèëüåâà (â ñìûñëåÏîëÿêà è Âèðî) ñâÿçàí ñ íåêîòîðûì èíâàðèàíòîì Âàñèëüåâà êëàññè÷åñêèõóçëîâ, ïðè ýòîì äàëåêî íå âñå èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî ïîðÿäêà êëàññè÷åñêèõóçëîâ îáîáùàþòñÿ äî îïðåäåëÿåìûõ òàêèì îáðàçîì èíâàðèàíòîâ êîíå÷íîãîïîðÿäêà âèðòóàëüíûõ óçëîâ.Îòâåòîì íà ýòó ðàáîòó ïîñëóæèëà ïîñëåäíÿÿ âåðñèÿ ïèîíåðñêîé ðàáîòûÊàó�ìàíà [Kau7℄, â êîòîðîé îí ïðåäëîæèë áîëåå �îðìàëüíûé ïîäõîä êèíâàðèàíòàì êîíå÷íîãî ïîðÿäêà âèðòóàëüíûõ óçëîâ � ñ èñïîëüçîâàíèåìïîíÿòèÿ æåñòêîé èçîòîïèè.Ñòàëî ÿñíî, ÷òî ìíîãèå ïîëèíîìèàëüíûå èíâàðèàíòû ñèíãóëÿðíûõ âèð-òóàëüíûõ óçëîâ óêëàäûâàþòñÿ â êîíöåïöèþ Êàó�ìàíà, è èç íèõ ìîæíîïîëó÷àòü èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî ïîðÿäêà, îäíàêî ñòðîéíîé òåîðèè òàêèõèíâàðèàíòîâ äî ñèõ ïîð íåò.Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî âèðòóàëüíûõ óçëîâ áîëåå îáøèðíî, ÷åì ìíîæåñòâîêëàññè÷åñêèõ óçëîâ, è, êàê îêàçàëîñü, íà âèðòóàëüíûõ óçëàõ ìîæíî ëåãêîíàéòè ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷ îá èíâàðèàíòàõ Âàñèëüåâà, äî ñèõ ïîð íåðåøåííûõ â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå.Òàê, íàïðèìåð, èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà âèðòóàëüíûõ óçëîâ ïîçâîëÿþòðàçëè÷àòü îáðàòèìîñòü óçëîâ (ýòî âïåðâûå áûëî çàìå÷åíî Ñàâîëëåêîì,[Saw2℄). Î âîïðîñå ðàñïîçíàâàåìîñòè îáðàòèìîñòè èíâàðèàíòàìè Âàñèëüå-âà â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå ñì., íàïð., [CDBook, DuK℄.Ñòðóêòóðà íàñòîÿùåé ãëàâû òàêîâà. Ñíà÷àëà ìû äàåì îïðåäåëåíèå èíâà-



8.1. Èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà êëàññè÷åñêèõ óçëîâ 338ðèàíòîâ Âàñèëüåâà êëàññè÷åñêèõ óçëîâ è J-èíâàðèàíòîâ ïëîñêèõ êðèâûõ,à òàêæå äâà îïðåäåëåíèÿ èíâàðèàíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà âèðòóàëüíûõ óç-ëîâ � ñîãëàñíî �óñàðîâó-Ïîëÿêó-Âèðî è ñîãëàñíî Êàó�ìàíó. Çàòåì ìûïðèâîäèì �îðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [GPV℄, ïîñëå ÷åãî ïåðåõîäèìê îáñóæäåíèþ èíâàðèàíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà ñîãëàñíî Êàó�ìàíó.Â íàñòîÿùåé ãëàâå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîëèíîì Ξ, îïðåäåëåííûé â ãëà-âå 4, ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä è äàåò òðèïàðàìåòðè÷åñêóþ ñåðèþ èíâàðèàíòîâÂàñèëüåâà (òåîðåìà 8.4).Ïîñëå ýòîãî ìû ïåðåõîäèì ê îáñóæäåíèþ ðåçóëüòàòîâ Á.Ìåëëîðà è àâòî-ðà î ñâÿçè âèðòóàëüíûõ óçëîâ, ïîëèíîìà Äæîíñà-Êàó�ìàíà è èíâàðèàíòîâêîíå÷íîãî ïîðÿäêà äëÿ êëàññè÷åñêèõ óçëîâ.Öåíòðàëüíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå ãèïîòå-çû Âàñèëüåâà î ðåàëèçóåìîñòè õîðäîâûõ äèàãðàìì ñèíãóëÿðíûìè óçëàìè,âëîæèìûìè â ïëîñêîñòü (òåîðåìà 8.6). Ýòà ãèïîòåçà ìîòèâèðîâàíà çàäà÷åéî ñóùåñòâîâàíèè öåëî÷èñëåííûõ êîìáèíàòîðíûõ �îðìóë äëÿ èíâàðèàíòîâÂàñèëüåâà, ðåøåííîé Âàñèëüåâûì â [Âàñ℄. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçûÂàñèëüåâà ìû èñïîëüçóåì êîìáèíàòîðíóþ òåõíèêó, îïèñàííóþ â ïðåäûäó-ùèõ ãëàâàõ (àòîìû, d-äèàãðàììû, ñòðóêòóðà èñòî÷íèê-ñòîê).8.1. Èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà êëàññè÷åñêèõ óçëîâè J-èíâàðèàíòû êðèâûõÍà ïðîòÿæåíèè íàñòîÿùåãî ðàçäåëà âñå çàöåïëåíèÿ ïðåäïîëàãàþòñÿ îðè-åíòèðîâàííûìè, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå.Ïîä ñèíãóëÿðíûì çàöåïëåíèåì èç k êîìïîíåíò ïîðÿäêà n áóäåì ïîíè-ìàòü ïîãðóæåíèå â òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî íåñâÿçíîãî íàáîðà èç k îðèåí-òèðîâàííûõ îêðóæíîñòåé, îñîáåííîñòÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ëèøü òî÷êèäâîéíîãî òðàíñâåðñàëüíîãî (ñàìî)ïåðåñå÷åíèÿ, è èõ ðîâíî n øòóê. Ñèíãó-ëÿðíûå çàöåïëåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî åñòåñòâåííîé èçîòî-ïèè, ò.å. îòîáðàæåíèÿ îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà R3 íà ñåáÿ, ñîõðàíÿþ-ùåãî îðèåíòàöèþ.Êàæäîìó ñèíãóëÿðíîìó çàöåïëåíèþ èç n êîìïîíåíò åñòåñòâåííûì îá-ðàçîì ñîîòâåòñòâóåò õîðäîâàÿ äèàãðàììà íà n îðèåíòèðîâàííÿõ îêðóæíî-ñòÿõ (ñì. îïð. íà ñòð. 159). Êàæäàÿ îêðóæíîñòü ïàðàìåòðèçóåò âëîæåíèå



8.1. Èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà êëàññè÷åñêèõ óçëîâ 339îäíîé èç êîìïîíåíò çàöåïëåíèÿ. Íà ýòèõ îêðóæíîñòÿõ ìû ñîåäèíÿåì õîð-äàìè (èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, îòìå÷àåì ïîñðåäñòâîì âûäåëåíèÿ íóëüìåð-íûõ îêðóæíîñòåé) ïàðû òî÷åê, èìåþùèõ îäèíàêîâûé îáðàç â òðåõìåðíîìïðîñòðàíñòâå, ñì. ðèñ. 8.1.

�èñ. 8.1. Äèàãðàììà ñèíãóëÿðíîãî óçëàè ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé õîðäîâàÿ äèàãðàììàÊàæäóþ ñèíãóëÿðíóþ òî÷êó (âåðøèíó) ñèíãóëÿðíîãî çàöåïëåíèÿ ìîæ-íî ðàçâåñòè äâóìÿ ñïîñîáàìè: ïîëîæèòåëüíûì[ 7→X è îòðèöàòåëüíûì[ 7→ U. Òàêèì îáðàçîì, ñ êàæäûì ñèíãóëÿðíûì çàöåïëåíèåì è âûäå-ëåííîé îñîáîé åãî òî÷êîé ñâÿçàíû äâà ñèíãóëÿðíûõ çàöåïëåíèÿ ìåíüøåãîïîðÿäêà, ïðè ýòîì ýòè äâà ðàçâåäåíèÿ êîððåêòíî îïðåäåëåíû îòíîñèòåëüíîèçîòîïèè.Ïóñòü äàí èíâàðèàíò f êëàññè÷åñêèõ çàöåïëåíèé ñî çíà÷åíèÿìè â ïî-ëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü �îð-ìàëüíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî óçëîâ ñ êîý��èöèåíòàìè â ýòîé àáåëåâîéãðóïïå è âñå èíâàðèàíòíûå �óíêöèè ïðîäîëæàòü ïî ëèíåéíîñòè íà ëèíåé-íûå êîìáèíàöèè óçëîâ. Èíâàðèàíò f ìîæíî ïðîäîëæèòü íà ñèíãóëÿðíûåçàöåïëåíèÿ ïî ñëåäóþùåé �îðìóëå:
f ′([) = f(X) − f(U) (8.1)Ýòà �îðìóëà îçíà÷àåò, ÷òî ìû îïðåäåëÿåì ïðîèçâîäíóþ f ′ èíâàðèàíòà fêàê �óíêöèþ íà ñèíãóëÿðíûõ çàöåïëåíèÿõ ïåðâîãî ïîðÿäêà, çíà÷åíèå êî-òîðîé íà ñèíãóëÿðíîì çàöåïëåíèè ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì ðàçíîñòè çíà÷åíèé íàäâóõ çàöåïëåíèÿõ, ïîëó÷àåìûõ èç íåãî ïîëîæèòåëüíûì è îòðèöàòåëüíûì



8.1. Èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà êëàññè÷åñêèõ óçëîâ 340ðàçâåäåíèÿìè. Ôîðìóëà (8.1) íîñèò íàçâàíèå ñîîòíîøåíèÿ Âàñèëüåâà.Äàëåå, èìåÿ ïðîèçâîäíóþ f ′ �óíêöèè f , ìû ìîæåì îïðåäåëèòü âòîðóþïðîèçâîäíóþ f ′′ �óíêöèè f íà ñèíãóëÿðíûõ çàöåïëåíèÿõ âòîðîãî ïîðÿä-êà: ìû èñïîëüçóåì òó æå �îðìóëó (8.1) â âèäå f ′′([) = f ′(X) − f ′(U),ïîäðàçóìåâàÿ, ÷òî ìû èìååì äåëî ñ òðåìÿ ñèíãóëÿðíûìè çàöåïëåíèÿìè,óñòðîåííûìè îäèíàêîâî âíå íåêîòîðîé ìàëîé îêðåñòíîñòè ñèíãóëÿðíîãî ïå-ðåêðåñòêà îäíîãî èç çàöåïëåíèé; â ýòîé îêðåñòíîñòè âòîðîå çàöåïëåíèå ðàç-âåäåíî ïîëîæèòåëüíî, à òðåòüå � îòðèöàòåëüíî, ïðè ýòîì âíå ýòîé ìàëîéîêðåñòíîñòè èìååòñÿ åùå îäíî ñèíãóëÿðíîå ïåðåñå÷åíèå. Äàëåå ìû îïðåäå-ëÿåì òðåòüþ ïðîèçâîäíóþ íà ñèíãóëÿðíûõ çàöåïëåíèÿõ ïîðÿäêà òðè, çàòåì÷åòâåðòóþ ïðîèçâîäíóþ è òàê äàëåå.Îïðåäåëåíèå 8.0. �îâîðÿò, ÷òî èíâàðèàíò f êëàññè÷åñêèõ çàöåïëåíèéÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì (Âàñèëüåâà) êîíå÷íîãî ïîðÿäêà íå áîëåå n, åñëè
(n + 1)-ÿ ïðîèçâîäíàÿ f (n+1) ýòîãî èíâàðèàíòà òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþíà ñèíãóëÿðíûõ çàöåïëåíèÿõ ñ n + 1 ñèíãóëÿðíîé âåðøèíîé. Ïðè ýòîì èí-âàðèàíò èìååò ïîðÿäîê ðîâíî n, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ïîðÿäêà íåáîëåå n, íî íå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ïîðÿäêà íå áîëåå (n − 1).Îáîçíà÷èì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà ïîðÿäêà íåáîëåå n ÷åðåç Vn. Èìååò ìåñòî î÷åâèäíîå âëîæåíèå V0 ⊂ V1 ⊂ V2 ⊂ . . . .Îïðåäåëåíèå 8.1. Äëÿ èíâàðèàíòà Âàñèëüåâà f ïîðÿäêà n åãî n-ÿ ïðî-èçâîäíàÿ f (n) íîñèò íàçâàíèå ñèìâîëà èíâàðèàíòà f .Òàê êàê ñîîòíîøåíèå Âàñèëüåâà îòíîñèòñÿ ê òðîéêàì (ñèíãóëÿðíûõ) çà-öåïëåíèé, èìåþùèì îäíî è òî æå ÷èñëî êîìïîíåíò, èìååò ñìûñë ãîâîðèòüîòäåëüíî îá èíâàðèàíòàõ Âàñèëüåâà çàöåïëåíèé ñ �èêñèðîâàííûì êîëè÷å-ñòâîì êîìïîíåíò. Íàïðèìåð, îá èíâàðèàíòàõ Âàñèëüåâà óçëîâ, èíâàðèàíòàõÂàñèëüåâà äâóõêîìïîíåíòíûõ çàöåïëåíèé è òàê äàëåå.Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñèìâîë ñîäåðæèò â ñåáå âàæíóþ ÷àñòü èí�îðìàöèè îáèíâàðèàíòå Âàñèëüåâà. À èìåííî, èìååò ìåñòîÒåîðåìà 8.1. (Â.À.Âàñèëüåâ) Ïóñòü v1 è v2 � äâà èíâàðèàíòà Âàñèëüåâàïîðÿäêà n íà çàöåïëåíèÿõ èç k êîìïîíåíò, èìåþùèå îäèí è òîò æåñèìâîë. Òîãäà ðàçíîñòü v1−v2 ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì Âàñèëüåâà ïîðÿäêàíå áîëåå n − 1.



8.1. Èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà êëàññè÷åñêèõ óçëîâ 341Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî èçó÷àòü ñòðóêòóðó ïðîñòðàí-ñòâà èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà Vn, çíàÿ Vn−1 è ñòðóêòóðó ïðîñòðàíñòâà ñèì-âîëîâ.Ïóñòü çàäàí èíâàðèàíò Âàñèëüåâà v ïîðÿäêà n (íà çàöåïëåíèÿõ ñ íåêî-òîðûì �èêñèðîâàííûì êîëè÷åñòâîì êîìïîíåíò k). Òîãäà v(n+1) = 0, ýòîîçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ äèàãðàìì ñèíãóëÿðíûõ çàöåïëåíèé èç k êîì-ïîíåíò, îòëè÷àþùèõñÿ îäíîé çàìåíîé ïåðåêðåñòêàX ←→U è èìåþùèõïîðÿäîê n ìû èìååì v(n)(X) = v(n)(U).Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå ñèìâîëà èíâàðèàíòà v íå çàâèñèò îò ñòðóêòó-ðû êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêîâ äèàãðàììû ñîîòâåòñòâóþùåãî ñèíãóëÿðíîãîçàöåïëåíèÿ ïîðÿäêà n. Åäèíñòâåííîå, îò ÷åãî îíî çàâèñèò, � ýòî êîìáèíà-òîðíàÿ ñòðóêòóðà ñèíãóëÿðíûõ ïåðåêðåñòêîâ íà çàöåïëåíèÿõ.Ïîñëåäíÿÿ çàäàåòñÿ õîðäîâîé äèàãðàììîé íà k îêðóæíîñòÿõ ñëåäóþùèìîáðàçîì (õîðäîâûå äèàãðàììû íà îäíîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ îïðåäåëåíûíà ñòð. 159). Õîðäîâàÿ äèàãðàììà ñîñòîèò èç k îòäåëüíî ñòîÿùèõ îðèåíòè-ðîâàííûõ îêðóæíîñòåé � ïðîîáðàçîâ êîìïîíåíò çàöåïëåíèÿ, ïðè ýòîì äâàïðîîáðàçà îäíîé è òîé æå ñèíãóëÿðíîé âåðøèíû ñîåäèíåíû õîðäîé.Ìû áóäåì èçîáðàæàòü òàêèå õîðäîâûå äèàãðàììû íà ïëîñêîñòè, ïðèýòîì ìû íå áóäåì óêàçûâàòü îðèåíòàöèè îêðóæíîñòåé, ñ÷èòàÿ èõ îðèåíòè-ðîâàííûìè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.Ïðèìåð õîðäîâîé äèàãðàììû íà äâóõ îêðóæíîñòÿõ èçîáðàæåí íà ðèñ. 8.2.

�èñ. 8.2. Õîðäîâàÿ äèàãðàììà íà äâóõ îêðóæíîñòÿõÒàêàÿ õîðäîâàÿ äèàãðàììà ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî êîìáèíà-òîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè êàê ãðà�, íà êîòîðîì èìååòñÿ k îðèåíòèðîâàííûõöèêëîâ.



8.1. Èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà êëàññè÷åñêèõ óçëîâ 342Òàêèì îáðàçîì, ñèìâîë èíâàðèàíòà Âàñèëüåâà ïîðÿäêà n íà çàöåïëåíèÿõèç k êîìïîíåíò çàäàåòñÿ ñâîèì çíà÷åíèåì íà õîðäîâûõ äèàãðàììàõ íà kîêðóæíîñòÿõ ñ n õîðäàìè, èëè, áîëåå òî÷íî, ëèíåéíîé �óíêöèåé íà ëèíåé-íîì ïðîñòðàíñòâå òàêèõ äèàãðàìì.Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íå ëþáàÿ ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ íà ýòîì ëèíåéíîì ïðî-ñòðàíñòâå ìîæåò èãðàòü ðîëü ñèìâîëà èíâàðèàíòà Âàñèëüåâà.À èìåííî, êàæäàÿ òàêàÿ �óíêöèÿ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ò.í. îäíî÷ëåí-íîìó è ÷åòûðåõ÷ëåííîìó ñîîòíîøåíèÿì.Îäíî÷ëåííîå ñîîòíîøåíèå ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Åñëè èìååòñÿ õîðäîâàÿäèàãðàììà C =B ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì õîðä, èç êîòîðûõ îäíà ÿâëÿåòñÿîòäåëüíî ñòîÿùåé, òî ëþáîé ñèìâîë èíâàðèàíòà Âàñèëüåâà ñîîòâåòñòâóþ-ùåãî ïîðÿäêà íà ýòîé äèàãðàììå ðàâåí íóëþ.×åòûðåõ÷ëåííîå ñîîòíîøåíèå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ êàæ-äîãî ñèìâîëà v(n) èíâàðèàíòà Âàñèëüåâà v ïîðÿäêà n èìååò ìåñòî ñîîòíî-øåíèå
v(n)(*) − v(n)()) − v(n)(3) + v(n)(4) = 0. (8.2)Â ýòîì ñîîòíîøåíèè ó÷àñòâóþò õîðäîâûå äèàãðàììû ïîðÿäêà n; ïðè ýòîìîñòàâøèåñÿ (n − 2) õîðäû, íå èçîáðàæåííûå â �îðìóëå (8.2), ÿâëÿþòñÿíåïîäâèæíûìè (îíè îäèíàêîâî ðàñïîëîæåíû íà âñåõ äèàãðàììàõ).Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì çàäàåòñÿ ÷åòûðåõ÷ëåííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ çàöåï-ëåíèé: â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì ÷åòûðå äèàãðàììû íà íåñêîëüêèõ îêðóæíî-ñòÿõ; ýòè ÷åòûðå äèàãðàììû îòëè÷àþòñÿ âçàèìíûì ðàñïîëîæåíèåì ïàðûõîðä, êîíöû êîòîðûõ ëåæàò íà òðåõ âûäåëåííûõ ó÷àñòêàõ (êîòîðûå, âîîá-ùå ãîâîðÿ, ìîãóò ïðèíàäëåæàòü ðàçíûì îêðóæíîñòÿì).Òåîðåìà 8.2 (Òåîðåìà Âàñèëüåâà-Êîíöåâè÷à [Kon℄). Ëèíåéíàÿ �óíê-öèÿ f íà ïðîñòðàíñòâå õîðäîâûõ äèàãðàìì ñ n õîðäàìè íà k îêðóæíî-ñòÿõ çàäàåò ñèìâîë èíâàðèàíòà Âàñèëüåâà êëàññè÷åñêèõ óçëîâ òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà îíà óäîâëåòâîðÿåò îäíî÷ëåííîìó è ÷åòûðåõ÷ëåííî-ìó ñîîòíîøåíèÿì.Ýòà òåîðåìà äàåò ïîëíîå îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà Vn/Vn−1 äëÿ èíâàðèàí-òîâ Âàñèëüåâà ïîðÿäêîâ n è n − 1 êëàññè÷åñêèõ çàöåïëåíèé.



8.1. Èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà êëàññè÷åñêèõ óçëîâ 343Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ íà õîðäîâûõ äèàãðàììàõ ñ�èêñèðîâàííûì ÷èñëîì îêðóæíîñòåé, óäîâëåòâîðÿþùàÿ îäíî÷ëåííîìó è÷åòûðåõ÷ëåííîìó ñîîòíîøåíèÿì, çàäàåò ñèìâîë èíâàðèàíòà Âàñèëüåâà.Âàæíûì ÿâëÿåòñÿ òàêæå ðàññìîòðåíèå ëèíåéíûõ �óíêöèé íà õîðäîâûõäèàãðàììàõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ÷åòûðåõ÷ëåííîìó ñîîòíîøåíèþ, íî, âîç-ìîæíî, íå óäîâëåòâîðÿþùèõ îäíî÷ëåííîìó ñîîòíîøåíèþ. Òàêèå �óíêöèèíàçûâàþòñÿ ñèñòåìàìè âåñîâ, ñì., íàïð, [BN1℄.Èíîãäà ïîä âûðàæåíèåì ñèñòåìà âåñîâ ïîíèìàþò �óíêöèþ, óäîâëåòâî-ðÿþùóþ òàêæå è îäíî÷ëåííîìó ñîîòíîøåíèþ. Ëþáàÿ òàêàÿ ñèñòåìà âåñîâÿâëÿåòñÿ ñèìâîëîì íåêîòîðîãî èíâàðèàíòà Âàñèëüåâà óçëîâ.Ñèñòåìû âåñîâ (áåç ó÷åòà îäíî÷ëåííûõ ñîîòíîøåíèé) ñâÿçàíû ñ èíâàðè-àíòàìè êîíå÷íîãî ïîðÿäêà îñíàùåííûõ çàöåïëåíèé ñ ÷åòíûì îñíàùåíèåì.Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îãîâàðèâàòü, êàêîå èç äâóõ îïðåäåëåíèé èìååòñÿâ âèäó.Ïàðàëëåëüíî ñ òåîðèåé èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà óçëîâ ñóùåñòâóåò òåîðèÿ
J-èíâàðèàíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà ïîãðóæåííûõ ïëîñêèõ êðèâûõ îáùåãîïîëîæåíèÿ. Èäåÿ ðàññìîòðåíèÿ J-èíâàðèàíòîâ ïðèíàäëåæèò Â.È. Àðíîëü-äó, ñì. [Arn1, Arn2℄, ïîäðîáíåå ñì. [Ëàí℄.Îòìåòèì, ÷òî äî ðàáîòû Ñ.Ê.Ëàíäî [Ëàí℄ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ñó-ùåñòâîâàëè J-èíâàðèàíòû, îòâå÷àþùèå ïåðåñòðîéêàì ïðè ïîïóòíîì êàñà-íèè (òàê íàçûâàåìûå J+-èíâàðèàíòû) è J-èíâàðèàíòû, îòâå÷àþùèå ïå-ðåñòðîéêàì ïðè ïðîòèâîïóòíîì êàñàíèè. Â.Â.�îðþíîâ [Goryu℄ äàë ïîëíîåîïèñàíèå J+-èíâàðèàíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà; îí îòìåòèë òàêæå, ÷òî J−-èíâàðèàíòû äîïóñêàþò ïîäîáíîå îïèñàíèå.Â äàííîì ñëó÷àå àíàëîãîì óçëîâ ÿâëÿþòñÿ íàáîðû êðèâûõ, ïîãðóæåí-íûå â ïëîñêîñòü áåç òî÷åê ñàìîêàñàíèÿ, àíàëîãîì ñèíãóëÿðíûõ çàöåïëå-íèé � íàáîðû êðèâûõ, èìåþùèå òî÷êè (ñàìî)êàñàíèÿ â êîíå÷íîì ÷èñëå.Êîìáèíàòîðíîå ðàñïîëîæåíèå òî÷åê ñàìîêàñàíèÿ òàêæå çàäàåòñÿ õîðäîâîéäèàãðàììîé, ñì. ðèñ. 8.3.Ïðè ýòîì çäåñü èìåþòñÿ äâà ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûõ òèïà êàñàíèé: ïî-ïóòíîå è ïðîòèâîïóòíîå, ñì. ðèñ. 8.4.Ñîïîñòàâèì ïîïóòíûì êàñàíèÿì çíàê ïëþñ, à ïðîòèâîïóòíûì êàñàíè-ÿì � çíàê ìèíóñ. Ìû áóäåì òàêæå îáîçíà÷àòü ïîïóòíûå êàñàíèÿ ñïëîø-



8.1. Èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà êëàññè÷åñêèõ óçëîâ 344

�èñ. 8.3. Äèàãðàììà ñ ñàìîêàñàíèÿìèè ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé îñíàùåííàÿ õîðäîâàÿ äèàãðàììà
�èñ. 8.4. Ïîïóòíîå è ïðîòèâîïóòíîå êàñàíèÿíûìè õîðäàìè, à ïðîòèâîïóòíûå � ïóíêòèðíûìè õîðäàìè.Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ èçó÷åíèÿ èíâàðèàíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà ïëîñêèõêðèâûõ íóæíî ðàññìàòðèâàòü õîðäîâûå äèàãðàììû ñ äâóìÿ òèïàìè õîðä.Õîðäîâûå äèàãðàììû, â êîòîðûõ îäèí âûäåëåííûé òèï õîðä íàçûâàåòñÿïîëîæèòåëüíûì (è îáîçíà÷àåòñÿ ñïëîøíîé ëèíèåé), à äðóãîé � îòðèöà-òåëüíûì (è îáîçíà÷àåòñÿ ïóíêòèðíîé ëèíèåé), íàçûâàþòñÿ îñíàùåííûìèõîðäîâûìè äèàãðàììàì (ñð. ãë. 4).Êàê è â ñëó÷àå èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà êëàññè÷åñêèõ óçëîâ, çíà÷åíèåïðîèçâîäíîé íåêîòîðîãî èíâàðèàíòà íà êðèâîé ñ òî÷êîé êàñàíèÿ îïðåäå-ëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ çíà÷åíèé èíâàðèàíòà íà áëèçêèõ ê íåé êðèâûõ (ñì. ðèñ.8.6). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ è ñèìâîë èíâàðèàíòà ïîðÿäêà n � çíà÷åíèååãî n-é ïðîèçâîäíîé. Ýòî çíà÷åíèå ÿâëÿåòñÿ âåñîâîé �óíêöèåé íà îñíàùåí-íûõ õîðäîâûõ äèàãðàììàõ. Ôóíêöèè íà îñíàùåííûõ õîðäîâûõ äèàãðàì-ìàõ, ïðîèñõîäÿùèå èç J-èíâàðèàíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà ïëîñêèõ êðèâûõ,



8.1. Èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà êëàññè÷åñêèõ óçëîâ 345äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü íåêîòîðûì ñîîòíîøåíèÿì, íîñÿùèì íàçâàíèå îáîá-ùåííîãî ÷åòûðåõ÷ëåííîãî ñîîòíîøåíèÿ, ñì. ðèñ. 8.5.
- -=

- -=

- += -�èñ. 8.5. Îáîáùåííîå ÷åòûðåõ÷ëåííîå ñîîòíîøåíèåÎáîáùåííîå ÷åòûðåõ÷ëåííîå ñîîòíîøåíèå ñîñòîèò èç ÷åòâåðêè îñíàùåí-íûõ õîðäîâûõ äèàãðàìì, ó êîòîðûõ âñå õîðäû, êðîìå äâóõ, ðàñïîëîæåíûîäèíàêîâûì îáðàçîì, à äâå õîðäû � òàê æå, êàê â îáû÷íîì ÷åòûðåõ÷ëåí-íîì ñîîòíîøåíèè. Îòìåòèì, ÷òî èç ýòèõ äâóõ õîðä îäíó ìîæíî ñ÷èòàòü�íåïîäâèæíîé�: åå òèï è ðàñïîëîæåíèå îäèíàêîâî â êàæäîé èç ÷åòûðåõ äèà-ãðàìì, ó÷àñòâóþùèõ â ñîîòíîøåíèè (ýòà õîðäà èçîáðàæåíà íà äèàãðàììàõíà ðèñ. 8.5 íàêëîííîé).Ïðè ýòîì èìåþòñÿ äâà ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì èç íèõ(ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ è îáû÷íîå ÷åòûðåõ÷ëåííîå ñîîòíîøåíèå áåç ïóíê-òèðíûõ õîðä) íåïîäâèæíàÿ õîðäà ÿâëÿåòñÿ ñïëîøíîé (ïîëîæèòåëüíîé). Âýòîì ñëó÷àå ïîäâèæíàÿ õîðäà íà âñåõ ÷åòûðåõ õîðäîâûõ äèàãðàììàõ èìå-åò îäèí è òîò æå òèï (ëèáî ñïëîøíàÿ, ëèáî ïóíêòèðíàÿ, ñì. âåðõíþþ èñðåäíþþ ÷àñòè ðèñ. 8.5). Âî âòîðîì ñëó÷àå íåïîäâèæíàÿ õîðäà ÿâëÿåòñÿïóíêòèðíîé. Ïðè ïåðåõîäå èç ïðàâîé ÷àñòè â ëåâóþ ïîäâèæíàÿ õîðäà ìå-



8.1. Èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà êëàññè÷åñêèõ óçëîâ 346íÿåò ñâîé òèï, à âñå âûðàæåíèå ìåíÿåò çíàê, ñì. íèæíþþ êàðòèíêó íàðèñ. 8.5.Ïðèâåäåì áîëåå òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ. Ìû ðàññìàòðèâàåì ïîãðóæåíèÿîêðóæíîñòè â ïëîñêîñòü îáùåãî ïîëîæåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîòîïèé ïëîñ-êîñòè, ñîäåðæàùåé êðèâóþ, äè��åîìîð�èçìîâ îêðóæíîñòè è ïðîõîæäå-íèÿ êðèâîé ÷åðåç òðîéíûå òî÷êè. Èíâàðèàíòû êðèâûõ ïðè òàêèõ óñëîâèÿõíàçûâàþòñÿ J-èíâàðèàíòàìè.Ïðè ïðîèçâîëüíîé äå�îðìàöèè êðèâîé ïîìèìî (ðàçðåøåííîé) äå�îðìà-öèè, ñîñòîÿùåé â ïðîõîæäåíèè ÷åðåç òðîéíóþ òî÷êó, åñòü åùå îäíà äå�îð-ìàöèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ñîñòîÿùàÿ â ïðîõîæäåíèè ÷åðåç òî÷êó êàñàíèÿ.Òàêàÿ îñîáåííîñòü àíàëîãè÷íà îñîáåííîñòè ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç ñèíãóëÿð-íûé óçåë.Ýòî ÿâëÿåòñÿ îòïðàâíîé òî÷êîé äëÿ îïðåäåëåíèÿ J-èíâàðèàíòîâ êîíå÷-íîãî ïîðÿäêà ïëîñêèõ êðèâûõ. À èìåííî, ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ ïëîñ-êèõ êðèâûõ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîòîïèé è ïðîõîæäåíèé ÷åðåç òðîéíûå òî÷êè.Ââåäåì ñèíãóëÿðíûå êðèâûå � òå, êîòîðûå èìåþò êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åêïðîñòîãî êàñàíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå íà ìíîæåñòâå ñèíãóëÿðíûõ êðèâûõ ââå-ñòè ñîîòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ðàçðåøàþùåå òî÷êè êàñàíèÿ, ñì. ðèñ.8.6
=                         -�èñ. 8.6. �àçðåøåíèå îñîáåííîñòè êðèâîéÏðè ýòîì êàæäûé J-èíâàðèàíò ïëîñêèõ êðèâûõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ ïðî-äîëæàåòñÿ äî íåêîòîðîé �óíêöèè íà êðèâûõ, èìåþùèõ òî÷êè êàñàíèÿ. J-èíâàðèàíò íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòîì ïîðÿäêà n, åñëè åãî çíà÷åíèÿ íà êðè-âûõ ñ n + 1 òî÷êîé ñàìîêàñàíèÿ ðàâíî íóëþ. Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿñëó÷àé ìíîãèõ êðèâûõ ñ òî÷êàìè êàñàíèÿ.�àñïîëîæåíèå òî÷åê êàñàíèÿ íà äèàãðàììå îïèñûâàåòñÿ îñíàùåííîé õîð-äîâîé äèàãðàììîé.Ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà óçëîâ ïî J-èíâà-ðèàíòó n-ãî ïîðÿäêà ïëîñêèõ êðèâûõ ñòðîèòñÿ îáîáùåííàÿ âåñîâàÿ �óíê-öèÿ íà îñíàùåííûõ õîðäîâûõ äèàãðàììàõ, ò.å. �óíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ



8.2. Ïîäõîä �óñàðîâà-Ïîëÿêà-Âèðî ê èíâàðèàíòàì Âàñèëüåâà âèðòóàëüíûõ óçëîâ 347îáîáùåííîìó ÷åòûðåõ÷ëåííîìó ñîîòíîøåíèþ.Èìååò ìåñòîÒåîðåìà 8.3 (Ñ.Ê.Ëàíäî, [Ëàí℄). Ëþáàÿ �óíêöèÿ íà îñíàùåííûõ õîð-äîâûõ äèàãðàììàõ ïîðÿäêà n, ïîëó÷åííàÿ èç J-èíâàðèàíòà ïîðÿäêà íå âû-øå n, óäîâëåòâîðÿåò îáîáùåííîìó ÷åòûðåõ÷ëåííîìó ñîîòíîøåíèþ (âñåìåãî âåðñèÿì).Íà äàííûé ìîìåíò íåèçâåñòíî, âåðåí ëè äëÿ J-èíâàðèàíòîâ êðèâûõ àíà-ëîã òåîðåìû Êîíöåâè÷à, ò.å. âåðíî ëè, ÷òî ïî âñÿêîé îáîáùåííîé âåñîâîé�óíêöèè ìîæíî âîññòàíîâèòü íåêîòîðûé J-èíâàðèàíò êîíå÷íîãî ïîðÿäêà.Ïîäðîáíåå ñì. [Ëàí℄.Òàêèì îáðàçîì, íàõîæäåíèå ñèñòåì âåñîâ äëÿ õîðäîâûõ äèàãðàìì èëèîñíàùåííûõ õîðäîâûõ äèàãðàìì ÿâëÿåòñÿ âàæíîé çàäà÷åé. Â äàëüíåéøåììû ïîêàæåì, ÷òî íåêîòîðûå ÷àñòè÷íûå ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ âåñüìà íåîæè-äàííî âîçíèêàþò áëàãîäàðÿ èçó÷åíèþ ñêîáêè Êàó�ìàíà êëàññè÷åñêèõ èâèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé, à òàêæå áëàãîäàðÿ êîäèðîâàíèþ óçëîâ ïîñðåä-ñòâîì àòîìîâ è d-äèàãðàìì.8.2. Ïîäõîä �óñàðîâà-Ïîëÿêà-Âèðî ê èíâàðèàíòàì Âàñèëüåâà âèðòóàëüíûõóçëîâÂâåäåì íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå îïðåäåëåíèÿ. Ïîä ïîëóâèðòóàëü-íûì ïåðåêðåñòêîì áóäåì ïîíèìàòü �îðìàëüíóþ ìåòêó äëÿ ïåðåêðåñòêà,â êîòîðîì óêàçûâàåòñÿ, êàêàÿ âåòâü ïðîõîäèò �îðìàëüíî �âûøå�, à êàêàÿ� �îðìàëüíî �íèæå�, ïðè ýòîì ñàì ïåðåêðåñòîê îáâåäåí êðóæî÷êîì. Äèà-ãðàììà ñ ïîëóâèðòóàëüíûì ïåðåêðåñòêîì îïðåäåëÿåòñÿ êàê �îðìàëüíàÿðàçíîñòü äâóõ äèàãðàìì, îäíà èç êîòîðûõ èìååò êëàññè÷åñêèé ïåðåêðå-ñòîê, à äðóãàÿ � âèðòóàëüíûé.
Ïóñòü D � äèàãðàììà âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ è ïóñòü {d1, d2, . . . , dn}� íåêîòîðûé íàáîð êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêîâ ýòîé äèàãðàììû. Äëÿ íà-áîðà {σ1, . . . , σn} èç åäèíèö è íóëåé îïðåäåëèì Dσ êàê äèàãðàììó, ïîëó÷à-



8.2. Ïîäõîä �óñàðîâà-Ïîëÿêà-Âèðî ê èíâàðèàíòàì Âàñèëüåâà âèðòóàëüíûõ óçëîâ 348åìóþ èç D ïðåîáðàçîâàíèåì âñåõ ïåðåêðåñòêîâ di, äëÿ êîòîðûõ σi = 1, ââèðòóàëüíûå ïåðåêðåñòêè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç |σ| ÷èñëî åäèíèö â íàáîðå σ.Ôîðìàëüíàÿ àëüòåðíèðîâàííàÿ ñóììà
∑

σ

(−1)|σ|Dσíàçûâàåòñÿ äèàãðàììîé ñ n ïîëóâèðòóàëüíûìè ïåðåêðåñòêàìè.Îáîçíà÷èì ÷åðåçK ìíîæåñòâî âñåõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ. Ïóñòü ν : K → Q� íåêîòîðûé èíâàðèàíò âèðòóàëüíûõ óçëîâ ñî çíà÷åíèÿìè â Q. Ïðîäîë-æèì ýòîò èíâàðèàíò ïî ëèíåéíîñòè íà Q[K] � ìíîæåñòâî �îðìàëüíûõëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âèðòóàëüíûõ óçëîâ. Ñêàæåì, ÷òî ν ÿâëÿåòñÿ èíâà-ðèàíòîì êîíå÷íîãî ïîðÿäêà, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî n èíâàðè-àíò ν îáðàùàåòñÿ â íóëü íà êàæäîì âèðòóàëüíîì óçëå K ñ áîëåå ÷åì nïîëóâèðòóàëüíûìè ïåðåêðåñòêàìè. Åñëè ñóùåñòâóåò n, äëÿ êîòîðîãî ýòîâûïîëíèìî, òî ìèíèìàëüíîå èç òàêèõ ÷èñåë n íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì èíâà-ðèàíòà ν.Ôîðìàëüíîå ñîîòíîøåíèå Âàñèëüåâà [ = X −U âìåñòå ñ ñîîòíîøå-íèåì, îïðåäåëÿþùèì âèðòóàëüíûé ïåðåêðåñòîê, âëå÷åò ñîîòíîøåíèå
Çàìå÷àíèå 8.1. Îòìåòèì, ÷òî ñèíãóëÿðíûå óçëû ðàññìàòðèâàþòñÿ çäåñüíå êàê íåçàâèñèìûå îáúåêòû, èìåþùèå ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë óçëîâ ñíåêîòîðûìè îñîáåííîñòÿìè, à ëèøü êàê ëèíåéíûå êîìáèíàöèè áîëåå ïðî-ñòûõ îáúåêòîâ.Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ âñÿêîãî èíâàðèàíòà ν ïîðÿäêà n â ñìûñëå, îïèñàííîìâûøå, åãî îãðàíè÷åíèå íà ñëó÷àé êëàññè÷åñêèõ óçëîâ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàí-òîì êîíå÷íîãî ïîðÿäêà â îáû÷íîì ñìûñëå. Îáðàòíîå, îäíàêî, íåâåðíî. Òàê,íàïðèìåð, ñîãëàñíî ïðèâåäåííîìó âûøå îïðåäåëåíèþ, íå ñóùåñòâóåò èíâà-ðèàíòîâ âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ (êîìïàêòíûõ) âèðòóàëüíûõ óçëîâ, ïîäðîáíååñì. [GPV, Oht℄.Èñõîäÿ èç �îðìàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ, îïðåäåëÿþùåãî âèðòóàëüíûé ïå-



8.3. Ïîäõîä Êàó�ìàíà 349ðåêðåñòîê, è ñîîòíîøåíèÿ Âàñèëüåâà, Ì.Á.Ïîëÿê ïîñòðîèë òàê íàçûâàå-ìóþ àëãåáðó Ïîëÿêà, ñì. [GPV℄, äàþùóþ ïîëíîå êîìáèíàòîðíîå îïèñàíèåâñåõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ. Êðîìå òîãî, â ðàáîòå [GPV℄ ïðèâåäåíû êîìáè-íàòîðíûå �îðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíâàðèàíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà äëÿäëèííûõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ.8.3. Èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà âèðòóàëüíûõ óçëîâ (ïî Ë.Êàó�ìàíó)Ïîäõîä Êàó�ìàíà ñâÿçàí ñ îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ ñèíãóëÿðíîãî óçëà (çà-öåïëåíèÿ) íà âèðòóàëüíûé ñëó÷àé.Îïðåäåëåíèå 8.2. Ñèíãóëÿðíàÿ âèðòóàëüíàÿ äèàãðàììà � ýòî ÷åòû-ðåõâàëåíòíûé ãðà� íà ïëîñêîñòè, ñíàáæåííûé îðèåíòàöèåé óíèêóðñàëü-íûõ êîìïîíåíò, à òàêæå ñòðóêòóðîé â ïåðåêðåñòêàõ: êàæäûé ïåðåêðåñòîêýòîãî ãðà�à ÿâëÿåòñÿ ëèáî êëàññè÷åñêèì (ïðîõîä-ïåðåõîä), ëèáî âèðòóàëü-íûì, ëèáî ñèíãóëÿðíûì.Ñèíãóëÿðíûé ïåðåêðåñòîê èçîáðàæàåòñÿ æèðíîé òî÷êîé.Îïðåäåëåíèå 8.3. Ñèíãóëÿðíîå âèðòóàëüíîå çàöåïëåíèå (óçåë) � ýòîêëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè äèàãðàìì ñèíãóëÿðíûõ âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé(óçëîâ) ïî îáîáùåííûì äâèæåíèÿì �åéäåìåéñòåðà è æåñòêèì èçîòîïèÿì,ñì. ðèñ. 8.7.Îïðåäåëåíèå 8.4. Ïîðÿäêîì ñèíãóëÿðíîãî âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿíàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî åãî ñèíãóëÿðíûõ ïåðåêðåñòêîâ.

�èñ. 8.7. Æåñòêàÿ èçîòîïèÿ



8.3. Ïîäõîä Êàó�ìàíà 350Ïîñëå ýòîãî îïðåäåëåíèå èíâàðèàíòà Âàñèëüåâà äëÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ(çàöåïëåíèé) äîñëîâíî ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå. Àèìåííî, äëÿ êàæäîãî èíâàðèàíòà f âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé ìîæíî îïðå-äåëèòü åãî �îðìàëüíûå ïðîèçâîäíûå f ′, f ′′, . . . , ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ Âà-ñèëüåâà: f (n)([) = f (n−1)(X)−f (n−1)(U). Ñêàæåì, ÷òî èíâàðèàíò f èìååòïîðÿäîê ìåíüøèé èëè ðàâíûé n, åñëè f (n+1) ≡ 0.Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî èíâàðèàíòû âèðòóàëüíûõ óçëîâ ïî-ðÿäêà íóëü êëàññè�èöèðóþòñÿ îðèåíòèðîâàííûìè êðèâûìè íà îðèåíòè-ðîâàííûõ äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòÿõ, ðàññìàòðèâàåìûõ ñ òî÷íîñòüþ äî ñâî-áîäíîé ãîìîòîïèè è ñòàáèëèçèöèé/äåñòàáèëèçàöèé (ïëîñêèå âèðòóàëüíûåóçëû, ñì. ãëàâó 1, òåîðåìó 1.1). Âîïðîñ î êëàññè�èêàöèè òàêèõ êðèâûõîáñóæäàëñÿ â ïåðâîé ãëàâå.8.3.1. Èíâàðèàíòû, ïîðîæäåííûå ïîëèíîìîì ΞÄâå îñíîâíûå êîíñòðóêöèè, èñïîëüçóåìûå ïðè îïðåäåëåíèè ïîëèíîìà Ξ(4.10), � ýòî ïîëèíîì Äæîíñà-Êàó�ìàíà è èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà ïîðÿäêàíóëü. Ïîêàæåì, ÷òî èíâàðèàíò Ξ ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñèëüíûì, ÷åì ïîëèíîìÄæîíñà-Êàó�ìàíà è èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà ïîðÿäêà íóëü, ðàññìîòðåííûåâìåñòå.Îáîçíà÷èì äèàãðàììó, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 8.8, ÷åðåç M̄ ; îáîçíà÷èìñîîòâåòñòâóþùåå çàöåïëåíèå ÷åðåç M .
�èñ. 8.8. Çàöåïëåíèå MÎ÷åâèäíî, ÷òî ýòî çàöåïëåíèå èìååò òå æå èíâàðèàíòû ïîðÿäêà íóëü, ÷òîè òðèâèàëüíîå äâóõêîìïîíåíòíîå çàöåïëåíèå: çàìåíÿÿ â äâóõ ìåñòàõ òèïûêëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêîâ è ïðèìåíÿÿ äâàæäû äâèæåíèå Ω2, ìû ïîëó÷àåìäâóõêîìïîíåíòíîå çàöåïëåíèå áåç êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêîâ.



8.4. Èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà, ïîðîæäåííûå èíâàðèàíòîì Ξ 351Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîëèíîì Äæîíñà-Êàó�ìàíà íà ýòîì çàöåïëåíèèòàêîé æå, êàê è íà òðèâèàëüíîì çàöåïëåíèè èç äâóõ êîìïîíåíò: ýòî òðè-âèàëüíîå çàöåïëåíèå ïîëó÷àåòñÿ èç äèàãðàììû M̄ ïðèìåíåíèåì âèðòóàëè-çàöèè (äâàæäû) è îáúåçäà.Ïðè ýòîì ïîëèíîì Ξ ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü íåêëàññè÷íîñòü çàöåïëåíèÿ
M .Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñå ýëåìåíòû èç ìíîæåñòâà S (ñì. ñòð. 182), ïîëó÷à-åìûå ïî äèàãðàììå M , ëåæàò íà òîðå T 2. Äåéñòâèòåëüíî, íàáîð êðèâûõ δâûãëÿäèò òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 8.9.

�èñ. 8.9. Ñèñòåìà êðèâûõ δ(M̄)Äâå êðèâûå èç δ íà òîðå ïàðàëëåëüíû (íàáîð êðèâûõ δ îïðåäåëåí íà ñòð.183).Ïðè ýòîì äëÿ íåêîòîðûõ ñîñòîÿíèé s íàáîð γ′(s) ñîäåðæèò íåòðèâèàëü-íûå êðèâûå, íå ïàðàëëåëüíûå êðèâûì èç δ. Íåòðóäíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñî-îòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò p ∈ S èìååò â ðàçëîæåíèè (4.10) íåíóëåâîé êîý�-�èöèåíò. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî Ξ(M) èìååò íåòðèâèàëüíûé êîý��èöèåíòïðè íåêîòîðûõ ýëåìåíòàõ èç S, îòëè÷íûõ îò P .Íåòðèâèàëüíîñòü çàöåïëåíèÿ M áûëà óñòàíîâëåíà àâòîðîì â 2003 ãîäó,[Ìà8℄.8.4. Èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà, ïîðîæäåííûå èíâàðèàíòîì ΞÂ íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ðàáîòàåì ñ èíâàðèàíòàìè Âàñèëüåâà âèðòóàëü-íûõ óçëîâ â ñìûñëå Êàó�ìàíà. �åçóëüòàòû íàñòîÿùåãî ðàçäåëà îïóáëèêî-âàíû â [Man4, Ìà8℄.Èíâàðèàíò Ξ, êîý��èöèåíòû êîòîðîãî ïðè ýëåìåíòàõ èç S ÿâëÿþòñÿ ïî-



8.4. Èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà, ïîðîæäåííûå èíâàðèàíòîì Ξ 352ëèíîìàìè Ëîðàíà îò ïåðåìåííîé a, ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â �îðìàëüíûéðÿä çàìåíîé ïåðåìåííîé a = ex è ðàçëîæåíèåì ýêñïîíåíòû ïî �îðìóëåÒåéëîðà. Äëÿ óäîáñòâà ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òó æå áóêâó Ξ äëÿ îáîçíà-÷åíèÿ ïîëó÷åííîãî ðÿäà îò ïåðåìåííîé x.Ïóñòü L � âèðòóàëüíîå çàöåïëåíèå. Ïóñòü Ξm(L) � êîý��èöèåíò â ðÿäå
Ξ(L) ïðè xm. Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ýëåìåíòîâ èç
S ñ ðàöèîíàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè.Äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.Òåîðåìà 8.4. Äëÿ êàæäîãî m ∈ N+ èíâàðèàíò Ξm ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàí-òîì Âàñèëüåâà âèðòóàëüíûõ óçëîâ ïîðÿäêà íå áîëåå m.Ýòà òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî èíâàðèàíò Ξ â äåéñòâèòåëüíîñòè ñëàáååèíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé: äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà
W ∈ S êîý��èöèåíò ïðè W â Ξ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê �îðìàëüíûéðÿä èç èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòà òåîðåìà ÿâíî îïè-ñûâàåò íåêîòîðûå áåñêîíå÷íûå ñåðèè èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà âèðòóàëüíûõçàöåïëåíèé ïðîèçâîëüíûõ ïîðÿäêîâ.Çàìå÷àíèå 8.2. Äëÿ óäîáñòâà ìû áóäåì îáîçíà÷àòü îðèåíòèðîâàííóþ èñîîòâåòñòâóþùóþ íåîðèåíòèðîâàííóþ äèàãðàììó âèðòóàëüíîãî çàöåï-ëåíèÿ îäíîé è òîé æå áóêâîé. Òàê, ìû áóäåì ïèñàòü L âìåñòî |L|.Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 8.4. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì 2n âèð-òóàëüíûõ äèàãðàìì, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ ðîâíî â n âûáðàííûõ ïåðåêðåñò-êàõ: ýòè äèàãðàììû ïîëó÷àþòñÿ ðàññòàíîâêîé ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöà-òåëüíûõ ïåðåêðåñòêîâ âñåìè âîçìîæíûìè 2n ñïîñîáàìè. Îáîçíà÷èì ýòèäèàãðàììû ÷åðåç Lη ãäå η ∈ {0, 1}n; ïóñòü L � îäíà èç ýòèõ äèàãðàìì.Ïóñòü m(η) � êîëè÷åñòâî åäèíèö â η (îíè ñîîòâåòñòâóþò îòðèöàòåëüíûìïåðåêðåñòêàìU, â òî âðåìÿ êàê íóëè ñîîòâåòñòâóþò ïîëîæèòåëüíûì ïå-ðåêðåñòêàìX).Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî

∑

η

(−1)m(η)Ξn−1(Lη) = 0 (8.3)



8.4. Èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà, ïîðîæäåííûå èíâàðèàíòîì Ξ 353Ïåðâîå íàáëþäåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå M , ñîîòâåòñòâóþ-ùåå âñåì ýòèì äèàãðàììàì Lη ïî ïðàâèëó ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòà Ξ (ñì.ñòð. 184), � îäíî è òî æå. Áîëåå òîãî, ïî ïîñòðîåíèþ, íàáîð êðèâûõ δ(Lη)íå çàâèñèò îò η. Êðîìå òîãî, ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ δ′(s) âçÿòûõ ïðèâñåõ ðàçëè÷íûõ s (è, ñîîòâåòñòâåííî, ìíîæåñòâî âñåõ p(s)) îäíî è òî æåäëÿ âñåõ äèàãðàìì Lη. Åäèíñòâåííàÿ ðàçíîñòü â �îðìóëå (4.10) äëÿ âû-÷èñëåíèÿ Ξ(Lη) ïðè ðàçíûõ η ñîñòîèò â òîì, ÷òî êîý��èöèåíòû ïðè�èêñèðîâàííûõ p(s) ∈ S ðàçëè÷íû.Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ýòà ðàçíèöà êîý��èöèåíòîâ îáðàùàåòñÿ â íóëü â�îðìóëå (8.3). Äëÿ ýòîãî íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå êîý��è-öèåíòû (ïðè �èêñèðîâàííîì p(s)) â �îðìóëå
∑

η

(−1)m(η)Ξ(Lη) = 0. (8.4)äåëÿòñÿ íà (a − 1)n (èç ÷åãî ñëåäóåò äåëèìîñòü íà xn).Ïóñòü L+ � òà èç äèàãðàìì Lη, ó êîòîðîé âñå n ïåðåêðåñòêîâ ïîëî-æèòåëüíû. Ôèêñèðóåì íåêîòîðîå ñîñòîÿíèå s äèàãðàììû L+. �àññìîòðèìýëåìåíò p(s). Äëÿ êàæäîãî η ñóùåñòâóåò ñîñòîÿíèå s(η) äëÿ äèàãðàììû Lηñ òåì æå ñàìûì p(s). Âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò áûòü è áîëåå îäíîãî òàêîãî ñî-ñòîÿíèÿ, ñêàæåì, ìîæåò ñóùåñòâîâàòü s̃ òàêîå, ÷òî p(s̃) ýêâèâàëåíòíî p(s)â S. Íî ìû áóäåì ðàáîòàòü ëèøü ñ �åñòåñòâåííûìè� ñîñòîÿíèÿìè, ïîëó÷åí-íûìè ïîñðåäñòâîì �òîãî æå ñàìîãî� ñãëàæèâàíèÿ, ÷òî è ñãëàæèâàíèå s äëÿäèàãðàììû L+.Íàì íóæíî ñîñ÷èòàòü êîý��èöèåíò ïðè p(s) (àëüòåðíèðîâàííóþ ñóì-ìó 2n êîý��èöèåíòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ äèàãðàììàì Lη). Ïðåäïîëîæèì,÷òî äëÿ ñîñòîÿíèÿ s äèàãðàììû L+ ìû èìååì m ïåðåêðåñòêîâ, ðàçâåäåí-íûõ ñïîñîáîì A : I → O, åùå n − m ïåðåêðåñòêîâ ðàçâåäåíû ñïîñîáîì
B : I → L. Îñòàëüíûå êëàññè÷åñêèå ïåðåêðåñòêè (íå èç ÷èñëà âûáðàí-íûõ n) èìåþò îäíî è òî æå ðàçâåäåíèå äëÿ êàæäîé äèàãðàììû. Ïðåäïî-ëîæèì, ÷òî ñóììà çíàêîâ îñòàâøèõñÿ êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêîâ (îäíà èòà æå äëÿ âñåõ η) ðàâíà w, êîëè÷åñòâî ïåðåêðåñòêîâ â ñîñòîÿíèè A (íåèç ÷èñëà âûáðàííûõ) ðàâíî α, à êîëè÷åñòâî ïåðåêðåñòêîâ â ñîñòîÿíèè Bðàâíî β. Îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî îêðóæíîñòåé (óíèêóðñàëüíûõ êîìïîíåíò)



8.5. �ðà�û, õîðäîâûå äèàãðàììû è ïîëèíîì Êàó�ìàíà 354â ñîñòîÿíèè s äèàãðàììû L+ ÷åðåç Γ.Òîãäà èñêîìûé êîý��èöèåíò ðàâåí
(−a)−3wa(α−β)(−a2 − a−2)(Γ−1)×

×(−a−2 + a2)m(−a−4 + a4)n−m.Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå äåëèòñÿ íà (a−1)n. Òàêîâû è âñå äðóãèå êîý��è-öèåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì p(s). Ýòèì çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëü-ñòâî òåîðåìû 8.4.8.5. �ðà�û, õîðäîâûå äèàãðàììû è ïîëèíîì Êàó�ìàíàÂ íàñòîÿùåì ðàçäåëå âñå ãðà�û ïðåäïîëàãàþòñÿ íå èìåþùèìè ïåòåëü èêðàòíûõ ðåáåð.Ïóñòü äàíà õîðäîâàÿ äèàãðàììà D ñ n õîðäàìè. Îïðåäåëèì åå ãðà� ïå-ðåñå÷åíèé (ñì. [CDL℄) Γ(D) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ó ãðà�à Γ(D) èìååòñÿ
n âåðøèí; îíè íàõîäÿòñÿ â îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ õîðäàìè äèàãðàì-ìû D. Äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû ðåáðîì â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëèñîîòâåòñòâóþùèå èì õîðäû íå çàöåïëåíû.Íàçîâåì ãðà� Γ ðåàëèçóåìûì, åñëè ñóùåñòâóåò õîðäîâàÿ äèàãðàììà D,òàêàÿ ÷òî Γ = Γ(D). Îòìåòèì, ÷òî äàëåêî íå âñÿêèé ãðà� ÿâëÿåòñÿ ðåà-ëèçóåìûì. Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì òàêîãî ãðà�à ÿâëÿåòñÿ ïîëíûé ãðà� íàïÿòè âåðøèíàõ. Êðèòåðèé ðåàëèçóåìîñòè ãðà�îâ â òåðìèíàõ îòñóòñòâèÿçàïðåùåííûõ ïîäãðà�îâ ïðèâåäåí â ðàáîòå [Bou℄.Ïóñòü äàíà õîðäîâàÿ äèàãðàììà D. Ïîñòðîèì ïî íåé (òî÷íåå, ïî àòîìóñ åäèíñòâåííîé ÷åðíîé êëåòêîé, äëÿ êîòîðîãî D ñëóæèò f -ãðà�îì) âèðòó-àëüíîå çàöåïëåíèå, êàê îïèñàíî â ãëàâå 4, ñòð.157. Â ñëó÷àå, åñëè D ÿâëÿåò-ñÿ d�äèàãðàììîé, ýòî ìîæíî ñäåëàòü êîððåêòíî: ìû ïîëó÷èì êëàññè÷åñêèéóçåë. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ïîëó÷èòü îðèåíòèðóåìûé (â ñìûñëåàòîìà) âèðòóàëüíûé óçåë ñ òî÷íîñòüþ äî âèðòóàëèçàöèè. Â ëþáîì ñëó÷àåìû ïîëó÷àåì îáúåêò, íà êîòîðîì êîððåêòíî îïðåäåëåíû ïîëèíîì Êàó�ìà-íà (è ãîìîëîãèè Õîâàíîâà).



8.5. �ðà�û, õîðäîâûå äèàãðàììû è ïîëèíîì Êàó�ìàíà 355Â ñëó÷àå, êîãäà äàíà îñíàùåííàÿ õîðäîâàÿ äèàãðàììà, ìû òàêæå ìîæåìïîñòðîèòü âèðòóàëüíîå çàöåïëåíèå ñ òî÷íîñòüþ äî âèðòóàëèçàöèè (îïð. ñì.ñòð. 151). Äëÿ íåãî îïðåäåëåíà ñêîáêà Êàó�ìàíà è (òàê êàê àòîì, ñîîòâåò-ñòâóþùèé ïîëó÷åííîìó óçëó, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðóåìûì).Ñêîáêà Êàó�ìàíà ñòðîèòñÿ è ïî õîðäîâîé äèãðàììå íà íåñêîëüêèõ îêðóæ-íîñòÿõ (ïîñðåäñòâîì àòîìà).Ñëåäîâàòåëüíî, ìû èìååì ñêâîçíîå îòîáðàæåíèå f , ñîïîñòàâëÿþùåå õîð-äîâîé äèàãðàììå íà îäíîé èëè íåñêîëüêèõ îêðóæíîñòÿõ ïîëèíîì.Òåîðåìà 8.5. Îòîáðàæåíèå f óäîâëåòâîðÿåò ÷åòûðåõ÷ëåííîìó ñîîòíî-øåíèþ, à òàêæå îáîáùåííîìó ÷åòûðåõ÷ëåííîìó ñîîòíîøåíèþ.Òàêèì îáðàçîì, ñêîáêà Êàó�ìàíà çàäàåò áåñêîíå÷íóþ òðåõïàðàìåò-ðè÷åñêóþ ñåðèþ èíâàðèàíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà çàöåïëåíèé. Îäèí ïàðà-ìåòð ýòîé ñåðèè � ýòî ñòåïåíü ìîíîìà, âõîäÿùåãî â ñêîáêó Êàó�ìàíà.Äðóãîé ïàðàìåòð � ýòî ïîðÿäîê õîðäîâîé äèàãðàììû, òðåòèé � êîëè÷åñòâîêîìïîíåíò ðàññìàòðèâàåìîãî çàöåïëåíèÿ, ðàâíîå êîëè÷åñòâó îêðóæíîñòåéõîðäîâîé äèàãðàììû.Îòìåòèì, ÷òî ïåðâàÿ ÷àñòü ýòîé òåîðåìû (ñ�îðìóëèðîâàííàÿ â èíûõòåðìèíàõ, íå èñïîëüçóþùèõ âèðòóàëüíûõ óçëîâ) áûëà äîêàçàíà â ðàáîòåÁ.Ìåëëîðà [Mel℄ (è ïîçäíåå � â òåðìèíàõ, èçëîæåííûõ âûøå, � â [Ìà1℄).Áîëåå òîãî, îí ÿâíî óêàçàë, ÷òî çà èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà ïîëó÷àþòñÿ èçýòîé ñèñòåìû âåñîâ � ýòî èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà, ïðîèñõîäÿùèå èç ïîëè-íîìà Êàó�ìàíà (äâóõ ïåðåìåííûõ). Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ íåêîòîðàÿ èí-òåðåñíàÿ ñâÿçü ìåæäó ñêîáêîé Êàó�ìàíà âèðòóàëüíûõ óçëîâ è ïîëèíîìîìÊàó�ìàíà êëàññè÷åñêèõ óçëîâ.Íàçîâåì ïåðåñòðîéêîé îñíàùåííîé õîðäîâîé äèàãðàììû íà îäíîìåðíîììíîãîîáðàçèè M ïî õîðäå c ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå. Ïóñòü õîðäà c ñî-åäèíÿåò òî÷êè A è B. Ïåðåñòðîéêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óäàëåíèå äâóõ ìà-ëûõ (íå ñîäåðæàùèõ êîíöîâ äðóãèõ õîðä) îêðåñòíîñòåé òî÷åê A è B èçàìåíó èõ äâóìÿ äðóãèìè îòðåçêàìè. À èìåííî, îáîçíà÷èì ýòè îêðåñòíî-ñòè ÷åðåç (A−ε, A+ε) è (B−ε, B+ε) ñîãëàñíî îðèåíòàöèÿì îêðóæíîñòåé,ñîäåðæàùèõ òî÷êè A è B. Òîãäà â ðåçóëüòàòå ïåðåñòðîéêè âìåñòî ýòèõ äâóõîêðåñòíîñòåé ïîÿâëÿþòñÿ îòðåçêè (A−ε, B +ε) è (A+ε, B−ε), åñëè õîðäàÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé èëè æå (A + ε, B + ε) è (A − ε, B − ε), åñëè õîð-



8.5. �ðà�û, õîðäîâûå äèàãðàììû è ïîëèíîì Êàó�ìàíà 356äà ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíîé. Òàêèå ïåðåñòðîéêè âîçíèêàþò ïðè ïåðåõîäå èçîäíîãî ñîñòîÿíèÿ ñêîáêè Êàó�ìàíà â ñîñåäíåå.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8.5. Îòìåòèì ñëåäóþùèå äâó÷ëåííûå ñîîòíî-øåíèÿ, ñì. ðèñ. 8.10 è îáîáùåííûå äâó÷ëåííûå ñîîòíîøåíèÿ, ñì. ðèñ. 8.11.
f(                    ) =  f(                    )

f(                     ) = f(                    )�èñ. 8.10. Äâó÷ëåííûå ñîîòíîøåíèÿ
f(                     )= f(                     ); f(                    )=  f(                    )

f(                    )=  f(                      );f(                    )=  f(                    )�èñ. 8.11. Îáîáùåííûå äâó÷ëåííûå ñîîòíîøåíèÿÊàæäîå èç íèõ îçíà÷àåò ðàâåíñòâî çíà÷åíèé íåêîòîðîé �óíêöèè íà ïà-ðàõ äèàãðàìì, îòëè÷àþùèõñÿ ëîêàëüíî êàê óêàçàíî íà ðèñóíêå.Îòìåòèì, ÷òî (îáîáùåííûå) äâó÷ëåííûå ñîîòíîøåíèÿ âëåêóò ÷åòûðåõ-÷ëåííîå ñîîòíîøåíèå: ïîñëåäíåå ðàçëàãàåòñÿ â ñóììó äâóõ ñîîòíîøåíèé.Îòìåòèì òåïåðü, ÷òî �óíêöèÿ φ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ (îñíàùåííîé) õîðäî-âîé äèàãðàììå êîëè÷åñòâî îêðóæíîñòåé, ïîëó÷àåìûõ ïåðåñòðîéêîé èçíà-



8.6. Äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Âàñèëüåâà 357÷àëüíîé îêðóæíîñòè âäîëü ýòîé õîðäîâîé äèàãðàììû, óäîâëåòâîðÿåò äâó-÷ëåííûì è îáîáùåííûì äâó÷ëåííîì ñîîòíîøåíèÿì. Ýòî áûëî çàìå÷åíîÑ.Ê.Ëàíäî [Ëàí℄. Òàêèì îáðàçîì, äâóõ÷ëåííîìó ñîîòíîøåíèþ óäîâëåòâî-ðÿåò è �óíêöèÿ (−a2 − a−2)φ−1.�àññìîòðèì òåïåðü �óíêöèþ f(D). Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþêîìáèíàöèþ çíà÷åíèé �óíêöèè (−a2 − a−2)φ−1 íà âñåâîçìîæíûõ ïîääèà-ãðàììàõ õîðäîâîé äèàãðàììû D.Êàæäîå (îáîáùåííîå) ÷åòûðåõ÷ëåííîå ñîîòíîøåíèå ìîæíî çàïèñàòü ââèäå A1 − B1 − A2 + B2 = 0, ãäå A1 − A2 = 0 è B1 − B2 = 0 ïðåäñòàâëÿþòñîáîé äâó÷ëåííûå ñîîòíîøåíèÿ, à õîðäîâàÿ äèàãðàììà Ai îòëè÷àåòñÿ îòõîðäîâîé äèàãðàììû Bi (i = 1, 2) ëèøü âçàèìíûì ðàñïîëîæåíèåì äâóõõîðä, êîòîðûå ó÷àñòâóþò â ñîîòíîøåíèè.Ìåæäó õîðäàìè äèàãðàìì A1, B1, A2, B2 èìååòñÿ åñòåñòâåííîå âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, ñîñòîÿùåå â ñëåäóþùåì: îäíà èç õîðä (íåïî-äâèæíàÿ) ÿâëÿåòñÿ îáùåé äëÿ âñåõ ÷åòûðåõ äèàãðàìì � åå ðàñïîëîæåíèåè òèï íå ìåíÿþòñÿ. Âòîðàÿ èç õîðä, èçîáðàæàåìûõ íà ðèñóíêå � ïîäâèæ-íàÿ; îáîçíà÷èì �ïîäâèæíûå� õîðäû ÷åðåç α (äëÿ äèàãðàìì A) è β (äëÿäèàãðàìì B).�àçëîæèì f(A1 + B1 − A2 − B2) â ñóììó ïî ïîääèàãðàììàì. Åñëè ïîä-äèàãðàììà äèàãðàììû A1 íå ñîäåðæèò íè îäíîé èç õîðä α èëè β, âñå ÷åòû-ðå ñîîòâåòñòâóþùèå äèàãðàììû òîæäåñòâåííî ñîâïàäàþò. Â ñëó÷àå, êîãäàïîääèàãðàììà ñîäåðæèò ðîâíî îäíó õîðäó α èëè β, ïîääèàãðàììà äèà-ãðàìì Ai ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ïîääèàãðàììîé äèàãðàììû Bi.Íàêîíåö, â ñëó÷àå, êîãäà â ïîääèàãðàììå ïðèñóòñòâóþò îáå õîðäû αè β, ìû ïîëó÷àåì ÷åòâåðêó äèàãðàìì, êîòîðàÿ ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ïàðû,îáðàçóþùèå äâó÷ëåííûå ñîîòíîøåíèÿ.Ñóììèðóÿ ñêàçàííîå âûøå, ïðèõîäèì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû.8.6. Äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Âàñèëüåâà î ïëàíàðíîñòè ñèíãóëÿðíûõ çàöåï-ëåíèéÊàæäûé èíâàðèàíò Âàñèëüåâà ïîðÿäêà n êëàññè÷åñêèõ óçëîâ ÿâëÿåòñÿèíâàðèàíòîì ïåðâîãî ïîðÿäêà ñèíãóëÿðíûõ óçëîâ ñ (n − 1) òî÷êîé ñàìî-ïåðåñå÷åíèÿ (îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî). Êàê îêàçàëîñü [Âàñ℄, èñ-



8.6. Äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Âàñèëüåâà 358ñëåäîâàíèå èíâàðèàíòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà (n − 1)-ñèíãóëÿðíûõ óçëîâ äàåòâàæíóþ èí�îðìàöèþ î êîìáèíàòîðíûõ �îðìóëàõ äëÿ èíâàðèàíòîâ êîíå÷-íîãî ïîðÿäêà êëàññè÷åñêèõ óçëîâ.Çíàìåíèòàÿ òåîðåìà Ì.Í. �óñàðîâà ([GPV℄) óòâåðæäàåò, ÷òî êîìáèíà-òîðíûå �îðìóëû ñóùåñòâóþò äëÿ âñåõ èíâàðèàíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêàêëàññè÷åñêèõ óçëîâ; ïðè ýòîì êîìáèíàòîðíûå �îðìóëû ìîãóò èìåòü äðîá-íûå êîý��èöèåíòû; ïîäðîáíåå ñì. [GPV, Âàñ℄.Íàïîìíèì, ÷òî A-ñòðóêòóðà ÷åòûðåõâàëåíòíîãî ãðà�à (ñì. ãë.4) ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé óêàçàíèå â êàæäîé âåðøèíå ðàçáèåíèÿ ÷åòûðåõ ïîëóðåáåðíà äâå ïàðû �ïðîòèâîïîëîæíûõ�.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñòðóêòóðû êîãîìîëîãèé ïðîñòðàíñòâà ñèíãóëÿðíûõ óç-ëîâ è ðåøåíèÿ çàäà÷è î òîì, èìåþòñÿ ëè äëÿ äàííîãî èíâàðèàíòà Âàñèëüåâàêîìáèíàòîðíûå �îðìóëû Ïîëÿêà-Âèðî ñ öåëî÷èñëåííûìè êîý��èöèåíòà-ìè, Â.À.Âàñèëüåâ [Âàñ℄ ñ�îðìóëèðîâàë ñëåäóþùóþ ãèïîòåçó.�èïîòåçà 8.1. 4-�ðà� ñ �èêñèðîâàííîé A-ñòðóêòóðîé íå âëîæèì â ïëîñ-êîñòü ñ ñîõðàíåíèåì A-ñòðóêòóðû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ó íåãîíàéäóòñÿ äâà öèêëà, íå èìåþùèå îáùèõ ðåáåð, èìåþùèå ðîâíî îäíó òî÷-êó ïåðåêðåñòüÿ.Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ãèïîòåçû ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì ðåçóëüòàòîì íà-ñòîÿùåé ãëàâû.Äàëåå ïîä îñíàùåííûì ãðà�îì ìû èìååì â âèäó 4-âàëåíòíûé ãðà� ñ
A-ñòðóêòóðîé. Èíûìè ñëîâàìè, ãèïîòåçà óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ çàäàííîé A-ñòðóêòóðû B-ñòðóêòóðà, çàäàþùàÿ ïëîñêèé àòîì ñóùåñòâóåò â òîì è òîëü-êî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îòñóòñòâóåò ïðåïÿòñòâèå Âàñèëüåâà � äâà öèêëà,èìåþùèå ðîâíî îäíó òî÷êó ïåðåêðåñòüÿ.Áóäåì çàïèñûâàòü öèêëû â âèäå íàáîðà ïîäðÿä èäóùèõ ðåáåð. Çäåñüòî÷êîé ïåðåêðåñòüÿ öèêëîâA = (A0, A1, . . . , An = A0) èB = (B0, B1, . . . , Bm =
B0), íå èìåþùèõ îáùèõ ðåáåð, ìû íàçûâàåì âåðøèíó, â êîòîðîé ai = bj äëÿíåêîòîðûõ èíäåêñîâ i, j, ïðè÷åì ðåáðà Ai−1, Ai ÿâëÿþòñÿ �îðìàëüíî ïðîòè-âîïîëîæíûìè â ñìûñëå A-ñòðóêòóðû (èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî ðåáðà Bj−1, Bjòàêæå ÿâëÿþòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûìè). Òî÷êîé ñàìîïåðåêðåñòüÿ öèêëà Aäëèíû n íàçûâàåòñÿ òàêàÿ âåðøèíà ai = aj (i 6= j mod n) ýòîãî öèêëà, â



8.6. Äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Âàñèëüåâà 359êîòîðîé ðåáðà Ai−1, Ai ÿâëÿþòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûìè. Çäåñü è äàëåå íóìå-ðàöèÿ âåðøèí è ðåáåð öèêëà äëèíû n áåðåòñÿ ïî ìîäóëþ n.Öåëüþ íàñòîÿùåãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ãèïîòåçû. Âïåð-âûå ýòîò ðåçóëüòàò îïóáëèêîâàí â [Ma12℄. Îòìåòèì, ÷òî ìåòîäû, ïðèìåíÿ-åìûå çäåñü, òåñíî ñâÿçàíû ñ òåìè ìåòîäàìè, êîòîðûå ìû èñïîëüçóåì ïðèïîñòðîåíèè êîìïëåêñà Õîâàíîâà äëÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ: à èìåííî, ìû èñ-ïîëüçóåì ãðà�û ñ A-ñòðóêòóðîé è B-ñòðóêòóðîé (àòîìû), èõ îðèåíòèðóå-ìîñòü (ñòðóêòóðà èñòî÷íèê-ñòîê), à òàêæå d-äèàãðàììû.Â äàëüíåéøåì âñå 4-ãðà�û ñ A-ñòðóêòóðîé ïðåäïîëàãàþòñÿ ñâÿçíûìè.Ñëó÷àé íåñâÿçíûõ ãðà�îâ î÷åâèäíûì îáðàçîì ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ ñâÿçíûõãðà�îâ.Çàìåòèì, ÷òî â îäíó ñòîðîíó óòâåðæäåíèå ãèïîòåçû î÷åâèäíî: åñëè ãðà�âëîæèì â ïëîñêîñòü ñ ñîõðàíåíèåìA-ñòðóêòóðû, òî îí íå ìîæåò èìåòü äâóõöèêëîâ ñ ðîâíî îäíîé òî÷êîé ïåðåêðåñòüÿ. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî èíäåêñïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ãëàäêèõ êðèâûõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ íà ïëîñêîñòè ÷åòåí.Äàëåå, åñëè ñóùåñòâóþò äâà öèêëà A è B, èìåþùèå ðîâíî îäíó òî÷êóïåðåêðåñòüÿ, òî ñóùåñòâóþò äâà ïðîñòûõ öèêëà A′ è B′ ñ òîé æå ñàìîé òî÷-êîé ïåðåêðåñòüÿ: ýòîãî ëåãêî äîñòè÷ü óïðîùàþùåé ïåðåñòðîéêîé öèêëîâ Aè B. Ïóñòü, íàïðèìåð, öèêë A íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì. �àññìîòðèì åãî òî÷êóñàìîïåðåñå÷åíèÿ X. Òîãäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî öèêë A ðàçáèâàåòñÿ âåðøèíîé
X íà äâà öèêëà A′ è A′′, îäèí èç êîòîðûõ (A′) èìååò ðîâíî îäíó òî÷êó ïå-ðåêðåñòüÿ ñ öèêëîì B � òó æå, ÷òî è öèêë A. Óïðîùàþùàÿ ïåðåñòðîéêàñîñòîèò â çàìåíå A íà A′, ñì. ðèñ. 8.12.

�èñ. 8.12. Óïðîùåíèå öèêëà A



8.6. Äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Âàñèëüåâà 360Òàê ìîæíî ïðîäîëæàòü äî òåõ ïîð, ïîêà îáà ðàññìàòðèâàåìûõ öèêëà Aè B íå ñòàíóò ïðîñòûìè.Ìû áóäåì äîêàçûâàòü ñëîæíóþ ÷àñòü ãèïîòåçû Âàñèëüåâà íå ïðåäïîëà-ãàÿ ïðîñòîòû ãðà�îâ.À èìåííî, ìû äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.Òåîðåìà 8.6. Ïóñòü G � 4-ãðà� ñ A-ñòðóêòóðîé, íå âëîæèìûé â ïëîñ-êîñòü ñ ñîõðàíåíèåì A-ñòðóêòóðû. Òîãäà íàéäóòñÿ äâà öèêëà A, B íàãðà�å G, íå èìåþùèå îáùèõ ðåáåð, ó êîòîðûõ êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåêðå-ñòüÿ öèêëîâ A è B ðàâíî åäèíèöå.Îïðåäåëåíèå 8.5. Óíèêóðñàëüíûì ãðà�îì íàçîâåì îñíàùåííûé ãðà�,èçîìîð�íûé îáðàçó èììåðñèè îêðóæíîñòè â òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, âñåîñîáåííîñòè êîòîðîãî èñ÷åðïûâàþòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì äâîéíûõ òî÷åê ñà-ìîïåðåñå÷åíèÿ, íèêàêàÿ èç êîòîðûõ íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé êàñàíèÿ, ñ åñòå-ñòâåííîé ñòðóêòóðîé ïðîòèâîïîëîæíûõ ïîëóðåáåð.Ó óíèêóðñàëüíîãî ãðà�à èìååòñÿ åñòåñòâåííàÿA-ñòðóêòóðà: êàæäàÿ âåð-øèíà (òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ) äåëèò îáðàç äóãè îêðóæíîñòè íà äâå ÷àñòè, êî-òîðûå è îòâå÷àþò ïðîòèâîïîëîæíûì ðåáðàì.Â ýòîì ñëó÷àå èìååò ñìûñë ãîâîðèòü îá óíèêóðñàëüíîì öèêëå, ò.å. òàêîìöèêëå, êîòîðûé îáõîäèò âñå ðåáðà, ïåðåõîäÿ ñ ðåáðà íà ïðîòèâîïîëîæíîååìó.Òàêèì ãðà�àì (êîòîðûå îïèñûâàþò âëîæåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ óçëîâ) åñòå-ñòâåííûì îáðàçîì ñîîòâåòñòâóþò õîðäîâûå äèàãðàììû (íà îäíîé îêðóæ-íîñòè). Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ÷àñòî ïîëüçîâàòüñÿ öèêëàìè � îáõîäàìèðåáåð âñåãî ãðà�à, íî íå óíèêóðñàëüíûìè. Õîðäîâûå äèàãðàììû, êîòîðûåáóäóò ïîÿâëÿòüñÿ â òåêñòå òàêæå ñîîòâåòñòâóþò íå óíèêóðñàëüíûì îá-õîäàì, ñì. íèæå. Â îòëè÷èå îò óíèêóðñàëüíîãî îáõîäà íå óíèêóðñàëüíûéîáõîä ó ãðà�à íå åäèíñòâåí.Çàìå÷àíèå 8.3. Íèãäå â äàëüíåéøåì òåêñòå ìû íå ïðåäïîëàãàåì óíèêóð-ñàëüíîñòè ãðà�îâ è äîêàçûâàåì âñå óòâåðæäåíèÿ âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî,ÿâëÿåòñÿ ãðà� óíèêóðñàëüíûì èëè íåò.Â äàëüíåéøåì íàì áóäåò âàæíî íàëè÷èå ñòðóêòóðû èñòî÷íèê-ñòîê íàãðà�å ñ A-ñòðóêòóðîé. Ìû áóäåì çàäàâàòü îðèåíòàöèþ ðåáåð ãðà�à è â



8.6. Äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Âàñèëüåâà 361êàæäîé âåðøèíå ñìîòðåòü, çàäàåò ëè ýòà îðèåíòàöèÿ ñòðóêòóðó èñòî÷íèê-ñòîê â äàííîé âåðøèíå.Îïðåäåëåíèå 8.6. Öèêë A 4-ãðà�à Γ ñ A-ñòðóêòóðîé íàçûâàåòñÿ ïî-âîðà÷èâàþùèì, åñëè ëþáûå äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðåáðà Ai, Ai+1 â ýòîìöèêëå íå ÿâëÿþòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûìè.Îáõîäîì ãðà�à Γ íàçîâåì ïîâîðà÷èâàþùèé öèêë, ñîäåðæàùèé âñå ðåáðàãðà�à Γ.Î÷åâèäíà ñëåäóþùàÿËåììà 8.1. Êàæäûé ñâÿçíûé îñíàùåííûé 4-ãðà� Γ èìååò îáõîä.Âàæíûì ñâîéñòâîì d-äèàãðàìì ÿâëÿåòñÿ èõ âëîæèìîñòü â ïëîñêîñòü(êàê ãðà�îâ).Ëåììà 8.2. Ïóñòü 4-ãðà� Γ ñ A-ñòðóêòóðîé íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþèñòî÷íèê-ñòîê. Òîãäà íàéäóòñÿ äâà öèêëà A è B íà ãðà�å Γ, èìåþùèåðîâíî îäíó òî÷êó ïåðåêðåñòüÿ è íå èìåþùèå îáùèõ ðåáåð.Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ïîâîðà÷èâàþùèé îáõîä O ãðà�à Γ, ïðè ýòîìîðèåíòèðóåì ðåáðî Oi îò òî÷êè oi ê òî÷êå oi+1, i = 1, 2 . . . . Ìû ïðåäïî-ëàãàåì, ÷òî ãðà� Γ íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ èñòî÷íèê-ñòîê. Îáõîä Oçàäàåò íåêîòîðóþ îðèåíòàöèþ âñåõ ðåáåð ãðà�à Γ. Ïî ïðåäïîëîæåíèþíàéäåòñÿ âåðøèíà, â êîòîðîé äëÿ äàííîé îðèåíòàöèè íàðóøàåòñÿ óñëîâèåèñòî÷íèê-ñòîê. Ïóñòü oj = ok � òàêàÿ âåðøèíà. �àññìîòðèì äâà öèêëà
A = {Oj, Oj+1, . . . , Ok−1} è B = {Ok, Ok+1 . . . , Oj−1}, íà êîòîðûå äåëèòñÿöèêë O òî÷êîé oj = ok. Â ëþáîé òî÷êå, îòëè÷íîé îò äàííîé, êàæäûé èçäâóõ öèêëîâ ÿâëÿåòñÿ ïîâîðà÷èâàþùèì (òàê êàê ñîâïàäàåò ñ îáõîäîì O),ïîýòîìó êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåêðåñòüÿ ðàññìàòðèâàåìûõ öèêëîâ íå ïðåâîñ-õîäèò åäèíèöû. Åäèíñòâåííàÿ òî÷êà, â êîòîðîé òàêîå ïåðåêðåñòüå ìîæåòèìåòü ìåñòî � ýòî oj = ok. Ïîêàæåì, ÷òî îíà äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ òà-êîâîé. Äëÿ ýòîãî íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî öèêë A â òî÷êå oj = ok ïåðåõîäèò ñðåáðà íà ïðîòèâîïîëîæíîå. Â ýòîé òî÷êå öèêë A ïåðåõîäèò ñ ðåáðà Ok−1 íàðåáðî Oj. Â ýòîé âåðøèíå ñõîäÿòñÿ ÷åòûðå ðåáðà: Oj−1, Oj, Ok−1, Ok. �åá-ðî Ok íå ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì ðåáðó Ok−1 ïî ïîñòðîåíèþ îáõîäà O.Äàëåå, ðåáðî Oj−1 íå ìîæåò áûòü ïðîòèâîïîëîæíûì ðåáðó Ok−1, òàê êàê âýòîì ñëó÷àå â âåðøèíå oj = ok âûïîëíÿëîñü áû óñëîâèå èñòî÷íèê-ñòîê: ìû



8.6. Äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Âàñèëüåâà 362èìåëè áû äâà ïðîòèâîïîëîæíûõ âõîäÿùèõ ðåáðà Ok−1 è Oj−1 è äâà èñõî-äÿùèõ ðåáðà Ok è Oj. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ. Òàêèìîáðàçîì, oj = ok � åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ïåðåêðåñòüÿ öèêëîâ A è B.Ïóñòü Γ � 4-ãðà� ñ âûäåëåííîé A-ñòðóêòóðîé è ñ m âåðøèíàìè, A � åãîîáõîä. Åìó ìîæíî ñîïîñòàâèòü ñëåäóþùóþ õîðäîâóþ äèàãðàììó. �àñïîëî-æèì íà îêðóæíîñòè 2m òî÷åê {xj} = {2πj
2m

} è ñîåäèíèì ðàçëè÷íûå òî÷êè
xj è xj′ õîðäîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà aj = aj′. Çäåñü j ïðîáåãàåòçíà÷åíèÿ îò 1 äî 2m.Ëåììà 8.3. Ïóñòü 4-ãðà� Γ ñ A-ñòðóêòóðîé òàêîâ, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõöèêëîâ A è B, íå èìåþùèõ îáùèõ ðåáåð, êîëè÷åñòâî òî÷åê òðàíñâåð-ñàëüíîãî ïåðåêðåñòüÿ (â ñìûñëå A-ñòðóêòóðû) îòëè÷íî îò åäèíèöû. Òî-ãäà äëÿ ëþáîãî îáõîäà O ãðà�à Γ õîðäîâàÿ äèàãðàììà, ñîîòâåòñòâóþùàÿýòîìó îáõîäó, ÿâëÿåòñÿ d-äèàãðàììîé.Çàìå÷àíèå 8.4. Óñëîâèå ëåììû 8.3 îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ïðåïÿòñòâèÿ, ñ�îð-ìóëèðîâàííîãî â ãèïîòåçå Âàñèëüåâà.Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì ñíà÷àëà ñëåäóþùèé �àêò [Ìàí-2℄. Õîðäîâàÿäèàãðàììà ÿâëÿåòñÿ d-äèàãðàììîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà íå èìå-åò ïîääèàãðàììû ∆2n+1 âèäà �ïðàâèëüíûé (2n+1)-óãîëüíèê�, ò.å. õîðäîâîéäèàãðàììû èç 2n + 1 õîðäû (n > 0) â êîòîðîé õîðäà j çàöåïëåíà ëèøü ñõîðäàìè ñ íîìåðàìè j + 1 è j − 1 (íóìåðàöèÿ âçÿòà ïî ìîäóëþ 2n + 1), ñì.ðèñ. 8.13. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî n õîðäîâàÿ äèàãðàììà, îáëàäàþùàÿîïèñàííûìè âûøå óñëîâèÿìè, åäèíñòâåííà.Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå ëåììû. Â ñèëó ëåììû 8.2 4-ãðà� Γ ñ åãî A-ñòðóêòóðîé îáëàäàåò ñâîéñòâîì èñòî÷íèê-ñòîê.Òàêèì îáðàçîì, íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå, åñëè ãðà� Γîáëàäàåò ñâîéñòâîì èñòî÷íèê-ñòîê, íàëè÷èå (2n + 1)-óãîëüíèêà â êà÷åñòâåïîääèàãðàììû âëå÷åò íàëè÷èå íà èñõîäíîì ãðà�å äâóõ íå èìåþùèõ îáùèõðåáåð öèêëîâ, èìåþùèõ ðîâíî îäíó òî÷êó ïåðåêðåñòüÿ.�åáðàì ãðà�à ñîîòâåòñòâóþò äóãè õîðäîâîé äèàãðàììû, à âåðøèíàì �åå õîðäû. Äóãîé õîðäîâîé äèàãðàììû íàçîâåì ÷àñòü åå îêðóæíîñòè, íàõî-äÿùàÿñÿ ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè âåðøèíàìè.



8.6. Äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Âàñèëüåâà 363

�èñ. 8.13. Õîðäîâàÿ äèàãðàììà ∆2n+1 è öèêëû 1 è 2 íà íåìÏðè ýòîì åñëè ãðà� îáëàäàåò ñâîéñòâîì èñòî÷íèê-ñòîê, òî îòíîøåíèåïðîòèâîïîëîæíîñòè ðåáåð�äóã òàêîâî: äëÿ êàæäîé õîðäû ñ êîíöàìè X, Yäóãà, âõîäÿùàÿ â âåðøèíó X, ïðîòèâîïîëîæíà äóãå, âõîäÿùåé â âåðøèíó
Y . Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ãîâîðèòü: �äóãà õîðäîâîé äèàãðàììû ïðèíàä-ëåæèò íåêîòîðîìó öèêëó�, ïîäðàçóìåâàÿ, ÷òî ýòîìó öèêëó ïðèíàäëåæèòñîîòâåòñòâóþùåå äàííîé õîðäå ðåáðî 4-ãðà�à ñ A-ñòðóêòóðîé.Äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 8.3 òàêîâî. Äëÿ êàæäîãî n ìû ñòðî-èì ÿâíî äâà öèêëà A, B, ñîñòîÿùèå èç äóã õîðäîâîé äèàãðàììû ∆2n+1. Åñëèõîðäîâàÿ äèàãðàììà D ñîäåðæèò ∆2n+1 êàê ïîääèàãðàììó, òî êàæäàÿ äóãàäèàãðàììû ∆2n+1 ïîäðàçáèâàåòñÿ íà äóãè äèàãðàììû D õîðäàìè. Â ýòîìñëó÷àå íàøè öèêëû òàêæå ïîäðàçáèâàþòñÿ: ðåáðà, ñîîòâåòñòâóþùèå äóãàìäèàãðàììû ∆2n+1, áóäóò ðàçáèòû íà ðåáðà, ñîîòâåòñòâóþùèå äóãàì äèà-ãðàììû D. Ïðè òàêîì ðàçáèåíèè ïîÿâÿòñÿ íîâûå âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþ-ùèå êîíöàì õîðä, âõîäÿùèõ â D, íî íå â ∆2n+1. Íî ýòè âåðøèíû íå âëèÿþòíà êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåêðåñòüÿ èññëåäóåìûõ öèêëîâ, èáî ïî ïîñòðîåíèþðàññìàòðèâàåìûå öèêëû â ýòèõ âåðøèíàõ ïåðåõîäÿò ñ ðåáðà íà íå ïðîòèâî-ïîëîæíîå, ñëåäîâàòåëüíî, åñëè òàêàÿ âåðøèíà è áóäåò âñòðå÷àòüñÿ â îáîèõöèêëàõ, òî îíà íå áóäåò ó÷èòûâàòüñÿ.Ïðèìåð äâóõ öèêëîâ äëÿ 2n + 1-óãîëüíèêà ïîêàçàí íà ðèñ. 8.13; äóãè,ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðâîìó öèêëó ïîìå÷åíû öè�ðîé 1, à äóãè, ñîîòâåòñòâó-



8.6. Äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Âàñèëüåâà 364þùèå âòîðîìó öèêëó, � öè�ðîé 2. Õîðäà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ åäèíñòâåííîéèõ òî÷êå ïåðåêðåñòüÿ, èçîáðàæåíà ïóíêòèðíîé ëèíèåé.Ñëåäóþùàÿ ëåììà äîêàçàíà â ðàáîòå [Kau7℄ â íåñêîëüêî èíîé �îðìóëè-ðîâêå.Ëåììà 8.4. Ïóñòü 4-ãðà� Γ ñ A-ñòðóêòóðîé îáëàäàåò ñâîéñòâîì èñòî÷íèê-ñòîê. Ïóñòü õîðäîâàÿ äèàãðàììà D, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íåêîòîðîìó îá-õîäó ãðà�à Γ, ÿâëÿåòñÿ d-äèàãðàììîé. Òîãäà ãðà� Γ äîïóñêàåò âëîæåíèåâ ïëîñêîñòü ñ ñîõðàíåíèåì A-ñòðóêòóðû.Íàãëÿäíîå îïèñàíèå äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïðèâåäåíî íà ðèñ. 8.14. Âñðåäíåé ÷àñòè ðèñóíêà ïîêàçàíî, êàê ïî õîðäå âîññòàíàâëèâàåòñÿ îêðåñò-íîñòü âåðøèíû ãðà�à. Â íèæíåé ÷àñòè óêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå d-äèàãðàììûñîîòâåòñòâóþùèé ãðà� óêëàäûâàåòñÿ íà ïëîñêîñòü, ïðè÷åì ñòðóêòóðà ïðî-òèâîïîëîæíîñòè ðåáåð â âåðøèíàõ (A-ñòðóêòóðà) ñîõðàíÿåòñÿ.Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 8.4. �àññìîòðèì d-äèàãðàììó D è âëîæèì åå âïëîñêîñòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. �àçîáüåì õîðäû ýòîé äèàãðàììû íà äâàñåìåéñòâà õîðä F1, F2 òàê, ÷òî ëþáûå äâå õîðäû èç îäíîãî ñåìåéñòâà íå áû-ëè çàöåïëåíû ìåæäó ñîáîé (ðàçáèåíèå âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì).Äàëåå âëîæèì îêðóæíîñòü â ïëîñêîñòü ñòàíäàðòíûì îáðàçîì, ðàñïîëîæèâêîíöû õîðä íà îêðóæíîñòè òàê, ÷òîáû íèêàêèå äâà îáðàçà êîíöîâ õîðä íåáûëè äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûìè. Õîðäû ïåðâîãî ñåìåéñòâà ðàñïî-ëîæèì âíóòðè îêðóæíîñòè, à õîðäû âòîðîãî ñåìåéñòâà � âíå. Ýòî ìîæíîñäåëàòü áåç ïåðåñå÷åíèé, îòîáðàçèâ õîðäû ïåðâîãî ñåìåéñòâà â ïðÿìîëè-íåéíûå îòðåçêè, à õîðäû âòîðîãî ñåìåéñòâà � â îáðàçû ïðÿìîëèíåéíûõîòðåçêîâ îòíîñèòåëüíî èíâåðñèè â ðàññìàòðèâàåìîé îêðóæíîñòè.Îðèåíòèðóåì îêðóæíîñòü ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Êàæäàÿ õîðäà c ñî-åäèíÿåò ïàðó òî÷åê íà îêðóæíîñòè: X è Y . �àññìîòðèì íà îêðóæíîñòèòî÷êè X1 = X − ε, X2 = X + ε, Y1 = Y − ε, Y2 = Y + ε. Çäåñü ε � íåêî-òîðîå ìàëîå ÷èñëî (óãîë), à îïåðàöèè + è − ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå ìàëîãîñäâèãà òî÷êè íà óãîë ±ε. Óäàëèì òåïåðü õîðäó c âìåñòå ñ äâóìÿ äóãàìè
[X1, X2] è [Y1, Y2]. Âìåñòî íåå ðàçìåñòèì â îêðåñòíîñòè óäàëåííîé õîðäûäâà (êðèâîëèíåéíûõ) îòðåçêà [X1, Y1] è [X2, Y2] òàê, ÷òîáû îíè ïåðåñåêà-ëèñü òðàíñâåðñàëüíî ðîâíî â îäíîé òî÷êå Z (ñêàæåì, â ñåðåäèíå óäàëåííîé



8.6. Äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Âàñèëüåâà 365õîðäû). Ïðîäåëàâ ýòó îïåðàöèþ äëÿ âñåõ õîðä äèàãðàììû D, ìû ïîëó÷èì÷åòûðåõâàëåíòíûé ãðà� ∆.Ïî ïîñòðîåíèþ ãðà� ∆ èçîìîð�åí ãðà�ó Γ.Íàì îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî îíè èìåþò îäèíàêîâóþ A-ñòðóêòóðó.Èç òîãî, ÷òî ãðà� Γ îáëàäàåò ñâîéñòâîì èñòî÷íèê-ñòîê ñëåäóåò, ÷òî ïî-ëó÷åííîå âëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèåé, ò.å. íà 4-ãðà�å Γ 
 A-ñòðóêòóðîéðåáðî, ñîîòâåòñòâóþùåå [X1, Z], ïðîòèâîïîëîæíî ðåáðó, ñîîòâåòñòâóþùåìó
[Z, Y1].Ýòî âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé. Òàê êàê 4-ãðà� Γ 
A-ñòðóêòóðîéîáëàäàåò ñâîéñòâîì èñòî÷íèê-ñòîê, òî ëþáîé åãî îáõîä ìîæíî ñäåëàòü îðè-åíòèðîâàííûì ñîãëàñíî ïðàâèëó èñòî÷íèê-ñòîê: êàæäîå ðåáðî, âõîäÿùååâ âåðøèíó, ïðîäîëæàåòñÿ ðåáðîì, èñõîäÿùèì èç íåå (è ïîâîðà÷èâàþùèì âîäíîì èç äâóõ íàïðàâëåíèé).Íàì îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïðè ëþáîì ïîâîðà÷èâàþùåì îáõîäå ãðà�à
∆ ðåáðî [Z, X2] ñëåäóåò çà ðåáðîì [X1, Z] â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,åñëè ðåáðî [Z, Y2] ñëåäóåò çà ðåáðîì [Y1, Z]. Ïîñëåäíåå âûòåêàåò èç òîãî,÷òî ëþáîé ïîâîðà÷èâàþùèé îáõîä ÷åòûðåõâàëåíòíîãî ãðà�à íà ïëîñêîñòèàïïðîêñèìèðóåòñÿ âëîæåíèåì îêðóæíîñòè â ïëîñêîñòü.Ëåììà äîêàçàíà.Ñóììèðóÿ äîêàçàííîå â ëåììàõ 8.1,8.2,8.3,8.4, ìû ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèåãèïîòåçû Âàñèëüåâà.Çàìåòèì, ÷òî â ëåììå 8.3 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ïðå-ïÿòñòâèÿ (äâóõ öèêëîâ ñ åäèíñòâåííîé òî÷êîé ñàìîïåðåêðåñòüÿ) õîðäîâàÿäèàãðàììà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ëþáîìó îáõîäó, áóäåò d-äèàãðàììîé, à â ëåì-ìå 8.4 òðåáóåòñÿ ëèøü óñëîâèå èñòî÷íèê-ñòîê è íàëè÷èå d-äèàãðàììû, ñî-îòâåòñòâóþùåé íåêîòîðîìó îáõîäó. Íà ñàìîì äåëå â ñëó÷àå, åñëè 4-ãðà�ñ A-ñòðóêòóðîé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ èñòî÷íèê-ñòîê, âåðíî ñëåäóþùååóòâåðæäåíèå.Óòâåðæäåíèå 8.1. Åñëè õîðäîâàÿ äèàãðàììà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íåêî-òîðîìó ïîâîðà÷èâàþùåìó îáõîäó 4-ãðà�à ñ A-ñòðóêòóðîé, ÿâëÿåòñÿ d-äèàãðàììîé, òî d-äèàãðàììîé ÿâëÿåòñÿ òàêæå äèàãðàììà, ñîîòâåòñòâó-þùàÿ ëþáîìó ïîâîðà÷èâàþùåìó îáõîäó.



8.6. Äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Âàñèëüåâà 366Ïðèâåäåì ïðèìåð. �àññìîòðèì ãðà� ñ A-ñòðóêòóðîé, èçîáðàæåííûé âëåâîì âåðõíåì óãëó íà ðèñ. 8.15. Ýòîò ãðà� íå âëîæèì â ïëîñêîñòü ñ ñî-õðàíåíèåì A-ñòðóêòóðû. Ïðè ýòîì îáõîä psqr åãî ðåáåð, èçîáðàæåííûé âïðàâîì âåðõíåì óãëó íà òîì æå ðèñóíêå, çàäàåò õîðäîâóþ äèàãðàììó èçäâóõ çàöåïëåííûõ õîðä, ÿâëÿþùóþñÿ d-äèàãðàììîé. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òîâëîæåííûé â ïëîñêîñòü ãðà� (ëåâàÿ íèæíÿÿ ÷àñòü ðèñóíêà 8.15) èçîìîð-�åí èçíà÷àëüíîìó ãðà�ó. Îäíàêî îáõîä psqr íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþèñòî÷íèê-ñòîê â âåðøèíå X: ïðîòèâîïîëîæíûå ðåáðà p è r òàêîâû, ÷òî pâõîäèò â âåðøèíó X, à r èç íåå âûõîäèò. Ïîýòîìó ãðà�, èçîáðàæåííûé âëåâîì íèæíåì óãëó, èìååò äðóãóþ A-ñòðóêòóðó â âåðøèíå X: ó íåãî ïðî-òèâîïîëîæíûìè â ýòîé âåðøèíå ÿâëÿþòñÿ ðåáðà p è q, à íå p è r, êàê óèçíà÷àëüíîãî ãðà�à.Îòìåòèì, ÷òî îïèñàííûé âûøå êðèòåðèé ðåàëèçóåò áûñòðûé (êâàäðà-òè÷íîé ñëîæíîñòè) àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ëè ãðà� ñA-ñòðóêòóðîéâëîæèìûì â ïëîñêîñòü ñ ñîõðàíåíèåì A-ñòðóêòóðû, è â ñëó÷àå, åñëè îí íåÿâëÿåòñÿ òàêîâûì, âûäàåò äâà öèêëà ñ ðîâíî îäíîé òàêîé òî÷êîé ïåðåêðå-ñòüÿ. Ïðè ýòîì ñëîæíîñòü ñ÷èòàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ÷èñëà âåðøèí.Îñíîâíûå øàãè ýòîãî àëãîðèòìà òàêîâû.Ïåðåíóìåðóåì ðåáðà è âåðøèíû ãðà�à â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå è âû-ïèøåì â êàæäîé âåðøèíå, êàêèå ðåáðà åé èíöèäåíòíû, ïðè ýòîì òàêæåóêàæåì ñîîòíîøåíèå ïðîòèâîïîëîæíîñòè ðåáåð â ýòîé âåðøèíå.Ïåðåíóìåðàöèÿ ðåáåð èìååò ëèíåéíóþ ñëîæíîñòü, êàê è ïåðåíóìåðàöèÿâåðøèí è çàïîìèíàíèå èí�îðìàöèè î ðåáðàõ, èíöèäåíòíûõ âåðøèíå.Äàëåå ìû ñòðîèì îáõîä ãðà�à. Ýòà îïåðàöèÿ òàêæå èìååò ëèíåéíóþñëîæíîñòü.Èìåÿ îáõîä, ìû ìîæåì ïðîâåðèòü, çàäàåò ëè îí óñëîâèå èñòî÷íèê-ñòîê âêàæäîé âåðøèíå. Åñëè íåò, òî, ñîãëàñíî ëåììå 8.2, ìû ïîëó÷àåì äâà öèêëà,èìåþùèå ðîâíî îäíó òî÷êó ïåðåêðåñòüÿ. Ýòà îïåðàöèÿ � ëèíåéíà.Ïóñòü îáõîä èìååò ñòðóêòóðó èñòî÷íèê-ñòîê. Ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþ-ùóþ åìó õîðäîâóþ äèàãðàììó. Îïåðàöèÿ ïîñòðîåíèÿ õîðäîâîé äèàãðàì-ìû ëèíåéíà. Äàëåå, îïðåäåëåíèå çàöåïëåííîñòè õîðä õîðäîâîé äèàãðàììûèìååò êâàäðàòè÷íóþ ñëîæíîñòü (íóæíî ðàññìîòðåòü âñå ïàðû õîðä). Òåìñàìûì ìû ïîëó÷èëè ìàòðèöó ïåðåñå÷åíèé õîðäîâîé äèàãðàììû èëè, ÷òî



8.7. Áåñêîíå÷íîñòü êîëè÷åñòâà äëèííûõ óçëîâ, èìåþùèõ �èêñèðîâàííîå çàìûêàíèå 367òî æå ñàìîå, ãðà� ïåðåñå÷åíèé õîðäîâîé äèàãðàììû. Ïîñëå ýòîãî âîïðîñî òîì, ÿâëÿåòñÿ ëè èñõîäíàÿ äèàãðàììà d-äèàãðàììîé ïåðå�îðìóëèðóåòñÿòàê: ÿâëÿåòñÿ ëè ãðà� ïåðåñå÷åíèé äâóäîëüíûì ãðà�îì?Âîïðîñ îïðåäåëåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ëè ãðà� äâóäîëüíûì ìîæíî ðåøèòü çàêâàäðàòè÷íîå ÷èñëî îïåðàöèé. Áîëåå òîãî, çà êâàäðàòè÷íîå ÷èñëî îïåðà-öèé â ãðà�å, íå ÿâëÿþùèìñÿ äâóäîëüíûì ìîæíî íàéòè ìèíèìàëüíûé (ïîâêëþ÷åíèþ) öèêë íå÷åòíîé äëèíû � â òåðìèíàõ õîðäîâûõ äèàãðàìì �
(2n+1)-óãîëüíèê. Ïîñëå ýòîãî ïàðà öèêëîâ, èìåþùèõ åäèíñòâåííóþ òî÷êóïåðåêðåñòüÿ, ñòðîèòñÿ ñîãëàñíî ëåììå 8.3. Òàêîå ïîñòðîåíèå èìååò ëèíåé-íóþ ñëîæíîñòü.8.7. Áåñêîíå÷íîñòü êîëè÷åñòâà äëèííûõ óçëîâ,èìåþùèõ �èêñèðîâàííîå çàìûêàíèåÂ çàâåðøåíèå íàñòîÿùåé ãëàâû äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó (
 èñïîëü-çîâàíèåì èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà âèðòóàëüíûõ óçëîâ ïîðÿäêà íóëü). Ïðè-âîäèìûé çäåñü ðåçóëüòàò áûë âïåðâûå äîêàçàí Ä.Ñèëüâåðîì è Ñ.Óèëüÿìñâ ðàáîòå [SW2℄ (íåñêîëüêî ðàíüøå, ÷åì åãî ïîëó÷èë àâòîð).Òåîðåìà 8.7. Äëÿ êàæäîãî èçîòîïè÷åñêîãî êëàññà óçëà K ìíîæåñòâîäëèííûõ óçëîâ k, òàêèõ ÷òî Cl(k) = K, ñ÷åòíî.Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì êîìïàêòíûé âèðòóàëüíûé óçåë è ïðîèçâîëü-íûé äëèííûé óçåëK1, ïîëó÷åííûé íåêîòîðûì ðàçðûâàíèåì óçëà K. Òàêèìîáðàçîì ìû èìååì Cl(K1) = K.Ïî êàæäîìó äëèííîìó óçëó M ìû ìîæåì ïîñòðîèòü íîâûé äëèííûéóçåë M ′ òàê êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 8.16.Î÷åâèäíûì îáðàçîì ìû èìååì Cl(M ′) = Cl(M).Ïóñòü òåïåðü K2 = (K1)

′, K3 = (K2)
′ è òàê äàëåå: äëÿ êàæäîãî íàòóðàëü-íîãî i ïîëîæèì Ki = (Ki−1)

′. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî iìû èìååì Cl(Ki) = Cl(K1) = K.Ïîêàæåì, ÷òî ñðåäè óçëîâ Ki íàéäåòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàçëè÷íûõ.Äëÿ ýòîãî íàì äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ðàçëè÷íû èõ çàìûêàíèÿ Êèøèíî,êîòîðûå îïðåäåëåíû òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 8.17.



8.7. Áåñêîíå÷íîñòü êîëè÷åñòâà äëèííûõ óçëîâ, èìåþùèõ �èêñèðîâàííîå çàìûêàíèå 368Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îïåðàöèÿ çàìûêàíèÿ Êèøèíî êîððåêòíî îïðåäå-ëåíà: äëÿ ýêâèâàëåíòíûõ äëèííûõ óçëîâ ìû ïîëó÷àåì ýêâèâàëåíòíûå êîì-ïàêòíûå óçëû ïðè òàêîì çàìûêàíèè. Òî, ÷òî ñðåäè çàìûêàíèé Êèøèíîóçëîâ Ki âñòðå÷àåòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàçëè÷íûõ óçëîâ, ñëåäóåò èç òî-ãî, ÷òî ýòè çàìûêàíèÿ ìîãóò èìåòü ëþáîé ñêîëü óãîäíî áîëüøîé íàïåðåäçàäàííûé ðîä.Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå âèðòóàëü-íûå óçëû èìåþò ñêîëü óãîäíî áîëüøîé íàïåðåä çàäàííûé ðîä â ïëîñêîéêàòåãîðèè, ò.å. åñëè ìû ðàçðåøèì ïîìèìî îáîáùåííûõ äâèæåíèé �åéäå-ìåéñòåðà ïðèìåíÿòü çàìåíó òèïîâ êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêîâ (ò.å. áóäåìðàáîòàòü ñ âèðòóàëüíûìè óçëàìè ñ òî÷íîñòüþ äî èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâàïîðÿäêà 0). À èìåííî, îïðåäåëÿÿ ïî äèàãðàììå Ki ïîâåðõíîñòü ñ ñèñòå-ìîé êðèâûõ â íåé ìû ïîëó÷èì ìèíèìàëüíóþ ðåàëèçàöèþ (íå èìåþùóþ íèïåòåëü, íè äâóóãîëüíèêîâ).
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